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—  L'enseignement  scientifique  en  Espagne  {G.-Z.  de  Galdcaho). 

V.  —  Les  nouveaux  programmes  de  l'Ecole  polytechnique  de  Paris  (C.-A. 
Luisant).  —  L'enseignement  mathématique  en  Russie  ;  3*"«  article  :  état  ac- 
tuel, enseignement  secondaire  ;  4'"'^  article  :  état  actuel,  enseignement  supé- 
rieur (T^  Bobynin). 

Philosophie,  Doctrine. 

L  —  La  logique  et  Tintuition  dans  la  science  mathématique  et  dans  l'en- 
seignement (H.  Poincaré).  —  Sur  l'économie  de  la  pensée  dans  les  mathé- 
matiques élémentaires  {IF.-Fr.  Meyer).  —  Les  principes  fondamentaux  des 
connaissances  humaines  [H.  Laurent).  —  Etc..  (articles  de  MM.  C.-.i.  Lai- 
sant.  Baron,  Ch.  Berdellê. 
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II.  —  Les  idées  d'Auguste  Comte  sur  la  philosophie  des  mathématiques 
{A.  Vassilief).  —  Les  mathématiques  au  Congrès  de  philosophie  (L.  Coutit- 
rat).  —  Sur  le  développement  et  l'état  actuel  de  la  géométrie  à  n  dimen- 
sions {V.  Schlegel).  —  L'enseignement  de  la  géométrie  et  les  géométries 
noii-eurlidiennes  (/.  Andrade).  —  Considérations  sur  la  géométrie  non-eu- 
clidienne (M.  Frolov).  —  Problèmes  mathématiques  (D.  Hilbert).  —  L'w  Espé- 
ranto »,  langue  auxiliaire  ouvrant  les  plus  larges  perspectives  à  la  littérature 
scientifique  internationale  (Ch.  Méray), 

III.  —  Les  mathématiques  et  la  biologie  (Aug.  Gallardo),  —  Sur  la  ligne 
droite  regardée  comme  étant  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre 
(/>.  IfUhert),  —  Réflexions  sur  l'exposition  des  principes  de  la  mécanique 
rationnelle  (C.-A.  Maggi).  —  Etc. 

IV.  —  Considérations  sur  la  nature  de  l'espace  (Fr.  Pietzker).  —  L'atome 
dans  la  géométrie  {J.-F.  Sonnet),  —  Sur  l'infiniment  petit  absolu  (à  propos 
de  l'art,  ci-dessus)  (Ch.  Lagrange).  —  Les  idées  de  Hertz  sur  la  mécanique 
{G.  Combehiac).  —  Les  mouvements  élémentaires  de  l'esprit  (C.  Lynch).  — 
Etc..  (articles  dç  M"»*  Cl.  Royer,  de  MM.  Naquet,  Bonnet,  Vidât,  Lau- 
rent. Barbarin). 

V.  —  La  logique  symbolique  (Hugh  Mac  Cotl).  —  Les  limites  et  l'atome 
{Bonnet),  —  Sur  la  conception  dos  limites  {C.  Popovici).  —  Le  problème 
iio  2  de  M.  D.  Hilbert  {A.  Padoa).  —  L'espace  est-il  euclidien  {G.  Combebiac), 
—  A  propos  d'un  récent  exposé  des  principes  de  la  géomélrie  non-eucli- 
dienne {Bonota).  —  Théorie  des  parallèles  euclidiennes  [Commotet]  —  Etc.. 
(articles  de  MM.  Baron,  Lucas  de  Pertouan.  R.  Renton). 

Histoire. 

I.  —  Un  chapitre  de  l'histoire  <ies  mathématiques  {IV. -fV.  Beman,  trad. 
Ch.  Berdelté). 

II.  —  Eugène  Bellrami,  sa  vie  et  ses  travaux  {G.  Frattini).  —  Le  déve- 
loppement historique  de  renseignement  mathématique  en  Allemagne  (S.  Gùn- 
ther).  —  Liès-Bodart  {H.  Laurent). 

m.  —  Georges  Brunel  [G.  Barbarin). 

IV.  —  Les  extensions  de  la  notion  de  nombre  dans  leur  développement 
logique  et  hislorique  (//.   Fehr). 

CHRONIQl'E 

Congrès  et  sociétés  savantes.  —  Les  cinq  volumes  contiennent  des  notes 
et  comptes  rendus  concernant  le  Congrès  international  des  mathématiciens 
de  1900,  les  réunions  de  sociétés  de  mathématiques,  les  assemblées  annuelles 
d'associations  de  mathématiciens  (la  Société  italienne  «  Mathesis  »,  l'Asso- 
ciation française  et  l'Association  britannique  pour  l'avancement  des  Sciences, 
Deutsche  Mathemaliker-Vereinigung,  l'Association  allemande  pour  l'avance- 
ment  de  l'Enseignement  «les  sciences  mathématiques  et  naturelles,  etc.),  le 
Congrès  întern.  des  Sciences  historiques  h  Rome,  les  prix  proposés  et  les 
prix  décernés  par  les  principales  Académies  et  sociétés  savantes,  l'Asso- 
ciation internationale  des  Académies,  le  centenaire  d'Abel,  etc. 

Afticles  divers.  —  Les  programmes  de  l'enseignement  intérieur  de  l'Ecole 
polytechnique  de  Paris.  —  Récents  traités  classiques  de  géométrie  en  Italie 
et  en  France,  —  La  Bibliothèque  mathém.  des  Travailleurs.  —  Brevets  de 
l'en.seig^ieraent  secondaire  en  Prusse.  —  Programme  de  mathématiques  élé- 
mentaire  suivi   par   Steiner.  —  L'Annuaire   des  mathématiciens.  —  Biblio- 


iheca  matbematiea.  —  Une  belle  carrière,  G.  Ollrauiare.  —  Les  périodique» 
mathématiques  des  Etats-Unis.  —  Archîv  der  Mathematik  und  Physik.  — 
La  Correspondance  de  G.  Bellavilis.  —  Hommage  de  l'Ecole  polytechnique 
de  Paris  au  colonel  Mannheim.  —  La  faillite  de  l'éducation  scientifique.  — 
Modèles  et  instruments.  —  La  noniographie  dans  renseignement  supérieur. 
—  Thèses  de  doctorat,  etc. 

Distinctions,  nominations  et  promotions  relalives  aux  mathématiciens 
des  divers  pays. 

Nécrologies.  —  S.  Lie,  Vaschy.  Rebière.  E.  Beltrami.  J.  Bertrand,  Li- 
gnine, Th.  Craig,  Hermite,  Vicaire,  Moutard,  Schlômilch.  Caspary,  Tait, 
Jonquières,  V.  Balbin,  Cornu,  Fuchs,  Antomari,  J.  Bonnel,  Bougaiev,  Cre- 
mona,  Duporq,  Gegenbauer,  etc. 

Renseignements  universitaires.  —  L'enseignement  mathématique  aux  Uni- 
versités de  Strasbourg,  de  Gœllingue,  de  Jena  et  d'Oxford.  —  Nominations» 
créations  de  chaires  nouvelles,  etc. 

Notes  et  documents.  —  Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures,  extrait 
du  «  programme  des  conditions  d'admission  des  élèves  ».  —  Directions  gé- 
nérales concernant  les  études  mathématiques  à  l'Université  de  Genève. 

Cours  universitaires  :  Tableau  des  cours  de  mathématiques  donnés  chaque 
semestre  dans  les  principaux  établissements  supérieurs  des  divers  pays. 

CORRESPONDANCE 

Lettres  ou  extraits  de  lettres  ayant  pour  objet  des  remarques  diverses, 
propositions  ou  questions  concernant  les  sciences  mathématiques  et  due  à 
MM.  Ripert,  Baganti,  /.  d\iz€vedo  Alhuquerque,  Maillet,  Budelot,  G.  Tel- 
xeira,  Niewenglowski,  Lipschitz.  Potier,  Tikhomandritzky,  Mansion.  Al- 
liaume,  Berdellé,  Brocard,  Fouilland.  LaugeL  Léman,  d'Ocagne.  d'Ovidio, 
Tafelmacher,  Boulanger,  Burkhardt,  Enestrôm,  Goulard,  Hatzidakis^  MoreL 
Tafelmacher,  Barré,  Cailler,  Jamet,  Popovici,  Tweedie,  Vaschide  et  Piéron, 
Vidal,  etc.. 

BIBLIOGRAPHIE 

Comptes  rendus  des  principaux  ouvrages  de  mathématiques,  d'un  intérêt  gé- 
néraL  parus  depuis  1899;  à  signaler  entr'antres  les  analyses  des  ouvrages  de 
MM.  Appell.  Bukkhardt,  W.-Fr  Meykr.  M.  Cantor.  Cahen.  Beyel,  Borel.  Ah- 
RENs,  Andoyer.  Alasia,  Bortolotti,  Bakbarin,  Brioschi,  Beltrami,  Fischer 
et  ScHWATT,  Forsyth,  Godefroy,  Hamilton,  Holzmûller,  Laurent,  Lazzeri, 
Lebo.n,  Mansio.n,  F.  MuLLER,  Kiepert,  Zeuthen,  Vivanti,  d'Ocacne,  Oltramare» 
Bachma.nn,  Pascal,  Picard,  Poincaré,  Sammlung  Schubf.ut,  M.  Simon,  Ca- 
pellt.  Czuber,  Goursat,  Lévy  (M.),  Nrrto.  S.nyder  and  Hutchinson,  etc. 

Voici,  au  hasard,  quelques  noms  empruntés  à  la  liste  de  ceux  qui  ont  col- 
laboré à  la  Chronique  et  à  la  Bibliographie  :  MM.  Bettazzi,  Demoulin,  Es- 
tanave,  Glower,  Greenstreet.  O.  Simon,  Jahnke,  Gutzmer,  GreenhilL  Ganter. 
Graf,  Bipert,  Jaccotiet,  Lacumhe.  May,  Bortolotti,  Pietzker,  Dickstein,  Stein- 
mann,  Buhly  B.  Perrin.  Boyer.  LemoinCf  Mirimanoff,  Marcolongo,  Combe- 
biac,  Gubler.  Jamet,  etc..  etc. 

Le  Bulletin  bibliographique  comprend,  d'une  part,  les  sommaires  des 
principaux  périodiques  scientifiques  contenant  des  mathémati()ues,  d'autre 
part,  la  reproduction  du  titre  complet,  avec  indication  des  prix,  de  la  plu- 
part des  ouvrages  mathématiques  parus  ces  cinq  dernières  années. 


AUX  LECTEURS 


«  L'ENSEIGNEMENT     MATHÉMATIQUE  » 


La  coutume  prise  par  la  Rédaction  d'entrer  en  rapport 
avec  ses  lecteurs,  au  début  de  chaque  année,  s'impose 
cette  fois  avec  plus  de  force  que  jamais.  Nous  avons  en 
effet  à  vous  faire  part  de  transformations  importantes,  qui 
auront  pour  effet  assuré  d'améliorer  les  conditions  de  pu- 
blication de  cette  Revue,  sans  d'ailleurs  porter  aucune 
atteinte  au  caractère  qu'elle  n'a  cessé  d'avoir  depuis  sa 
fondation. 

La  principale  de  ces  transformations  consiste  à  trans- 
porter à  Genève  la  totalité  de  nos  services  administratifs, 
c'est-à-dire  l'administration  et  l'impression. 

Nous  y  gagnerons  en  régularité.  Les  nécessités  d'une 
organisation  reposant  sur  une  rédaction  mixte,  émanant 
de  Paris  ou  de  Genève  avec  un  éditeur  à  Paris  et  un  im- 
primeur à  Evreux,  n'étaient  pas  en  effet  sans  entraîner  des 
pertes  de  temps,  des  retards  ou  des  malentendus  fâ- 
cheux, malgré  le  concours  de  toutes  les  bonnes  volontés. 
Cet  inconvénient  disparaîtra. 

Disons  tout  de  suite,  pour  répondre  à  des  préoccupa- 
tions exprimées  dans  quelques  correspondances  particu- 
lières, que  la  Rédaction  restera  rigoureusement  ce  qu'elle 
était,  et  que  nous  sommes   scrupuleusement  fidèles,  au- 

L'Ensoigncinent  mathém.,  6"  année  ;  190i.  1 


2  A  NOS  LECTEURS 

jourd'hui  comme  hier,  au  principe  d'internationalité  sans 
lequel  nous  n'aurions  plus  de  raison  d'être. 

Les  deux  fondateurs,  Tun  en  France,  Tautre  en  Suisse, 
conservent  la  direction  commune  de  L' Enseignement  ma- 
thématique. Seulement,  c'est  à  ce  dernier  que  viendront 
aboutir  finalement  les  dernières  opérations  matérielles 
concernant  chaque  numéro.  Les  directeurs  seront  Tun 
et  l'autre  puissamment  aidés  dans  leur  tâche,  comme 
ils  l'ont  été  depuis  plus  d'un  an,  par  le  concours 
du  jeune  maître  de  conférences  de  la  Faculté  de  Mont- 
pellier, M.  A.  Buhl.  L'unité  de  cette  rédaction  résulte 
à  la  fois  d'une  entente  commune  sur  les  points  essentiels 
qui  peuvent  être  prévus  à  l'avance,  et  de  rapports  amicaux 
rendant  toujours  Taccord  facile  et  rapide  en  présence 
d'une  question  inopinée. 

Quant  aux  éditeurs,  nous  en  avons  désormais  deux  au 
lieu  d'un  seul;  M.  Naud  continuant  à  nous  donner  son 
concours  pour  la  France,  et  la  maison  Georg  nous  ap- 
portant le  sien  pour  les  autres  pays.  L'impression  du 
journal  a  été  confiée  à  la  maison  W.  Kûndig  &  fils,  à 
Genève. 

Nous  devions  tout  d'abord  fournir  ces  indications  gé- 
nérales, qui  se  compléteront  naturellement,  dans  ce  qui 
va  suivre,  sur  un  certain  nombre  de  points  particuliers. 
Il  convient  d'ajouter  que  nous  comptons  toujours,  parmi 
nos  meilleurs  facteurs  de  succès,  ce  Comité  de  Patro- 
nage qui  comprend  les  plus  hautes  illustrations  de  la 
science  et  qui  nous  donne  avec  tant  d'éclat  le  caractère 
international  le  plus  brillant. 

Avant  d'aller  plus  loin,  et  puisque  nous  parlons  de 
notre  Comité  de  Patronage,  nous  ne  pouvons  pas,  hélas, 
nous  borner  cette  fois  à  lui  adresser  l'expression  de  notre 
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respectueuse  gratitude.  Des  vides  nouveaux  se  sont  faits  : 
Gremona  en  Italie,  Bougaïev  en  Russie,  ont  disparu  ;  tous 
salueront  ces  deux  grandes  figures  qui  appartiennent  dé- 
sormais à  l'Histoire  de  la  Science.  MM.  Gino  Loria  et 
Ermakof  viennent  les  remplacer,  tandis  que,  d'autre  part, 
deux  nouveaux  membres,  MM.  Forsyth  et  D.  Elg.  Smith 
veulent  bien  nous  prêter  leur  appui;  dans  le  domaine  spé- 
cial de  renseignement,  à  côté  de  leurs  talents  comme  géo- 
mètres, ce  sont  des  recrues  précieuses,  et  nous  les  re- 
mercions de  tout  cœur  pour  le  service  qu'ils  nous  ren- 
dent, en  ayant  bien  voulu  nous  honorer  de  leur  acceptation. 

Notre  programme,  avons-nous  dit,  reste  le  même.  Il 
reste  ainsi,  et  cependant  il  est  toujours  variable.  Nous 
entendons  par  là  qu'ayant  un  but,  une  méthode  générale 
permettant  de  l'atteindre,  une  expérience  suffisante  pour 
être  certains  que  cette  méthode  est  bonne,  nous  n'appor- 
tons aucun  esprit  d'entêtement  dans  l'exécution,  que 
nous  écoutons  avec  le  plus  grand  soin  les  observations  et 
les  critiques,  en  profitant  quand  il  est  possible,  et  nous 
efforçant  même  de  les  provoquer. 

Pendant  les  cinq  années  qui  se  sont  écoulées  depuis  la 
création  de  cette  Revue,  nous  avons  la  conscience  qu'elle 
a  été  utile,  et  nous  le  proclamons  sans  présomption 
comme  sans  fausse  modestie.  Grâce  à  elle,  nombre  de 
professeurs  ont  pu  connaître  les  conditions  générales  de 
l'organisation  de  l'enseignement  dans  les  pays  étrangers 
au  leur,  en  suivre  les  progrès,  en  constater  l'évolution, 
tirer  profit  des  améliorations  certaines  et  éviter  les  fautes 
commises.  D'un  autre  côté,  si  l'on  pénètre  dans  le  détail 
des  choses  pédagogiques,  on  reconnaîtra  que  bien  des 
observations  importantes,  bien  des  propositions  de  per- 
fectionnements, dues  à  l'initiative  individuelle,  ont  été 
produites  et  connues,  au  grand  bénélice  de  tous. 
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Au  risque  de  nous  répéter,  il  nous  faut  insister  cepen- 
dant sur  une  confusion,  qui  s'est  manifestée  chez  certains 
esprits,  insuffisamment  renseignés,  et  que  nous  ne  nous 
lasserons  pas  d'essayer  de  dissiper.  Cette  confusion  tient 
à  notre  titre  même,  qui  a  pu  faire  croire  accidentellement 
que  nous  étions  un  journal  ])urement  pédagogique,  dans 
un  sens  exclusif.  De  là  Téloignement  de  quelques  per- 
sonnes; de  là  des  déceptions  pour  plusieurs  autres. 

Le  mot  (c  Enseignement  »  a  pour  nous  la  signification 
la  plus  largç.  Il  veut  dire  enseignement  des  élèves,  et 
aussi  enseignement  des  professeurs  —  et  d'ailleurs  Tun 
ne  va  guère  sans  l'autre.  De  là  notre  volonté  préméditée 
de  donner  une  large  place  aux  questions  de  Philosophie, 
de  Méthodologie,  d'Histoire.  Un  professeur  ne  restera  pas 
longtemps  capable  de  remplir  dignement  sa  tâche  s'il  ne 
travaille  pas  sans  cesse  à  élargir  son  horizon,  à  savoir 
autre  chose  que  le  programme  de  sa  classe  et  la  pratique 
de  l'enseignement  dans  son  propre  pays.  Ceux  qui  ne 
ressentent  aucun  désir  de  voir  plus  loin  et  plus  haut,  ceux 
qui  veulent  rester  maîtres  d'écoles,  dans  le  sens  étroit  du 
mot,  n'ont  en  effet  rien  d'utile  à  trouver  chez  nous;  et 
nous  serons  les  premiers  à  les  dissuader.  Nos  appels 
s'adressent  et  n'ont  cessé  de  s'adresser  qu'à  ceux  qui 
veulent  à  la  fois  instruire  les  autres  et  s'instruire  eux- 
mêmes. 

Un  autre  principe  fondamental  a  été  pour  nous  celui  de 
la  plus  large  liberté  laissée  à  toutes  les  opinions,  à  toutes 
les  doctrines.  L'application  n'en  est  pas  toujours  facile, 
mais  nous  y  resterons  attachés  quand  même  avec  achar- 
nement, les  inconvénients  possibles  étant  à  nos  yeux  fort 
inférieurs  aux  avantages.  Ce  qui  est  à  craindre,  ce  sont 
les  polémiques  qui  s'éternisent.  11  nous  est  toujours  pé- 
nible de  refuser  à  un  collaborateur  de  répondre  à  un  ar- 
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ticle  exprimant  une  opinion  opposée  à  la  sienne;  cepen- 
dant, lorsque  deux  ou  plusieurs  thèses  ont  pu  être  claire- 
ment développées,  il  est  assurément  fâcheux  devoir  appa- 
raître de  nouveaux  articles  plus  longs  encore.  De  courtes 
notes,  dans  les  diverses  directions  d'esprit,  sont  généra- 
lement suffisantes  alors  pour  clôturer  le  débat,  en  laissant 
toutes  les  .pièces  largement  ouvertes  sous  les  yeux  du 
seul  juge,  qui  est  le  public  mathématique.  C'est  uneques- 
tion  de  mesure  et  de  tact;  la  Rédaction  s'appliquera  de 
son  mieux  à  orienter  les  collaborateurs  dans  cette  voie;  et 
si  elle  n'y  arrive  pas  toujours,  elle  ne  péchera  jamais  que 
par  excès  de  libéralisme;  on  le  lui  pardonnera..  Il  esta 
peine  besoin  de  dire  que  dans  ces  polémiques  scienti- 
fiques nous  adjurons  chacun  de  conserver  la  modération 
de  forme  et  le  respect  de  la  personne  de  l'adversaire,  qui 
conviennent  aux  causes  justes.  C'est  chose  facile  lors- 
qu'on n'a  d'autre  passion  que  l'amour  de  la  vérité. 

Donc,  nous  avons  pu  faire  quelque  bien  depuis  cinq 
ans,  grâce  à  tous  nos  collaborateurs,  auxquels  nous  ne 
saurions  assez  exprimer  notre  reconnaissance.  Mais  nous 
pouvons  faire  plus  encore,  dans  la  période  qui  s'ouvre 
aujourd'hui.  De  toutes  parts  les  questions  d'enseigne- 
ment sont  l'objet  des  préoccupations  universelles;  on 
sent  bien  que  c'est  là  le  problème  le  plus  grave  qui  s'im- 
pose à  l'humanité  moderne;  et  la  science  mathématique 
y  tient  une  place  assez  importante  pour  que  dans  la 
sphère  de  notre  spécialité,  il  y  ait  une  action  considé- 
rable à  exercer.  Il  importe  de  bien  remarquer  surtout  que 
L'Enseignement  mathématique  Si  une  physionomie  entiè- 
rement personnelle,  qu'il  est  le  seul  recueil  périodique 
répondant  au  programme  rappelé  plus  haut,  qu'il  ne  fait 
double  emploi  avec  aucun  autre  journal.  On  comprendra 
mieux  encore  ce  fait  en  examinant  de  près  les  diverses 
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branches  qui  nous  servent  de  sous-titres  et  qui  précisent 
notre  champ  d'action.  Les  divisions  qui  vont  suivre  repré- 
sentent sensiblement  la  composition  d'ensemble  actuelle 
de  la  Revue;  toutes  ne  figuraient  pas  au  début,  et  plu- 
sieurs ont  été  introduites  sur  l'initiative  des  lecteurs  ; 
c'est  assez  dire  que  d'autres  sujets  encore  pourront  être 
introduits  dans  l'avenir. 

Méthodologie;  organisation  de  l'enseignement.  —  Ce  sont 
là  peut-être,  à  nos  yeux,  les  parties  les  plus  importantes 
de  notre  œuvre.  En  citant  un  peu  au  hasard  ici  les  noms 
de  MM.  Poincaré,  Picard,  Appell,  Greenhill,  Gino  Loria, 
etc.,  cela  suffira  pour  montrer  avec  quelle  maîtrise  ont 
été  étudiées  dans  ce  recueil  les  questions  de  méthodo- 
logie, ou  plutôt  quelques  questions.  De  même,  sur  l'orga- 
nisation de  l'enseignement,  ceux  qui  nous  ont  suivi  avec 
un  peu  de  soin  savent  quelle  somme  de  renseignements 
présente  la  collection  de  nos  cinq  premières  années  sur 
la  Russie,  l'Allemagne,  les  Etats-Unis,  l'Espagne,  etc.  Et 
cependant  ce  qui  a  été  fait  n'est  presque  rien  en  compa- 
raison de  ce  qu'il  reste  à  faire  sur  ces  deux  points.  Seu- 
lement la  voie  est  ouverte  largement  et  elle  sera  suivie. 

Philosophie,  Histoire.  —  C'est  surtout  en  matière  de 
philosophie  mathématique  que  nous  avons  eu  l'occasion 
de  mettre  en  pratique  nos  doctrines  de  libre  discussion. 
Elles  ont  trouvé  leur  principale  application  dans  le  do- 
maine de  la  Géométrie;  euclidiens  et  non-euclidiens  ont 
eu  tout  le  loisir  de  développer  leurs  idées;  on  peut  dire 
que  désormais  sur  ce  point  le  débat  est  clos;  et  nul  ne 
pourra  s'étonner  ni  se  plaindre  d'y  voir  désormais  mettre 
un  terme.  Bien  d'autres  sujets  pourront  être  abordés, 
aussi  utilement,  et  moins  abondamment  peut-être. 
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Quant  à  l'Histoire,  grâce  aux  travaux  de  MM.  Cantor, 
Zeuthen,  P.  Tannery  et  de  bien  d'autres  auteurs,  une  in- 
fluence de  plus  en  plus  sérieuse  et  profonde  s'est  exercée 
sur  renseignement.  On  a  compris  qu'il  devait  être  tenu 
compte  de  l'influence  historique  à  un  haut  degré,  princi- 
palement en  ce  qui  concerne  les  notions  fondamentales 
lie  la  science.  Gela  ne  veut  pas  dire  que  Tordre  histo- 
rique doive  être  dans  renseignement  imité  d'une  façon 
servile;  mais  l'étude  du  développement  historique  éclaire 
celle  du  développement  logique,  et  peut  suggérer  sou- 
vent les  méthodes  nouvelles  propres  à  faciliter  la  solu- 
tion du  problème  pédagogique  en  chaque  matière;  il 
s'agit  de  faire  pénétrer  dans  le  cerveau  de  Télève  le  plus 
aisément  et  de  la  façon  la  plus  durable  les  vérités  qui 
composent  la  science;  l'Histoire  nous  y  aide.  C'est  à  ce 
point  de  vue  que  nous  nous  sommes  placés  et  que  nous 
ne  cesserons  de  nous  placer,  laissant  aux  Revues  spé- 
ciales et  aux  ouvrages  spéciaux  les  travaux  historiques  de 
pure  érudition,  qui  n'ont  pas  sur  l'enseignement  une  ré- 
percussion assez  directe. 

Un  autre  aspect  de  l'Histoire  se  présente  dans  les  bio- 
graphies et  dans  les  études  sur  l'œuvre  d'un  géomètre. 
C'est  un  côté  que  nous  ne  voulons  pas  négliger  non  plus; 
la  vie  d'un  homme  de  science  est  encore  un  enseigne- 
ment^ et,  lorsqu'on  la  rapproche  de  l'ensemble  de  ses 
travaux,  il  peut  s'en  suivre  un  exemple  et  un  encoura- 
gement pour  les  jeunes  gens  qui  débutent  dans  la  vie 
scientifique  et  hésitent  sur  la  voie  qu'ils  se  décideront  à 
suivre. 

Chronique;  Correspondance ,  —  La  Chronique  comprend 
des  nouvelles  intéressantes  de  toute  sorte  sur  les  modi- 
fications dans  l'enseignement,  sur  les  mutations  dans  le 
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personnel,  sur  les  sociétés  scientifiques,  les  académies, 
les  concours  académiques,  les  congrès.  Elle  comprend  à 
l'occasion  de  courtes  notices  nécrologiques.  Enfin  tous 
les  événements  en  général  qui  peuvent  intéresser  rensei- 
gnement de  la  science  mathématique  s'y  trouvent  si- 
gnalés. 

La  Correspondance  permet  à  tout  lecteur  de  présenter 
sous  une  forme  rapide  les  idées  qui  lui  semblent  utiles, 
les  remarques  suggérées  par  la  lecture  d'un  article,  les 
questions  sur  lesquelles  il  aurait  besoin  d'un  renseigne- 
ment. 

Mélanges,  —  Nous  entendons  par  là  toutes  les  notes 
qui  peuvent  intéresser  nos  lecteurs  sans  toucher  tout  à 
fait  directement  à  l'enseignement  mathématique.  Des 
descriptions  d'instruments  ou  d'appareils  nouveaux  pour- 
ront y  trouver  place.  Nous  rappellerons  aussi,  à  titre 
d'exemple,  l'enquête  sur  la  méthode  de  travail  des  ma- 
thématiciens que  nous  n'avons  pu  pousser  bien  avant  pour 
des  causes  multiples,  mais  à  laquelle  nous  sommes  loin 
de  renoncer.  C'est  également  dans  les  mélanges  que 
pourront  figurer  des  notes  sur  la  «  délégation  pour  l'adop- 
tion d'une  langue  auxiliaire  internationale  »  et  des  ren- 
seignements sur  l'Espéranto,  cette  langue  auxiliaire  in- 
ternationale véritablement  merveilleuse,  dont  nos  lec- 
teurs ont  été  déjà  entretenus,  et  qui  est  appelée  à  rendre 
de  si  grands  services  aux  hommes  de  science  de  tous  les 
pays. 

Notes  et  Documents,  —  Nous  avons  introduit  sous  ce 
titre  des  renseignements  sur  les  cours  de  mathématiques 
dans  les  établissements  d'enseignement  supérieur.  Le 
lecteur  peut  arriver  ainsi  à  avoir  une  idée  générale  sur  ce 
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qui  se  fait  à  ce  point  de  vue,  dans  le  monde  entier. 
Nous  nous  efforçons  d'en  faire  autant  pour  les  program- 
mes et  les  règlements  d'un  intérêt  général,  concernant 
tous  les  ordres  d'enseignement,  et  de  tenir  au  courant 
cette  sorte  de  tableau,  à  mesure  qu'il  subit  des  modifica- 
tions. 11  y  a  là  une  ressource  précieuse  pour  diriger  les 
professeurs  dans  leur  tâche,  et  aussi  pour  un  étudiant 
laborieux  qui  a  projeté  un  voyage  d'instruction  et  veut 
en  dresser  le  programme. 

Bibliographie,  —  Soit  sous  la  forme  d'articles  spé- 
ciaux, soit  par  le  Bulletin  bibliographique,  nous  conti- 
nuerons à  donner  un  soin  particulier  à  cette  partie  de 
notre  programme,  afin  que  le  personnel  enseignant  soit 
tenu  aussi  exactement  que  possible  au  courant  de  ce  qui 
peut  l'intéresser,  soit  dans  les  périodiques,  soit  dans  les  ou- 
vrages nouveaux  que  chaque  année  voit  apparaître.  Même 
lorsque,  faute  de  place,  il  nous  sera  impossible  de  don- 
ner immédiatement  un  compte  rendu  développé,  nous 
ferons  au  moins  ce  qui  dépendra  de  nous  pour  en  présen- 
ter sans  retard  un  aperçu  sommaire. 

Nous  comptons  en  outre,  soit  par  la  couverture  de 
chaque  numéro,  soit,  par  des  feuillets  supplémentaires 
qui  y  seraient  joints,  donner  une  certaine  extension  à  la 
publicité,  qui  peut  être  d'une  grande  utilité  à  beaucoup 
de  lecteurs,  non  seulement  en  ce  qui  touche  les  livres  ou 
les  journaux,  mais  également  pour  les  api)areils,  instru- 
ments, modèles  pour  l'enseignement,  matériel  scolaire, 
voyages,  etc. 

Pour  la  mise  en  application  aussi  parfaite  que  possible 
de  certaines  parties  de  ce  programme,  l'expérience  nous 
a  révélé  que  nous  devons  compter  surtout  sur  la  collabo- 
ration de  «  rédacteurs  correspondants  »  attitrés  dans  les 
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divers  pays.  C'est  un  véritable  service  régulier,  déjà  créé 
sur  beaucoup  de  points,  ej:  que  nous  ne  cessohs  d'étendre 
et  de  consolider. 

Mais  en  outre,  il  faut  le  répéter,  nous  devons  compter 
surtout,  pour  maintenir  à  notre  Revue  un  caractère  de 
variété  et  de  vie,  sur  la  collaboration  bénévole  et  spon- 
tanée de  chacun  de  nos  lecteurs.  Plusieurs  ont  cru,  plu- 
sieurs croient  qu'il  faut  être  abonné  à  L' Enseignement 
mathématique  pour  y  publier  un  article  ou  une  note 
quelconque.  C'est  là  une  erreur  qu'il  importe  de  dissiper. 
Le  plus  souvent,  la  Rédaction,  au  moment  où  elle  reçoit 
un  manuscrit  ou  une  lettre,  ignore  totalement  si  le  signa- 
taire est  abonné  ou  non;  elle  ne  se  soucie  nullement  de 
procéder  à  une  vérification  qui  lui  ferait  perdre  du  tem])s, 
de  la  façon  la  plus  inutile.  Savoir  si  l'article  pi'oposé  est 
intéressant  et  s'il  rentre  dans  le  cadre  de  notre  Revue, 
c'est  la  seule  question  intéressante  que  nous  nous  posions, 
la  seule  qu'il  y  ait  lieu  de  se  poser. 

Assurément,  sans  abonnés  assez  nombreux,  la  Revue 
ne  pourrait  continuer  sa  publication;  et  nous  comptons 
bien  par  nos  efforts  nouveaux  en  accroître  encore  le 
nombre  qui  a  sans  cesse  progressé  depuis  notre  fondation, 
au  cottrs  de  nos  cinq  années  d'existence.  Mais  nous 
comptons  par-dessus  tout  pour  cela  sur  la  propagande 
naturelle  qui  se  fera  d'elle-même,  avec  d'autant  plus 
d'efficacité  que  nous  rendrons  plus  de  services  à  la  cause 
des  progrès  de  l'enseignement. 

Déjà,  nous  pouvons  dire  qu'il  n'est  pas  un  pays  au 
monde  où  se  cultive  la  science  mathématique,  et  où  notre 
Revue  n'ait  pas  pénétré;  et  dans  chacun  de  ces  pays, 
toute  Bibliothèque  intéressée  à  cette  science  ne  peut 
guère  se  dispenser  d'avoir  L* Enseignement  mathéma- 
tique sur  ses  rayons.  Mais  notre  œuvre,   nous  ne  saurions 
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assez  le  dire,  n'est  pas  une  entreprise  commerciale;  notre 
prospérité,  si  elle  s'accroît,  aura  pour  résultat  de  perfec- 
tionner encore,  et  de  rendre  plus  efficace  un  instrument 
de  progrès  scientifique  universel,  de  solidarité  confrater- 
nelle, que  nous  avons  construit  en  1899  non  sans  quel- 
ques hésitations,  mais  sur  Futilité  duquel  il  ne  nous  reste 
plus  de  doute,  après  tant  d'encouragements  reçus. 

En  terminant,  nous  pouvons,  sans  trop  nous  avancer, 
annoncer  à  nos  lecteurs  que  des  promesses  formelles 
nous  permettent  d'espérer  une  collaboration  prochaine 
de  la  part  de  quelques-uns  des  membres  de  notre  Comité 
de  Patronage.  C'est  pour  nous  et  pour  tous  une  véritable 
bonne  fortune.  Des  hommes  aussi  considérables  dans  la 
science,  absorbés  le  plus  souvent  par  de  hautes  fonctions, 
nous  font  déjà  un  grand  honneur  et  nous  rendent  un  im- 
mense service  par  leur  appui  moral,  en  nous  autorisant  à 
disposer  de  leurs  noms.  Lorsqu'à  cela  ils  viennent  ajouter 
le  bienfait  d'une  collaboration  effective,  ils  doublent  la 
dette  de  reconnaissance  dont  nous  leur  sommes  rede- 
vables, et  nous  ne  devons  pas  la  leur  marchander. 

Les  Directeurs  fondateurs, 

C.-A.  Laisant,  h.   Fehw. 


SUR  L'ENSEIGNEMENT  ELEMENTAIRE 


LA  MECANIQUE 


Il  est  possible  de  concevoir  que  la  Mécanique  soit  une  con- 
séquence d'un  ou  de  plusieurs  principes  rationnels;  mais  ce 
n'est  point  ainsi  que  Ton  peut  la  présenter  à  Tesprit  des  dé- 
butants. Il  faudrait  d'ailleurs  la  ramener  de  Tabstrait  au  con- 
cret pour  la  mettre  à  la  portée  des  praticiens  et  les  prémunir 
contre  les  erreurs  d'application.  Pour  ces  hommes,  la  science 
des  figures  que  Ton  combine,  décompose,  superpose  et  dé- 
place sans  déformations,  la  géométrie,  se  rattache  aux  scien- 
ces expérimentales  surtout  parce  qu'elle  donne  la  mesure  des 
dimensions  des  choses  et  leurs  positions  relatives  dans  l'es- 
pace, la  mesure  de  leurs  déplacements  et  de  leurs  déforma- 
tions. Ils  conçoivent  bien  la  nécessité  de  repères  auxquels  on 
attribue  des  dimensions  fixes;  mais  il  leur  est  impossible  de 
concevoir  que  même  la  sojidité,  même  le  repos  des  corps 
sont  indépendants  de  toutes  déformations. 

L'étude,  la  première  étude  tout  au  moins  de  la  Mécanique  doit 
être  basée  sur  les  notions  premières  de  masse  et  de  force  que 
nous  fournit  l'observation,  moyen  d'acquérir  incomplet  si  l'on 
veut,  mais  habituel.  L'enseignement  doit  satisfaire  complète- 
ment le  besoin  de  causalité  qui  est  au  fond  de  toutes  nos  actions, 
et  pour  cela  il  doit  rattacher  les  causes  entre  elles  et  à  leurs  ef- 
fets par  l'exposition  des  principes  ou  premiers  jugements  sur 
les  causes.  L'enseignement  doit  rejeter  toute  hypothèse  usée 
ou  inutile;  mais  il  doit  développer  celles  qui  donnent  une 
image  de  la  nature.  L'hypothèse  a  iin  caractère  essentielle- 
ment transitoire,  car  elle  n'est  qu'une  induction  non  vérifiée 
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expérinienlalemenl  ;  mais  elle  permet  de  grouper  les  faits  et 
sert  de  guide  au  savant  vers  les  lois  de  la  nature  ou  inductions 
vérifiées  expérimentalement  ;  de  plus  l'imagination  joue  un 
rôle  important  dans  la  création  des  hypothèses,  et  il  est  bon 
crutiliser  toutes  les  facultés  intellectuelles. 

Cet  article  a  pour  but  de  montrer  que  Ton  peut,  dans  ren- 
seignement élémentaire  de  la  Mécanique,  user  d'un  langage 
qui  s'adapte  aux  conditions  précédentes;  que  Ton  peut  évi- 
ter la  considération  de  solides  indéformables,  que  rejette  l'es- 
prit dès  qu'il  s'agit  de  définir  soit  le  frottement,  soit  une  ré- 
action entre  corps  en  contact;  que  l'on  peut  ne  pas  parler  de 
solidification,  alors  qu'il  est  déjà  difficile  de  comprendre  les 
liaisons  apparentes  des  machines  ;  qu'il  n'y  a  pas  de  systèmes 
de  forces  équivalents,  puisque  l'on  ne  peut  imaginer  ime 
force  sans  son  point  matériel  d'application.  Il  est  vrai  que  les 
savants  et  les  personnes  qui  ont  réfléchi  à  ces  choses  n'ont 
aucun  doute  dans  l'esprit  ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour 
les  débutants  qui  transportent  volontiers  des  forces  dans  le 
vide  absolu. 

I.  —  Mécanique  du  point  matériel. 

Le  point  matériel,  c'est-à-dire  la  masse  considérée  indé- 
pendamment de  toutes  dimensions  géométriques,  est  le  con- 
cept mathématique  à  l'aide  duquel  on  explique  les  premières 
])r6priétés  relatives  de  la  force  et  de  la  masse. 

Il  sert  à  exprimer  simplement  et  nettement  le  principe  de 
l'inertie,  ou  de  l'inactivité  de  la  matière  sur  elle-même:  un 
point  matériel  isolé  est  en  repos  ou  en  mouvement  rectiligne 
et  uniforme  —  le  principe  de  Végaliié  de  la  réaction  a  Vac- 
tion,  lequel  est  lié  à  un  véritable  principe,  que  l'on  n'énonce 
pas  connue  tel,  celui  de  V activité  de  la  matière,  sur  la  matière 
environnante. 

De  l'ensemble  de  ces  principes,  il  résulte  que  les  mots  force 
et  matière  sont  inséparables,  connue  les  choses  qu'ils  repré- 
sentent dans  l'univers;  et  l'on  comprend  toute  la  signification 
de  la  formule  F=?nJ,  qui  exprime  la  proportionnalité  de  la 
cause  à  l'effet,  et  où  F  est  la  force  exercée  par  une  masse  envi- 
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roniiante  sur  un  point  matériel  de  masse  /w,  lequel,  considéré 
comme  le  mobile  de  la  géométrie  cinématique,  prend  un 
mouvement  dont  Taccélération  est  /. 

D'après  cela,  pour  représenter  une  force,  on  figure  son 
point  d'application^  A,  qui  est  un  point  matériel;  à  partir  de 
ce  point,  pour  figurer  Vintensité,  la  direction  et  le  sens  de  la 
force,  on  porte  à  une  échelle  donnée  une  longueur  rectiligne 
A  B  convenablement  orientée.  On  peut  dire  la  force  A  B,  et  il 
faut  la  considérercomme  inséparable  de  son  pointd'application. 

Lé  principe  de  V indépendance  des  effets  simultanés  desfor^ 
ceSy  équivaut  à  ceci  :  l'accélération  du  mouvement  d'un  point 
matériel  est  la  résultante  ou  somme  géométrique  des  accélé- 
rations que' produiraient  les  forces  appliquées  à  ce  point  ma- 
tériel, si  elles  agissaient  isolément.  Cette  accélération  peut 
être  attribuée  à  la  résultante  géométrique  des  forces  appliquées 
au  point  matériel  ;  mais  il  faut  remarquer  que  cette  résultante 
est  d'une  autre  nature  que  les  forces  composantes,  parce 
qu'elle  n'émane  pas,  comme  celles-ci,  des  masses  environ- 
nantes ;  c'est  une  force  de  définition. 

Ce  dernier  principe  conduit  à  la  composition  des  forces  au- 
tour d'un  point  matériel,  par  le  parallélogramme,  le  parallé- 
lipipède,  le  polygone  des  forces.  (]etle  dernière  expression 
remplace  par  abrévation  cette  autre:  polygone  des  vecteurs 
équipollents  aux  forces,  expression  qui  est  juste. 

La  résultante  de  toutes  les  forces  appliquées  à  un  point 
matériel  étant  égale  au  produit  de  la  masse  du  point  par  l'ac- 
célération de  son  mouvement,  on  a  les  trois  équations  du 
mouvement  en  exprimant,  pour  trois  axes,  que  la  projection 
de  la  résultante  est  égale  au  produit  de  la  masse  par  la  pro- 
jection de  l'accélération  ;  on  aura  les  trois  équations  de  l'équi- 
libre, s'il  n'y  a  ])as  mouvement,  en  exprimant  que  la  résul- 
tante est  nulle,  c'est-à-dire  que  la  somme  des  projections 
des  forces  est  nulle  sur  chacun  de  trois  axes.  Le  reste  de  la 
mécanique  du  point  matériel  n'offre  guère  de  difficultés  de 
langage. 

On  dit  qu'un  point  matériel  est  assujetti  à  des  liaisons^ 
quand  on  lui   impose   certaines   conditions,  telles  que,   par 
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exemple,  d'être  à  une  distance  déterminée  d'un  point  donné, 
de  se  déplacer  sur  une  surface  ou  une  ligne  matérielles  don- 
nées. Pour  écrire  les  équations  du  mouvement  ou  celles  de 
l'équilibre,  on  rend  le  point  libre  en  remplaçant  les  liaisons 
par  des  forces  convenables.  11  y  a  lieu  de  faire  intervenir  le 
frottement^  comme  résistance  à  une  tendance  au  déplacement 
relatif  au  contact  d'une  surface  rugueuse,  comme  proportion- 
nel à  la  composante  normale  de  la  réaction  de  la  surface, 
comme  indépendant  de  la  vitesse  relative  du  déplacement, 
sauf  au  départ. 

Il  faut  insister  sur  ce  que  les  forces  sont  indestructibles  en 
ce  sens  qu'une  réaction  ne  détruit  pas  une  action  —  il  y  a 
un  autre  sens  qui  est  plus  général  et  dont  il  ne  peut  être 
question  ici  —  mais  il  peut  arriver  qu'un  certain  nombre 
des  forces  appliquées  à  un  point  matériel  satisfassent  aux 
équations  de  l'équilibre  ;  elles  ne  contribuent  pas  à  donner 
de  l'accélération,  et  un  pointmatériel  est  en  mouvement  rec- 
tiligne  et  uniforme  si  l'ensemble  des  forces  satisfait  aux  équa* 
tions  de  l'équilibre.  De  telles  forces  peuvent  être  dites 
équilibrées. 

II.  —  Théorie  des  vecl^ars. 

Un  vecteur  est  une  grandeur  géométrique  consistant  en 
un  segment  rectiligne  de  longueur  donnée,  porté  sur  une 
direction  et  dans  un  sens  déterminés.  On  peut  au  besoin  attri- 
buer un  point  d'application  à  un  vecteur,  c'est-à-dire  le  por- 
ter à  partir  d'un  point  pris  sur  sa  direction.  La  somme  géo- 
métrique des  vecteurs  équipollents  à  ceux  d'un  système  et 
menés  par  un  même  point  de  l'espace  est  la  résultante  géné^ 
raie  de  ce  système;  elle  est  la  même  pour  tous  les  points 
de  l'espace.  La  résultante  des  axes  des  moments  des  vecteurs 
d'un  système  pris  par  rapport  à  un  point  est  le  moment 
résultant  du  système  par  rapport  à  ce  point;  il  varie  géné- 
ralement d'un  point  à  un  autre. 

La  théorie  des  vecteurs  a  surtout  pour  objet  de  détermi- 
ner des  systèmes  de  vecteurs  équivalents,  c'est-à-dire  ayant 
même   résultante   générale  et  même  moment  résultant  par 
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rapport  à  un  point.  Sous  ce  rapport,  on  peut  transporter  un 
ou  plusieurs  vecteurs  d'un  système  sur  leurs  directions  res- 
pectives; on  peut  remplacer  des  vecteurs  dont  les  directions 
concourent  par  un  vecteur  unique  qui  est  la  somme  géo- 
métrique de  ces  vecteurs  transportés  au  point  de  concours; 
on  peut,  au  contraire,  décomposer  un  vecteur  en  d'autres 
dont  il  est  la  résultante  géométrique  et  qui  ont  des  direc- 
tions concourantes  avec  celle  du  vecteur  considéré;  on  peut 
ajouter  ou  supprimer  des  vecteurs  qui  deux  à  deux  ont  une 
môme  longueur,  une  même  direction,  mais  sont  de  sens  con- 
traires (couples  nuls);  on  peut  remplacer  un  vecteur  par  un 
autre  équipoUent  en  joignant  au  système  un  couple  dont  le 
moment  est  celui  du  vecteur  supprimé  par  rapport  à  un 
point  de  la  nouvelle  direction. 

Les  deux  théorèmes  suivants  résultent  de  ce  que  le  sens 
de  la  résultante  et  celui  du  moment  résultant  d'un  système 
de  vecteurs  changent  si  Ton  change  le  sens  de  tous  les  vec- 
teurs de  ce  système,  et  de  ce  que  le  moment  résultant  d'un 
couple  est  le  même  pour  tous  les  points  de  l'espace. 

Si  un  système  de  vecteurs  a  une  résultante  nulle,  son  mo- 
ment résultant  est  le  même  pour  tous  les  points  de  l'espace, 
comme  celui  d'un  couple;  et  si  ce  moment  résultant  est  nul 
pour  un  point,  il  est  nul  pour  tout  autre.  En  effet,  au  sys- 
tème proposé  (/)  adjoignons  un  système  de  vecteurs  ( — l) 
équipoUents,  mais  de  sens  contraires  à  ceux  du  précédent  et 
appliqués  en  un  point  pris  arbitrairement.  La  somme  géo- 
métrique des  axes  des  moments  de  l'ensemble  des  couples 
ainsi  formés  (/, — [)  est  constant  par  rapport  à  un  point  quel- 
conque de  l'espace.  Or  la  résultante  des  moments  de  ( — f) 
est  toujours  nulle  puisque  la  somme  géométrique  de  ces 
vecteurs  concourants  est  nul,  comme  l'est  celle  des  vecteurs 
7);  il  s'en  suit  que  le  moment  résultant  de  (/)  est  égal  à 
celui  de  (Y,  — l)  et  est  constant  pour  tous  les  points  de  l'es- 
pace. 

Si  deux  systèmes  de  vecteurs  (/)  et  (/')  ont  même  résul- 
tante et  même  moment  résultant  par  rapport  à  un  point  A  de 
l'espace,  ils  ont  même  moment  résultant  par  rapport  à  tout 
autre  point.  En  eflFet,  changeons  le  sens  de  tous  les  vecteurs 
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de  Tun  des  systèmes^  Tensemble  (/, — l')  a  une  résultante  nulle 
et  une  résultante  de  moments  nulle  par  rapport  au  point  A, 
et  par  conséquent  le  moment  résultant  est  nul  par  rapport 
à  un  point  quelconque C'est  ce  qui  caractérise  l'équiva- 
lence et  peut  être  traduit  analytiquement  par  l'énoncé  sui- 
vant : 

Si  les  sommes  de  projections  de  deux  systèmes  de  vec- 
teurs sont  respectivement  égales  sur  trois  axes  auxquels  on 
les  rapporte,  ainsi  que  les  sommes  (algébriques)  de  leurs  mo- 
ments autour  de  ces  axes,  ils  ont  mêmes  sommes  de  projec- 
tions sur  un  axe  quelconque  et  mêmes  sommes  (algébriques) 
de  moments  autour  de  celui-ci. 

Ainsi  peut  se  résumer  renseignement  habituel  sur  les  vec- 
teurs. A  cette  théorie  se  rattachent  le  centre  des  distances 
proportionnelles,  le  centre  de  gravité  des  lignes,  des  aires, 
des  volumes,  grandeurs  géométriques;  on  peut  y  rattacher 
aussi  la  théorie  des  polygones  funiculaires,  dont  les  ingé- 
nieurs se  servent  pour  trouver  la  résultante  générale  et  le 
moment  résultant  d'un  système  de  vecteurs,  pour  effectuer 
graphiquement  certaines  intégrations. 

Ce  résumé  était  nécessaire  pour  faire  ressortir  l'utilité  de 
la  considération  des  vecteurs.  D'abord  ils  permettent  la  sépa- 
ration complète  des  opérations  relatives  à  la  mesure  et  des 
raisonnements  sur  les  faits  mécaniques.  Dans  le  paragraphe 
III,  un  exemple  très  simple,  mais  suffisamment  démonstratif, 
fait  apparaître  nettement  ce  rôle  des  vecteurs;  il  n'y  est  pas 
question  de  solidification,  de  transport  de  forces,  de  destruc- 
lion  de  forces,  de  systèmes  de  forces  équivalents.  Le  lan- 
gage gagne  en  précision,  à  notre  avis,  et  même  paraît  sim- 
plifié; en  l'employant,  on  est  moins  exposé  aux  erreurs  d'ap- 
plication qu'avec  la  forme  en  usage. 

Dans  l'ignorance  où  nous  sommes  de  la  constitution  intime 
des  corps  et  des  lois  des  forces  mutuelles,  les  vecteurs  ser- 
vent à  définir  des  forces  de  raison,  conformes  aux  hypothèses 
sur  la  nature  des  corps  et  telles  que  Ton  réaliserait  un  grand 
progrès  dans  la  connaissance  de  ceux-ci,  s'il  était  toujours  pos- 
siblede  vérifierquelesforces  naturelleset  les  forces  de  défini- 
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lion  ont  des  sommes  de  projections  égales  sur  chacun  des  trois 
axes  et  des  sommes  de  moments  égales  par  rapport  à  chacun 
de  ces  axes.  Ce  point  est  trop  spécial  pour  être  ici  l'objet  de 
quelques  développements. 

III.  —  Mécanique  des  systèmes  de  points  matériels. 

D'après  les  principes  énoncés  au  paragraphe  I  et  pour 
une  première  étude  sur  les  systèmes  matériels,  on  considé- 
rera ceux-ci  comme  des  ensembles  de  points  matériels  exer- 
çant les  uns  sur  les  autres  des  forces  répulsives  ou  attrac- 
tives, deux  à  deux  égales  et  contraires  sur  une  même  direc- 
tion, l'action  d'un  point  matériel  sur  un  autre  correspondant 
à  une  réaction  égale  et  opposée  de  celui-ci.  Les  forces  mu- 
tuelles d'un  système  sont  dites  forces  intérieures.  Un  système 
peut  être  isolé,  c'est-à-dire  soumis  à  la  seule  activité  interne; 
ou,  au  contraire,  il  peut  être  sollicité  par  des  masses  exté- 
rieures. Celles-ci  exercent  sur  les  points  du  système  consi- 
déré des  forces  que  l'on  nomme  forces  extérieures  en  raison 
de  leur  origine.  Ainsi  sur  chaque  point  s'exercent  des  forces 
intérieures  provenant  des  masses  du  système  et  des  forces 
extérieures  provenant  des  masses  extérieures  ;  la  résultante 
de  ces  forces  sur  ce  point  détermine  à  chaque  époque  l'accé- 
léralion  de  son  mouvement  ou  son  état  d'équilibre. 

Un  système  est  en  équilibre  si  tous  ses  points  matériels 
sont  en  équilibre  et  réciproquement.  Dans  ce  cas,  pour 
chaque  point  la  résultante  est  nulle;  la  somme  des  projec- 
tions des  forces  agissant  siu'  chaque  point  est  nulle  sur  trois 
axes.  Si  le  système  se  compose  de  n  points  matériels,  3  n 
équations  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  écrire  que  le 
système  est  en  équilibre. 

Ce  système  d'équations  peut  être  remplacé  par  un  autre 
équivalent,  composé  de  3n — 6  des  équations  entre  les  forces 
intérieures  et  les  forces  extérieures  et  de  6  équations  indé- 
pendantes des  forces  intérieures,  satisfaites  par  les  forces 
extérieures  seules,  c'est-à-dire  provenant  du  monde  extérieur. 
Ces  dernières  sont  à\\.e^  équations  générales  de  l'équilibre. 
Leur  établissement  est  intuitif. 
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Elles  se  composent  de  trois  équations  de  projection  sur 
trois  axes  auxquels  on  rapporte  le  système  et  de  trois  équa- 
tions de  moments  autour  de  ceux-ci.  Les  trois  premières, 
qui  s'écrivent  directement,  pourraient  être  obtenues  succes- 
sivement en  additionnant  membre  à  membre  les  équations 
de  projection  sur  le  même  axe  relatives  à  tous  les  points  du 
système.  Les  forces  intérieures  ne  s'expriment  pas  dans  le 
résultat,  parce  que  deux  à  deux  leurs  projections  sont  égales 
et  de  signes  contraires.  Ce  serait  une  grosse  faute  de  dire 
que  les  forces  intérieures  se  détruisent. 

Les  trois  équations  relatives  aux  moments,  que  Ton  écrit 
directement,  pourraient  être  obtenues  par  un  calcul  tout 
aussi  simple.  On  peut  écrire  que  la  résultante  des  forces 
appliquées  en  un  point  matériel  est  nulle,  en  écrivant  que 
les  sommes  de  leurs  moments  autour  de  trois  axes  sont 
nulles  séparément.  Si  donc  on  additionne  membre  à  membre 
les  équations  ainsi  obtenues  pour  tous  les  points  du  système 
et  relatives  à  un  même  axe,  les  forces  intérieures  ne  s'expri- 
ment pas  dans  le  résultat,  parce  que  deux  à  deux  leurs 
moments  sont  égaux  et  de  signes  contraires  par  rapport  à 
un  même  axe.  En  opérant  ainsi  pour  chaque  axe,  on  a  les 
trois  équations  de  moments  annoncées. 

Il  y  a  donc  six  équations  générales  de  l'équilibre  d'un 
système  matériel  entre  les  forces  extérieures.  On  dit  :  pour 
qu'un  système  matériel  soit  en  équilibre,  il  est  nécessaire 
que  la  somme  des  projections  des  forces  extérieures  soit 
nulle  sur  chacun  de  trois  axes  et  que  la  somme  des  moments 
Je  ces  mêmes  forces  soit  nulle  autour  de  chacun  de  ces 
axes.  On  voit  qu'elles  sont  insuffisantes,  indépendamment  de 
toute  considération  sur  la  solidité,  puisqu'elles  ne  sont  qu'au 
nombre  de  six  quel  que  soit  le  nombre  des  points  matériels 
du  système. 

Dans  certains  cas,  en  faisant  un  choix  convenable  des 
axes,  certaines  de  ces  équations  générales  sont  identique- 
ment satisfaites.  Dans  les  cas  où  les  forces  sont  situées  dans 
lin  plan,  par  exemple,  on  prend  deux  des  axes  dans  le  plan 
et  l'on  n'a  qu'à  écrire  que  les  projections  des  forces  exté^ 
rieures  sont  nulles  sur  chacun  d'eux   et  que  la  somme   de 
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leurs  moments  est  nulle  par  rapport  au   point  de  rencontre 
de  ces  axes. 

Voici  un  exemple  de  l'application  de  ces  équations  et  de 
Tutilité  des  vecteurs,  que  l'on  rencontre  dans  l'étude  de 
nombre  de  machines,  telles  que  le  levier,  la  poulie  et 
d'autres;  il  donne  la  solution  de  cette  question:  Quelles 
conditions  doivent  remplir,  sur  un  système  matériel  en  équi- 
libre, trois  seules  forces  Ac^e,  B/3,  Cy  provenant  de  masses  exté- 
rieures et  appliquées  en  trois  points  A,  B,  C  du  système? 
1°  Ces  trois  forces  doivent  être  dans  un  même  plan;  on 
vérifie  que  la  force  Aa,  par  exemple,  est  dans  le  plan  ABC> 
en  prenant  les  moments  par  rapport  à  l'axe  BC.  Ce  moment 
doit  être  nul  puisque  le  système  est  en  équilibre  et  que  les 
forces  B/3,  Cy  rencontrent  l'axe  ;  donc  la  direction  de  la 
force  Aa  rencontre  BC.  2**  Les  directions  de  ces  forces  con- 
courent ;  on  vérifie  que  la  direction  de  Aa  passe  par  le 
point  de  concours  des  directions  de  B/3  et  Cy  en  prenant  les 
moments  par  rapport  à  ce  point  de  concours.  —  Le  point  de 
concours  peut  être  à  l'infini,  alors  les  trois  directions  des 
forces  sont  parallèles;  passons.  —  3**  Des  vecteurs  équipol- 
lents  aux  forces  portés  bout  à  bout  doivent  former  un 
triangle  ;  on  le  vérifie  en  constatant  que  la  somme  des  pro- 
jections des  forces  sur  deux  axes  pris  dans  le  plan  est  nulle 
pour  chacun.  —  De  ces  conditions  on  déduit  dans  chaque 
cas  une  figure  géométrique  résolvant  les  questions  relatives 
à  trois  forces  extérieures  appliquées  seules  à  un  solide. 

Plus  généralement  on  peut  donner  une  forme  géométrique 
aux  conditions  générales  de  l'équilibre.  Il  suffit  de  consi- 
dérer un  système  de  vecteurs  de  mêmes  longueurs,  direc- 
tions et  sens  respectifs  que  les  forces  extérieures  appliquées 
au  système.  La  traduction  géométrique  des  équations  géné- 
rales de  l'équilibre  conduit  à  ceci  :  Pour  qu'un  système 
matériel  soit  en  équilibre,  il  est  nécessaire  (mais  non  sulli- 
santi  que  les  vecteurs  substitués  aux  forces  extérieures  di^ipVi- 
quées  au  système  aient  une  résultante  générale  nulle  et  un 
moment  résultant  nul  par  rapporta  un  point  quelconque  de 
l'espace.  —  De  cet   énoncé  dérivent    les  constructions   que 
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les  ingénieurs  utilisent  sous  le   nom  de  polygones   funicu- 
laires. 

Dans  Texeniple  précédent  la  construction  revient  à  consi- 
dérer que  l'un  quelconque  des  vecteurs  est  égal  et  directe- 
ment opposé  à  la  résultante  des  deux  autres.  Cela  exige  en 
eflet  que  les  vecteurs  soient  dans  un  même  plan,  que  leurs 
directions  concourent  et  que  les  vecteurs  équipollents 
forment  un  triangle. 

Si  les  conditions  de  l'équilibre  ne  sont  jamais  suffisantes, 
au  sens  rigoureux  de  ce  terme,  quelle  est  leur  utilité  dans 
la  résolution  des  questions  de  la  Mécanique  ?  Soit  un  système 
matériel  en  équilibre  sous  l'action  de  forces  exercées  par 
des  masses  en  contact  et  de  forces  exercées  par  des  masses 
qui  agissent  à  distance,  suivant  l'hypothèse  courante  ;  ces 
forces  satisfont  aux  conditions  générales  de  l'équilibre.  — 
Un  tel  système  est  analogue  à  un  pont  surchargé;  celui-ci 
est  soumis  aux  réactions  de  ses  points  d'appui,  actions  de 
masses  en  contact,  et  à  l'attraction  de  la  terre,  action  à  dis- 
lance. —  Si  Ton  modifie  les  forces  s'exerçant  à  dislance  ou 
si  Ton  ajoute  des  contacts,  le  système  se  déforme  ;  les 
anciennes  réactions  sont  modifiées  ;  c'est  ce  qu'indiquent 
les  expériences  personnelles  et  journalières  de  chacun.  11 
y  a  donc  une  relation  entre  la  forme  du  système  et  les  forces 
extérieures  qui  le  sollicitent;  on  est  conduit  à  faire  l'hypo- 
thèse que  les  forces  mutuelles  d'un  système  sont  fonction 
des  coordonnées  de  ses  points,  c'est-à-dire  de  leurs  distan- 
ces mutuelles.  L'établissement  des  relations  entre  les  défor- 
mations et  les  forces  extérieures  est  le  fait  de  l'élasticité; 
mais  il  y  a  un  très  grand  nombre  de  questions  qu'il  est 
possible  de  résoudre,  avec  une  approximation  suffisante, 
par  les  seules  conditions  générales  de  l'équilibre.  Le  carac- 
tère général  de  ces  questions,  il  est  bon  de  le  dire  formel- 
lement, ne  consiste  pas  dans  la  solidité  apparente  plus 
ou  moins  grande  des  systèmes  matériels,  mais  dans  la  possi- 
bilité qu'ils  peuvent  avoir  de  se  déformer  librement  sous 
l'action  des  forces  extérieures. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  faut  définir  ce    que    l'on  entend 
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par  réaction  d'un  système  sur  un  aulre,  d\in  corps  solide 
sur  un  autre,  pour  fixer  les  idées.  M.  Rouché  donne  le  nom 
de  réaction  simple  à  toute  réaction  dont  la  ligne  d'action, 
c'est-à-dire  la  direction,  est  déterminée.  Ainsi  la  réaction 
d'un  appui  poli  sur  lequel  un  corps  solide  repose  par  un 
de  ses  points  est  une  réaction  simple  ;  la  réaction  qui  fixe 
géomélriquement  un  point  matériel  d'un  système  plan  en 
l'obligeant  à  se  tenir  sur  deux  lignes  matérielles  polies  dans 
le  plan,  c'est-à-dire  de  se  trouver  en  un  point  commun  à 
ces  lignes,  équivaut  à  deux  réactions  simples  ;  la  fixité  géo- 
métrique d'un  point  matériel  d'un  système  quelconque  dans 
l'espace,  ou  l'obligation  imposée  à  ce  point  de  se  tenir  sur 
trois  surlaces  polies,  c'est-à-dire  en  un  point  qui  leur  est 
commun,  équivaut  à  trois  réactions  simples.  Cette  définition 
est  d'une  clarté  parfaite  ;  toute  son  utilité  apparaît  si  l'on 
fait  attention  aux  moyens  techniques  de  produire  des  liai- 
sons :  appuis  réalisés  par  des  couteaux,  par  des  coussinets 
et  des  tourillons,  par  des  contacts  de  surfaces  ;  assembla- 
ges fixes  ;  articulations  réalisées  par  des  boulons  ;  distances 
maintenues  par  des  tiges  ou  par  des  liens  flexibles.  —  Le 
frottement  peut  être  considéré  par  point  d'appui  comme  une 
réaction  simple  dans  le  plan  et  une  double    dans  l'espace. 

Maintenant  on  peut  poser  la  règle  suivante  :  tant  que  le 
nombre  des  réactions  simples  pour  un  système  matériel 
plan  ne  dépasse  pas  trois,  et  pour  un  système  matériel 
quelconque  ne  dépasse  pas  cinq,  on  peut  en  général  appli- 
quer par  approximation  les  conditions  générales  de  l'équi- 
libre, c'est-à-dire  qu'on  ne  tient  pas  compte  des  déformations  ; 
pour  cela  il  faut  qu'elles  soient  suffisamment  petites  pour 
n'avoir  pas  d'importance  dans  la  question  ;  ce  qui  est  réalisé 
dans  une  balance  dont  le  fléau  est  convenablement  construit; 
ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  une  lunette  astronomique  dont  les 
flexions  altèrent  les  indications.  Dans  ce  dernier  cas,  l'étude 
du  système  doit  être  complétée  par  celle  de  ses  déformations. 

D^autre  part,  la  solidité  peut  souvent  être  suffisante  pour 
que  l'on  considère  approximativement  un  corps  comme  géo- 
métriquement identique  à  lui-même  dans  toutes  ses  posi- 
tions dans  l'espace  ;  mais  pour  que  l'on  puisse  étudier,  avec 
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une  exactitude  suflisante,  son  état  mécanique  externe  à  l'aide 
des  équations  générales  de  Téquilibre,  il  faut  qu'il  puisse  se 
déformer  librement.  Dès  qu'un  système  matériel  quelconque 
a  deux  ou  plusieurs  points  géométriquement  fixes,  il  n'est  plus 
k  libre  déformation  puisque  les  distances  de  ces  points  sont  in- 
variables; les  réactions  et  les  autres  forces  extérieures  doivent 
satisfaire  aux  équations  de  l'équilibre,  mais  celles-ci  ne  sont  pas 
en  nombre  sufTisant  pour  que  l'on  puisse  commencer  l'élude, 
même  approximativement,  sans  le  secours  de  l'élasticité. 

En  effet,  soit  un  système  matériel  plan,  et  pour  fixer  les 
idées  un  arc  ayant  une  extrémité  articulée,  ce  qui  équivaut  à 
deux  réactions  simples,  et  l'autre  extrémité  A  appuyée  sur 
une  ligne  matérielle  polie  dans  son  plan,  ce  qui  équivaut  à 
une  condition  simple.  Il  est  soumis  à  trois  conditions  sim- 
ples et  peut  se  déformer  librement  sous  l'action  des  forces 
extérieures  auxquelles  on  le  soumet,  car  le  point  A  se 
déplace  librement  sur  son  appui.  Tant  que  les  déformations 
sont  négligeables,  et  pourvu  que  l'arc  ne  casse  pas,  on 
pourra  approximativement  calculer  les  réactions  par  les  trois 
équations  générales  de  l'équilibre  relatives  aux  forces  situées 
dans  un  plan.  Or,  l'arc  étant  chargé,  pour  ramener  le  point 
A  à  la  position  primitive  qu'il  occupait  avant  l'action  des 
charges,  des  forces  extérieures,  il  faut  le  soumettre  à  une 
réaction  convenable,  qui  a  une  grandeur  comparable  à  celles 
des  autres  forces  extérieures,  alors  même  que  le  déplace- 
ment est  faible.  Cette  réaction  tient  sa  place  dans  les  condi- 
tions de  l'équilibre  et  modifie  le  rôle  des  autres  forces  exté- 
rieures ;  de  plus,  les  réactions  dans  ce  cas  sont  au  nombre 
de  quatre  et  l'on  n'a  que  trois  équations  générales  de  l'équi- 
libre. On  ne  peut  donc  les  déterminer  pour  des  forces  exté- 
rieures données  sans  emprunter  une  équation  de  plus  à  la 
théorie  de  Télasticilé.  Au  lieu  de  supposer  que  le  point  A 
est  libre  d'abord  de  glisser  sur  une  ligne  et  est  ramené 
ensuite  à  sa  position  première,  on  peut  supposer  que  l'arc 
est  articulé  en  A  comme  à  l'autre  extrémité,  et  les  mêmes 
conclusions  s'imposent. 

Les  machines  simples,  considérées  comme  des  systèmes 
matériels  dans  le  plan,  n'ont  de  mouvement  possible  (au  dé- 
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part)  qu'une  rotation  autour  d'un  point  géométrique.  On  dit 
qu'elles  ont  un  point  fixe.  Elles  sont  constituées  par  des 
masses  relativement  considérables,  leurs  déformations  sont 
excessivement  faibles  et  sans  importance  pour  Tusage  auquel 
elles  sont  destinées.  On  résoudra  par  les  conditions  géné- 
rales de  l'équilibre  les  questions  concernant  les  forces  exté- 
rieures qui  y  sont  appliquées. 

La  marche  à  suivre  pour  étudier  l'équilibre  d'un  système 
matériel  consiste  à  appliquer  les  conditions  générales  à  tou- 
tes les  forces  extérieures  appliquées  à  l'ensemble,  y  compris 
les  réactions  des  appuis  ou  des  liaisons  de  cet  ensemble; 
puis  à  étudier  l'équilibre  de  parties  détachées,  auxquelles, 
pour  tenir  compte  de  leurs  liaisons  avec  le  reste,  on  appli- 
que des  forces  de  réaction  convenables,  qui,  forces  inté- 
rieures dans  l'ensemble  du  système,  deviennent  forces 
extérieures  sur  les  parties  détachées. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  l'équilibre  s'applique  au  mouve- 
ment, et  les  questions  où  les  déformations  sont  libres  et  négli- 
geables peuvent  être  traitées  sans  le  secours  de  l'élasticité. 

Lorsque  l'expérience  professionnelle  fait  connaître  les 
idées  singulières,  en  dehors  de  toute  hypothèse  reçue,  en 
dehors  de  toute  évidence,  qui  naissent  dans  l'esprit  des  débu- 
tants à  propos  des  questions  les  plus  simples,  la  conviction 
s'impose  qu'il  faut  employer  un  langage  en  rapport  avec 
Tapplication.  Il  ne  faut  pas,  dans  l'intention  vaine  d'éviter 
des  idées  fausses  et  de  rapprocher  les  débutants  de  la  vérité, 
être  obligé  d'accompagner  des  énoncés  abstraits  de  considé- 
rations dites  pratiques  et  qui  semblent  être  des  hors-d'œu- 
vres,  tandis  qu'elles  sont  le  fond  de  la  Mécanique.  Un  en- 
seignement modeste  et  basé  sur  la  réalité,  conduit  plus  sim- 
plement, plus  sûrement,  plus  rapidement  au  but.  La  grosse 
difficulté  signalée  est  relative  à  l'établissement  des  condi- 
tions générales  de  l'équilibre.  Elle  n'existe  véritablement 
pas  ;  ces  conditions  se  déduisent  intuitivement  de  celles  de 
l'équilibre  du  point  matériel. 

Al.  GouiLLY  (Neuilly  s.  Seine), 

Ingénieur  des  Arts  et  Manufactures. 


UNE  LEÇON  SUR  LA  THEORIE  ELEMENTAIRE 
DES  FRACTIONS 


L'Arithmétique  qui  est  Tétude  des  propriétés  des  nombres 
et  de  leurs  combinaisons  présente  un  point  faible,  la  théorie 
des  fractions.  La  plupart  des  Traités  basent  cette  théorie 
sur  l'introduction  d'idées  étrangères  à  TArithmétique  pure, 
telles  que  celles  de  grandeur  continue,  de  division  à  Tin- 
fini,  de  mesure,  etc.  Si  'cette  manière  de  procéder  permet 
d'aborder  promptement  les  applications,  elle  est  à  certains 
égards  très  défectueuse.  Outre  Tinconvénient  qu'on  vient  de 
signaler,  elle  crée  un  dualisme  fâcheux,  la  fraction  apparaissant 
dans  les  applications  tantôt  comme  un  rapport  abstrait  ou 
l'indication  abrégée  d'opérations  qui  transforment  un  nombre 
en  un  autre,  une  longueur  en  une  autre,  elc,  tantôt  sous  la 
forme  concrète,  pour  désigner  par  exemple  une  longueur, 
l'expression  fractionnaire  n'étant  dans  ce  dernier  cas  qu'un 
accident  dû  au  choix  de  l'unité  de  mesure.  De  là  des  idées 
disparates  engendrant  fatalement  l'obscurité  et  chez  Félève 
un  sentiment  d'insécurité  que  la  pratique  du  calcul,  plus  que 
la  réflexion,  finit  par  dissiper. 

D'autres  auteurs  ont  simplement  défini  la  fraction  comme 
un  couple  d'entiers  rangés  dans  un  ordre  déterminé,  puis 
présenté  les  règles  d'opérations  comme  des  conventions  ar- 
bitraires dont  il  suffît  de  constater  après  coup  la  compatibi- 
lité; c'est  ainsi  queprocède  par  exemple  M.  Tannery  dans  son 
excellent  Traité*.  Ce  mode  d'exposition,  assurément  très  ri- 
goureux, prête  le  flanc  à  de  sérieuses  critiques.  1 1  ne  prépare  pas 
aux  applications  et  son  caractère  formel  rebute  l'élève  qui  ne 
voit  guère  dans  le  calcul  des  fractions  qu'un  jeu  aussi  futile  et 


'  i.  Tanxrry.  Leçotu  d'Arithmétique  théorique  et  pratique,  p.  148  et  paHMim. 
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moins  amusant  que  les  échecs.  L'idée,  fondamentale  en  ma- 
thématiques, de  construire  un  groupe  d'objets  assez  étendu 
pour  que  le  symbolisme  opératoire  s'applique  sans  exception 
dans  le  groupe,  échappe  par  son  abstraction  à  des  esprits  non 
préparés  qui  demandent  aux  règles  du  calcul  moins  la  géné- 
ralité que  la  convenance  pratique. 

Un  troisième  moyen  consiste  à  dépouiller  la  fraction  de 
tout  caractère  concret  pour  en  faire  un  opérateur^  être  nou- 
veau parfaitement  défini  bien  que  sans  parenté  au  premier 
abord  avec  les  nombres  entiers  non  plus  qu'avec  les  gran- 
deurs mesurables,  rï\Q\^\>ou\diïï\.  s'appliquer  aux  uns  comme 
aux  autres.  En  poursuivant  les  conséquences  de  cette  notion 
j)arfaitement  claire,  non  seulement  on  établit  d'une  manière 
irréprochable,  au  double  point  de  vue  de  la  rigueur  et  de  la 
simplicité,  toutes  les  propriétés  des  fractions,  mais  on  est 
bientôt  conduit  à  faire  rentrer  les  entiers  eux-mêmes  dans  le 
cadre  des  fractions  comme  cas  particulier;  ainsi  disparaît  le 
défaut  d'unité  qu'on  pourrait  blâmer  dans  cette  façon  d'envi- 
sager les  choses.  Malgré  la  banalité  de  son  point  de  départ  et 
ses  avantages  incontestables,  cette  marche  est  peu  connue  et 
l'ayant  adoptée  il  y  a  quelques  années  pour  des  leçons  don- 
nées dans  un  établissement  d'instruction  secondaire,  je  la 
croyais  nouvelle,  lorsque  je  la  trouvai  décrite  dans  le  Traité 
d'Analyse  de  M.  Méray  ^  Je  n'ai  pas  cru  cependant  devoir 
renoncer  à  la  publication  de  cet  article,  dans  l'espoir  de  con- 
tribuer à  la  vulgarisation  d'une  méthode  qui  est  restée  comme 
ignorée,  mon  exposé  s'écartant  d'ailleurs  sensiblement  de 
celui  de  M.  Méray  et  me  paraissant  à  certains  égards  plus 
complet. 

11  va  sans  dire  qu'il  ne  s'agit  pas  ici  d'une  leçon  réelle; 
la  rapidité,  la  sécheresse  même  des  développements  ainsi  que 
les  notations  algébriques  dont  j'ai  fait  largement  usage  l'in- 
diquent suffisamment.  Je  ne  m'adresse  pas  à  des  élèves  mais 
aux  maîtres  qui  sauront  extraire  de  ces  pages  les  idées  uti- 
lisables pour  l'enseignement  oral.  Je  suppose  comme  con- 
naissances antérieures  les  suivantes  : 


^  Mkray.  Leçons  nouvelles  sur  l'Analyse  infinitésimale,  t.  1,  p.  2  et  suivantes. 
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1**  Propriétés  de  Taddition  et  de  la  soustraction  des  nom- 
bres entiers. 

2*  Propriétés  distribiitive,  commiitative  et  associative  de  la 
multiplication. 

3**  Définition. de  la  division,  du  quotient  et  du  reste;  pro- 
priété dislributîve  de  la  division,  ou  théorème  en  vertu  du- 
quel si  £Z  et  6  sont  deux  nombres  divisibles  par  c,  on  a 
(a  +  b):c  =  {a:c)  +  [b:  c). 

4**  La  notion  du  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs 
nombres; 

§  1.  —  Les  opérateurs.  —  Considérons  sous  le  nom  d'opé- 
rateurs des  expressions  telles  que 

X  a  :  b  X  c     ou  :  a  :   h  X  c  :  d  X  e 

où  a,  by  c,...  représentent  des  nombres  entiers  ordinaires. 
Un  opérateur  indique  une  succession  démultiplications  et  de 
divisions  qu'il  faut  exécuter  à  la  suite  les  unes  des  autres,  dans 
l'ordre  d'écriture  de  gauche  à  droite,  sur  un  nombre  entier 
indéterminé  auquel  Topérateur  est  dit  appliqué,  le  résultat 
devant  naturellement  dépendre  du  choix  de  ce  nombre.  Les 
opérateurs X  1  et  :  1  ont  un  effet  nul  et  peuvent  toujours  être 
supprimés. 

Le  mot  opérateur  exprime  une  idée  plus  complexe  que 
celle  dénombre  et  les  deux  notions  doivent,  pour  le  moment, 
être  soigneusement  distinguées  Tune  de  Tautre.  C'est  ainsi 
qu'on  ne  confondra  pas  les  symboles 

X  a     ou  X  a  :   b     ou  X  a  X  b  :  c, 
qui  sont  des  opérateurs,  avec  ceux-ci 

a,  a  :  b,  a  X  b  :  c, 

qui  sont  des  nombres  obtenus  par  certains  calculs,  les  deux 
derniers,  par  exemple,  en  appliquant  au  nombre  a  les  opé- 
rateurs :  b  eix  b  :  c. 

En  résumé  le  champ  de  l'Arithmétique  ne  comportait  jus- 
qu'à présent  que  l'étude  des  propriétés  des  nombres;  nous 
étendons  son  domaine  par   Tintroduction   d'un  élément  nou- 
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veau,  l'opérateur  dont  il  nous  faut  examiner  les  propriétés. 
Parmi  celles-ci  les  unes  n'appartiennent  point  en  propre  aux 
opérateurs  mais  dépendent  des  nombres  auxquels  ils  sont 
appliqués;  les  autres  subsistent  quels  que  soient  ces  nom- 
bres. Ce  sont  ces  dernières  qui  vont  attirer  surtout  notre  at- 
tention, la  théorie  des  fractions  n'étant  en  somme  que  Télu- 
de  de  ces  propriétés  intrinsèques  des  opérateurs. 

Lesnombresa,  6,c,...  qui  figurent  dansun  opérateur  en  sont 
les  fadeurs;  ils  se  partagent  en  deux  classes,  les  multîpllca- 
leurs  précédés  du  signe  X  et  les  diviseurs  du  signe  :.  lin  opé- 
rateur qui  contient  des  facteurs  des  deux  espèces  est  mixtey 
il  est  simple  dans  le  cas  contraire  ;  un  opérateur  simple  sans 
aucun  diviseur  s'appellera  quelquefois   entier. 

Nous  emploierons  toujours  comme  ci-dessus  les  lettres 
minuscules  «,  6,  ni^p^  etc.  pour  désigner  les  nombres  entiers 
ordinaires,  tandis  que  les  opérateurs  seront  plutôt  représen- 
tés parles  majuscules?,  Q,  F,  G,  etc.  La  notation  /P  indiquera 
le  résultat  obtenu  en  soumettant  le  nombre  /•  à  l'opérateur 
P,  l'expression  Pr  étant  pour  le  moment  dénuée  de 
toute  signification.  Par  exemple,  si  P  désigne  l'opérateur 
X  axb  :  c  X  d:  e\  fet  si  le  nombre  r  est  égal  au  produit 
ncef  en  exécutant  les  opérations  marquées  on  a  d'abord 
naefCy  puis  successivement  nabefc^  nabef  nabdfe,  nabdf\ 
enfin  nabd\  donc  rP  =  nabd.  Ce  calcul  nous  donne  le  théo- 
rème suivant  d'un  usage  fréquent. 

Théorème  I.  —  Si  w,  jn\  m"...,  sont  les  multiplicateurs  et 
rf,  d\  d" ,..j  les  diviseurs  de  l'opérateur  P  et  «r  le  nombre 
ndd'd" ,,,^  on  a 

cela  quel  que  soit  Tordre  de  succession  dans  Pdes  multi- 
plicateurs et  des  diviseurs. 

Théorème  II.  —  Si  p  et  q  sont  les  résultats  obtenus  en  ap- 
pliquant l'opérateur  P  aux  nombres  a  et  b  respectivement, 
p  -\-  q  et  p  —  q  sont  les  résultats  obtenus  en  soumettant  les 
nombres  {a  +  b)  et  [a  —  b)  k  ce  même  opérateur  P.  Autrement 
dit,  en  supposant  possibles  les  opérations  aP  et  6P,  on  aura 

(a  ±  b)  P  =  aP  ±  hP. 
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Soient  en  effet  par  exemple  P  =:  «  x  /3  :  y...  ;  partons 
simultanément  des  nombres  «,  6  et  («  =h  b)  et  exécutons  les 
opérations  :  a,  X  /3,  :  y...  En  verUi  de  la  propriété  distribulive 
de  la  multiplication  et  de  la  division,  le  troisième  résultat 
est  à  chaque  instant  égal  à  la  somme  (ou  à  la  différence)  des 
deux  premiers.  Il  est  vrai  qu*on  peut  être  arrêté  par  une  di- 
vision impossible  lorsqu'on  calcule  àP  ou  6P  ;  si  aucune 
impossibilité  ne  se  présente,  l'opération  («  +  6)P  est  nécessai- 
rement exécutable  et  Ton  a  (a  +  ô)P  =  ^'P  +  ^P-  H  ^^^ 
clair  que  ce  théorème  s'étend  à  un  nombre  quelconque  d'ad- 
dendes,  ainsi 

(«  -f  (»  +  c.  .)  P  =  aP  +  6P  +  cP  -h...    , 

en  les  supposant  tous  égaux,  et  leur  nombre  /w,  nous  avons  le 
Théorème  III.  —  Si  l'opération  «P  est  possible  et  que  m 
soit  un  entier   quelconque,  l'opération  (m«)P  est  également 
possible  et  Ton  a 

{ma)  P  =  m(flP). 

§  2.  —  Nombres  appartenant  a  un  ou  a  plusieurs  opéra- 
teurs. —  On  vient  de  remarquer  qu'un  o|)érateur,  s'il  n'est 
pas  entier,  ne  peut  pas  être  appliqué  à  tout  nombre  indistinc- 
tement. C'est  ainsi  que  l'opérateur  :  2  x  2  ne  peut  être  ap- 
pliqué à  aucun  nombre  impair,  la  première  division  marquée 
étant  impossible. 

Il  existe  toujours  une  infinité  de  nombres  auxquels  peut 
être  appliqué  un  opérateur  donné;  il  existe  de  même  une  in- 
finité de  nombres  pouvant  être  opérés  par  plusieurs  opéra- 
teurs donnés.  Le  théorème  I  nous  apprend  par  exemple  que 
le  produit  de  tous  les  diviseurs  figurant  dans  ces  opérateurs, 
ou  un  multiple  quelconque  de  ce  produit,  peut  être  soumis  à 
chacun  d'eux. 

Nous  dirons  qu'un  nombre  appartient  ou  correspond  à  un 
opérateur  lorsque  cet  opérateur  lui  est  applicable;  nous  di- 
rons aussi  plus  simplement  que  c'est  un  nombre  de  cet  opé- 
rateur. Plus  généralement,  nous  appellerons  nombre  commun 
à  plusieurs  opérateurs  un  nombre  auquel  ils  sont  tous  appli- 
cables. Le  plus  petit  nombre  de  l'opérateur  P,  zéro  exclus, 
sera  dit  nombre  minimum  de  P,  et  nous  parlerons  de   même 
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du  nombre  minimum  de  l'ensemble  P,  Q,  R...,  pour  désigner 
le  plus  petit  nombre,  zéro  exclus,  auquel  s'applique  chacun 
des  opérateurs  P,  Q,  R... 

Théorème  IV.  —  Soient  P,  Q,  R. ..  divers  opérateurs  et  a 
le  nombre  minimum  de  leur  ensemble,  les  autres  nombres 
communs  sont  multiples  de  a  et  réciproquement. 

En  effet,  à  cause  du  théorème  III,  tout  multiple  de  a  est 
commun  à  P,  Q,  R...;  en  outre  si  b  est  un  nombre  commun 
quelconque,  soient  ç  le  quotient  de  la  division  de  6  par  «et  rie 
reste,  de  sorte  qu'on  a  l'égalité  r=b — aq.  D'après  le  théo- 
rème II,  /•  sera  commun  à  P,  Q,  R...,  et  comme  il  est  inférieur 
au  minimum  commun  il  ne  peut  être  que  zéro,  ainsi  b  est  di- 
visible par  a. 

Théorème  V.  —  Si  p,  q,  r...  sont  les  nombres  minima 
respectifs  des  opérateurs  P,  Q,  R...,  le  minimum  de  Ten- 
semble  P,  Q,  R...  sera  le  plus  petit  commun  multiple  de 
p.  q.  /•... 

Car  tout  nombre  appartenant  à  l'ensemble  doit  être  mul- 
tiple de/?,  de  q,  de  /•...  séparément,  et  d'autre  part,  le  plus 
petit  comnuin  multiple  appartient  à  P,  à  Q,  à  R...,  etc. 

Théorème  VI.  —  Si  p  est  le  nombre  minimum  de  l'en- 
somble  d'opérateurs  P,  P',  P"...,  q  le  minimum  de  Ten- 
sembleQ,  Q',  Q"...,  /•  celui  de  l'ensemble  R,  R',  R"...,  le 
plus  petit  commun  nuiltiple  des  nombres/;, 5^, /'...,  sera  le  mi- 
nimum de  l'ensemble  formé  de  la  réunion  des  autres  P,P',P''... 
Q,Q'...,  R,  R'...  Ce  théorème  se  démontre  comme  le  précé- 
dent dont  il  n'est  qu'une  généralisation. 

§  3.  —  Egalité  et  inégalité.  —  Soient  P  et  Q  deux  opérateurs, 
aie  minimum  commun;  nous  dirons  que  P  est  supérieur,  in- 
férieur, ou  égal  à  Q,  selon  que  le  nombre  aP  est  lui-même 
supérieur,  inférieur,  ou  égal  à  aQ;  l'on  indiquera  la  relation 
de  grandeur  à  la  manière  ordinaire  P>Q,P<Q,  P=Q. 

Si  b  est  un  nombre  quelconque  a|)partenant  à  P  et  à  Q,  il 
est  multiple  de  a  et  l'on  a  6  =  ma  d'où  résulte  par  le  théo- 
rème III,  que  les  hypothèses  P  <  Q  entraînent  respectivement 

les  relations  bV  <  bQ  et  réciproquement  ;  autrement  dit, 
pour  déterminer  le  s(*ns  de  l'inégalité  entre  deux  opérateurs. 
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on  peut  les  appliquer  à  n'importe  quel    nombre  commun,  le 
résultat  de  la  comparaison  sera  toujours  le  même. 

Il  résulte  aussi  de  là  que  si  P  =  Q  et  Q  =  R  on  auraP  =  R. 
En  effet,  a  étant  le  minimum  commun  à  P,  Q,  R,  les  égalités 
P  =  Q  et  Q  =  R  entraînent  celles-ci  «P  =  «Qet  flQ  =  «R, 
d'où  flP=aR  et  par  suite  P=r:R.  On  démontrera  de  même 
que  si  Ton  a  P>Q  et  Q>R  on  aura  aussi  P>R. 

Nous  venons  de  nommer  égaux  des  opérateurs  ayant  le 
même  effet  sur  leurs  nombres  communs.  11  faut  observer 
qu'étant  donnés  deux  opérateurs  égaux  un  nombre  qui  ap- 
partient à  l'un  peut  ne  pas  appartenir  à  l'autre;  c'est  ainsi 
que  2  est  le  minimum  de  l'opérateur  :  2  X  2  et  1  le  minimum 
de  l'opérateur  xl  égal  au  précédent.  Cette  circonstance  est 
de  nulle  importance  pour  la  suite. 

Nous  identifierons  désormais  des  opérateurs  égaux  en  les 
regardant  comme  ayant  même  valeur  sous  des  formes  diffé- 
rentes. Dès  lors  les  opérateurs  forment  un  ensemble  ordon- 
né et  peuvent  être  considérés  comme  rangés  en  une  seule 
série  par  ordre  de  grandeur  croissante  ainsi  que  c'est  le  cas 
pour  les  nombres  entiers.  Une  différence  subsiste  toutefois: 
un  nombre  entier  est  toujoui's  «uivi  d'un  seul  nombre  entier 
tandis  qu'il  existe  toujours  une  infinité  d'opérateurs  compris 
entre  deux  opérateurs  donnés.  Cette  dissemblance  n'a  qu'un 
rôle  insignifiant  en  Arithmétique,  mais  elle  est  la  source  des 
arguments  célèbres  des  Eléates  sur  le  mouvement.  En  effet, 
s'il  est  aisé  de  se  figurer  cet  arrangement  par  ordre  de 
grandeur  une  fois  créé,  on  n'en  peut  concevoir  la  généra- 
tion complète  entre  deux  termes  donnés  ou  même  le  pro- 
longement, fût-ce  d'un  seul  échelon,  à  partir  d'un  point 
de  départ  quelconque.  D'une  manière  générale,  il  est  im- 
possible d'imaginer  la  description  par  ordre  de  grandeur 
croissante  d'un  continu  ordonné  et  cependant  le  temps, 
conçu  suivant  l'idée  commune  comme  un  pareil  continu,  la 
réalise  constamment  sous  nos  yeux  dans  son  écoulement 
naturel.  La  solution  de  ce  singulier  paradoxe,  dont  quelques 
mathématiciens  semblent  aujourd'hui  encore  méconnaître  le 
véritable  caractère,  me  paraît  bien  plus  du  ressort  de  la 
psychologie  que  de  la  logique. 
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Théorème  VII.  —  Deux  opérateurs  qui  ne  difl'èrent  que 
par  Tordre  de  leurs  multiplicateurs  et  de  leurs  diviseurs  sont 
égaux. 

En  effet,  soient  /w,m',...  les  multiplicateurs  d^d\..,  les  di- 
viseurs de  ces  opérateurs  P  et  Q.  Le  nombre  dd'd" ...  appar- 
tient à  chacun  d'eux  et  opéré  par  Tuii  ou  Tautre,  il  devient 
mm!m" ^..  (théorème  1),  ainsi  P=Q. 

DÉFINITION.  On  nomme  fraction  tout  opérateur  de  la  forme 
X  /^  :  rf  ou  :  rf  X  /i  qui  comprend  un  seul  multiplicateur  et  \\\\ 
seul  diviseur.  Nous  écrirons  la  fraction  sous  la  forme  usuelle 

^  ,  notation  qui  assigne  aux  facteurs  leur  rôle  dans  l'opéra- 
teur sans  préciser  Tordre  indifférent  de  leur  succession.  Le 
multiplicateur  n  prend  aussi  le  nom  de  numérateur  et  le  di- 
viseur celui  de  dénominateur  de  la  fraction. 

Du  théorème  précédent  résulte  ce  corollaire  que  tout  opé- 
rateur P  aux  multiplicateurs   ni,m\m'\...  et   aux  diviseurs 

d^d\d'\...  est  égal  à  la  fraction  F=  ',„  '"  ,  car  on  a  évi- 
demment [dd'd"..,)  P  =  {dd'd\..)  ¥=zmm'm\..  La  fraction 
est  donc  la  forme  normale  que  peut  revêtir  tout  opérateur, 
les  opérateurs  entiers   n'étant  pas   exceptés,   car   on  a  par 

exemple  X«  =  T  et X«xèxc=  Y"  •    ^^    ^wvdL    de     même 

1  1 

:  r^  =  -  et  :  rt  :  6  :  c  :^  — r  . 

a  abc 

Théorème  Vlll.  —  Une  fraction  ne  change  pas  de  valeur 
quand  on  multiplie  ou  divise  ses  deux  termes  par  un  même 
nombre. 

En    effet    la     fraction    '^    est     identique     à     Topérateur 

XnXmim  :  rf,  lui-même  égal  à X/i  :  d^  ^;  les  deux  facteurs 

intermédiaires  se  suppriment  comme  produisant  un  effet  nul. 
Ainsi  une  même  fraction  peut  prendre  une  infinité  de  formes,  la 
plus  simple  étant  celle  où  les  doux  termes  sont  premiers  en- 
tre eux.  La  fraction  est  dite  alors  irréductible,  et  deux  frac- 
tions irréductibles  différentes  t  ^^  -^  sont  nécessairement  iné- 

b         a 

gales  comme  on  le  voit  en  les  appliquant  au  nombre  bd  qui 
leur  est  comnum. 
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n      n'      m" 

L'ordre   de  grandeur  de   plusieurs  fractions  ^'^ -^  j-^,...  se 

détermine  facilement  en  les  réduisant  au  même  dénomina- 
teur; en  désignant  par  i  le  plus  petit  commun  multiple  des 
nombres  rf,  rf',  rf",...,  de  sorte  que 

9=  de    =d'e'    =d'e"..., 

et  par  A"  un  facteur  quelconque,  nos  fractions  s'écriront  aussi 

-jj-,  -^,...  En  les  appliquant  toutes  au  nombre  ki,  on  voit 

que  leur  ordre  de  grandeur  coïncide  avec  celui  des  numéra- 
teurs /r/ic,  kn'e\...;  et  si  Ton  fait  grandir  k  à  volonté,  on 
pourra  rendre  la  différence  de  ces  numérateurs  aussi  grande 
qu'on  voudra,  ce  qui  permettra  d'intercaler  entre  deux  termes 

successifs  delà  suite -j?^?^...  un   nombre  quelconque  de 

fractions  nouvelles. 

Remarquons,  par  exemple,  qu'on  a  i-  <  t  selon  que  a  <b. 

S  4.  — Opérations  sir  les  fractions.  —  Les  termes  ajouter^ 
soustraire^  multiplier^  diviser  et  leurs  corrélatifs  somme,  dif- 
férence^ etc.,  usités  pour  les  opérations  élémentaires  entre 
les  nombres  entiers,  vont  désormais  nous  servir  pour  dési- 
gner certaines  opérations  analogues  exécutées  sur  les  frac- 
tions; nous  emploierons  aussi  les  mêmes  signes  pour  ces 
opérations,  à  savoir  -f, — ,  etc.;  une  confusion  entre  l'an- 
cienne et  la  nouvelle  acception  des  termes  n'est  pas  à  crain- 
dre, un  instant  d'attention  suflisant  pour  reconnaître  si  le 
mot  ou  le  signe  unit  deux  nombres  ou  deux  opérateurs. 

Multiplication  des  fractions.  Lorsqu'on  applique  deux 
opérateurs  à  la  suite  l'un  de  l'autre,  autrement  dit  lorsqu'on 
applique  l'opérateur  Q  au  résultat  trouvé  après  application 
de  l'opérateur  P,  la  double  opération  peut  être  remplacée  par 
l'application  d'un  seul  opérateur  R.  Ainsi,  si 

P  =:  :  a  :  h  :  c  X  d     cl      Q  =  >C  b  :  a  X  d 

on  a 

R  =1  :  a  :  h  :  c  X  d  x  b  :  a  X  d. 

ÎS'ous  nommerons  produit  de  P  et  Q  cet  opérateur  R  dont 

L'Enseignement  niathcm.,  6*  «nn^o  ;  1904.  3 
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Teffet  équivaut  à  l'effet  de  P  et  Q  pris  consécutivement,  et 
nous  écrirons  R  =  PQ.  On  dit  aussi  qu'on  a  multiplié  P  par 
Q;  ainsi  lorsque  les  opérateurs  sont  entiers  X  a  et  X  è,leur 
produit  sera  l'opérateur  entier  X  (ah). 

Cette  notion  s'étend  de  suite  au  produit  de  plusieurs  opé- 
rateurs P,  Q,  R,  et  c'est  ainsi  qu'on  peut  considérer  un  opé- 
rateur tel  que  :  a  :  6  X  c  X  r/,  comme  le  produit  de  ses  di- 
vers facteurs  :  «,  :  6,  X  c,  X  rf. 

U  nous  suflira  d'étudier  la  multiplication  des  opérateurs 
mis  sous  la  forme  fractionnaire. 

Théorème  IX. —  Le  produit  de  diverses  fractions  j'  57' jm-*- 
est  égal  à  la  fraction    , ,,  ,^  "  > 

Car  le  produit  cherché,  évidemment  unique  à  la  forme 
près,  est  l'opérateur  X  w  :  rf  X  /«'  :  d!  X  n''  :  ûÎ"...,  lui-même 

égala  la  fraction  '^2i'dr  '  ^^  ^^sulte  de  cette  règle  que  la  mul- 
tiplication des  fractions  possède  les  propriétés  associative 
et  commulative  de  la  multiplication  des  nombres  entiers. 

Division  des  fractions.  Diviser  une  fraction  F  par  une 
autre  F',  c'est  en  chercher  une  troisième  G,  nommée  quotient, 
telle  que  F' G  =  F.  Si  G  existe  il  ne  peut  avoir  qu'une  valeur, 
car  l'égalité  F'  G  =  F'  G'  donnerait,  en  désignant  par  a  le  mi- 
nimum commun  à  l'ensemble  F,  F',  G,  G'  et  posant  aF'  =  6, 
l'équation  numérique  a^  F'G  =  a^  F'G',  ou  [ab)  G  =  [ab)G\ 
ou  enfin  G  =  G'.  Or  G  existe  toujours,  contrairement  à  ce 
qui  a  lieu  dans  la  division  des  nombres  entiers;  en  effet,  si 

F=  j-et  F'  =  j-,  on  trouve  facilement  G  =-rj  ce  qui  donne  le 

d  d  n  d  i 

Théorème  X.  —  Le  quotient  des  fractions  j^^  i?  est  -7^. 
En  particulier  si  l'on  cherche  l'opérateur  qui  appliqué  à  la 
suite  de  -r  produit  le  même  effet  que  la  fraction  ri  on  trouve 

la  fraction  j.  Ainsi  toute   fraction  peut  être  regardée  comme 

le  quotient  de  son  numérateur  par  son  dénominateur,  mais 
il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  dans  cet  énoncé  les  termes 
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de  la  division  et  le  résultat  lui-même  sont  considérés  comme 
opérateurs  et  non  comme  nombres.  Nous  verrons  tout  à 
rhenré  une  définition  des  fractions  plus  voisine  de  Tidée 
commune. 

Addition  des  fractio?ïs.  Additionner  des  fractions  F,  F',  F" . . . 
c'est  déterminer  une  nouvelle  fraction  G,  telle  qu'en  appli- 
quant celle-ci  à  un  nombre  commun  quelconque,  le  résultat 
soit  la  somme  des  résultats  donnés  séparément  par  F,  par 
F',  par  F",  etc.  Ainsi,  en  désignant  par  a\e  minimum  commun 
de  F,  F',  F'',...  G,  on  doit  avoir  en  particulier 

«G  =  a?  4   aF'  -f-  a¥'  -f... 

en  outre  si  Ton  représente  par  b  tout  autre  nombre  commun, 
on  a6=:Wûet,à  cause  du  théorème  III,  l'équation  précédente 
entraînera  cette  autre 

AG  z=  b?  -h  Ur  -f  hY'  +... 

et  réciproquement. 

Si  la  somme  G  existe  elle  est  unique,  car  l'égalité  aG=flG' 
donne  G  =  G'  ;  en  outre  on  voit  immédiatement  qu'elle  ne 
dépend  pas  de  la  forme  des  addendes.  On  peut  donc  supposer 

11' 
ceux-ci  réduits  au  même  dénominateur  F:=y,  F*'  =-j,...  etc.; 

alors  en  prenant  6  =  rf  on  conclut  la  règle  suivante. 

Théorème    XI.   —     Soient    plusieurs   fractions    F  =  -j  , 

F'i=  ^,  F''  =  -j,  etc.,  réduites  au  préalable  au  même  déno- 
minateur, on  a  pour  leur  somme 

F  +  F'  -h  F"  +...  z^-^ \f  • 

par  exemple,  si  F  =  -r-      F'  =  y  etc.,  on  a 

F  +   F'  +  F^..  ^  a^h  +  c^.,.^    , 


De  là  dérivent  les  propriétés  de  l'addition  des  fractions, 
l*  La   somme  de  plusieurs  fractions  est   plus  grande  que 
chacune  d'elles. 
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2®  L'addition  des  fractions  possède  les  propriétés  conimu- 
tative  et  associative  de  l'addition  des  nombres  entiers. 

3"  L'addition  des  fractions  possède  aussi,  vis-à-vis  de  la 
multiplication,    la   propriété  distributive  ;  autrement  dit,   si 

F  =  4-1  F'=  ^1  ï"'"  =^  V  et  G  =  — ,   sont    des   fractions 
quelconques,  on  a  identiquement 

G(F  -f  F'  4-   F"  +...)    =  GF  -f  GF'  -f  GF''  +...     ; 
en  effet  cette  égalité  n'est  autre  que  la  suivante: 

L   !L±j:î1±  ''"  +••'  —  ïh  M  ÙL'  ±.  [!!l  j^ 

g  d  —  gd'^  gd^  gd  ^   "    ' 

laquelle  est  évidente  d'après  les  règles  précédentes. 

Soustraction  des  fractions.  —  Soient  F  et  F'  deux  frac- 
tions, on  peut  se  proposer  d'en  chercher  une  troisième  qui 
additionnée  à  F"  donne  F",  telle,  en  d'autres  termes,  qu'en  l'ap- 
pliquant à  un  nombre  commun  quelconque  le  résultat  soit  la 
différence  des  résultats  donnés  par  F  et  F'. 

Pour  la  possibilité  de  l'opération  il  faut  évidemment  que 
F  >  F',  cette  condition  est  évidemment  suffisante  et  en  sup- 
posant les  deux  fractions  F  et  F'  réduites  au  même  déno- 
minateur, on  obtient  le 

Théorème  XII.  —  Si  F  et  F' sont  deux  fractions  réduites  au 

même  dénominateur  F  =  -^  et  F'  =  -7- ,  leur    difl'érence    est 


Ainsi,  SI  F  =y  et  F  =    y, on  aura-r j-  =  — j —    • 

Remarquons  encore  que  la  soustraction  possède  la  propriété 
distributive  vis-à-vis  de  la  multiplication  ;  autrement  dit,  011  a 
l'identité  facile  à  vérifier 

G<F  —  F')  =  GF  —  GF'     . 

Multiplication  et  division  des  fractions  par  in  nombre 
entier.  Cette  opération  n'a  point  été  définie  jusqu'ici.  En 
ce  qui  concerne  la  multiplication  numérique,  on  nomme  pro- 
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duit  par  Tentier    m  l'additîou  de  m  addendes  égaux  ;  il  est 
naturel  d'étendre  Teinploi  du  même  terme  aux  fractions  et 

de  nommer  produit  de  la  fraction   ^p^f  l'entier  m  l'addition 

de  m  addendes  tous  égaux  à   -j  .  La  règle   d'addition  donne 
alors 


n         Il  m 


la  mulliplication   par  l'entier  m    est  donc  au   fond  la   même 

chose  que  la  multiplication  par  la  fraction  -j  ,   comme   on  le 

reconnaîtrait  au  reste  a  priori  par  l'analyse  des  notions. 

De  même  diviser  une  fraction  F  par  l'entier  m  sera  déter- 
miner  une   nouvelle    fraction  G  telle  que    Gm  =   F  et  si 

P'  =  -^  ,  on  trouve  G  =  -^  ,  Ainsi  la  division  par  l'entier 
a  ma  * 

m  revient  à  la   division  par  la  fraction  y. 

Il  résulte  de  ces  remarques  que  la  fraction  -^  peut  être 
considérée  comme  égale  à  n  fois  la  fraction  -j- ,  ou  aussi 
comme  6?  fois  plus  petite  que  la  fraction  -r-  ;  ainsi 

ce  qui  est  conforme  à  l'idée  commune. 

S  5.  —  Remarques.  —  Nous  avons  défini  toutes  les  opéra- 
tions, ainsi  que  les  relations  de  grandeur,  en  ne  nous  occu- 
pant jamais  que  des  fractions  ou  opérateurs  à  l'exclusion  des 
nombres   entiers.   Toutefois    les  propriétés  des  opérateurs 

entiers  -;j»  -^  etc.,  se  sont  trouvées  toujours  identiques  à  celles 

des  nombres  correspondants  «,  è, . . .  et  si  l'on  fait  abstraction  de 
ia  nature  des  objets  pour  n'avoir  plus  égard  qu'au  mécanisme 
du  calcul,  on  évitera  des  complications  inutiles  en  assimilant 

simplement  les  uns  aux  autres  j  avec  a,  etc.  L'Arithmétique 
n'a  plus  alors  affaire  qu'à  un  seul   élément  le   nombre  ra- 
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tionnel  qui  comprend  deux  variétés,  l'entier  et  la  fraction;  ce 
que  nous  avons  dit  suffit  pour  faire  sentir  qu'il  ne  résultera 
jamais  de  cette  identification  aucune  erreur  ou  embarras 
quelconque.  De  là  certaines  expressions  au  premier  abord 
singulières  telles  que  multiplier  un  nombre  entier  m  par  une 

fraction  -^au  lieu  de  multiplier  une  fraction  '^  par  une  autre  -^ 

ou  appliquer,  si  possible,  l'opérateur  -^  au  nombre  m.  Il  suf- 
fira dans  tous  les  cas  au  calculateur  de  savoir  reconnaître  la 
nature  de  son  résultat,  autrement  dit  si  c'est  un  nombre,  ou 
au  contraire  un  opérateur. 

Cette  identité  de  propriétés  de  deux  êtres  aussi  différents 
est  assurément  remarquable;  bien  que  due  à  une  espèce  de 
hasard  on  la  retrouve  dans  d'autres  parties  des  mathémati- 
ques. C'est  ainsi  qu'en  Géométrie  les  vecteurs  qui  sont  des 
quantités  réelles,  peuvent  être  considérés  comme  cas  parti- 
culier d'opérateurs  spéciaux  nommés  les  quaternions. 

Dans  la  plupart  des  problèmes  qu'on  est  appelé  à  résoudre 
en  pratique  les  fractions  sont  appliquées  non  à  des  nombres 
entiers  mais  à  des  grandeurs  continues  considérées  comme 
indéfiniment  divisibles  en  parties  égales.  Nous  ne  pouvons 
pas  entrer  ici  dans  l'examen  détaillé  de  toutes  les  questions 
souvent  fort  délicates  qui  se  posent  à  l'occasion  de  ces  gran- 
deurs, mais  il  importe  de  rechercher  si  les  propriétés  des 
fractions  dépendent,  ou  non,  des  grandeurs  auxquelles  on 
les  applique. 

Il  nous  suflira  à  cet  effet  de  remarquer  que  toutes  les  gran- 
deurs continues  sont  conçues  sur  le  modèle  de  la  ligne  ou 
distance  géométrique  de  deux  points.  L'addition  géométrique 
des  distances  participe  aux  diverses  propriétés  de  l'addition 
arithmétique  des  nombres  (commutation  et  association  des 
addendes),  et  il  en  résulte  que  si  l'on  considère  plu- 
sieurs longueurs  commensurables  X,  V,  i'',...  en  nombre 
fini,  elles  peuvent  être  représentées  comme  des  multiples  en- 
tiers /,  l\  r',...  de  l'une  de  leurs  communes  mesures.  Les 
opérations  géométriques ,  addition ,  soustraction ,  multi- 
plication et  division  par  des  entiers,  exécutées  sur  les  lon- 
gueurs X,  i',   1",...    correspondent   homothétiquement    aux 
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opérations  arithmétiques  de  même  nom  exécutées  sur  les 
entiers  /,  l'y  /",...  Il  va  résulter  de  là  que  les  fractions  ont  les 
mêmes  propriétés  lorsqu'on  les  applique  à  une  grandeur  X 
ou  à  un  nombre. 

En  effet  si  X  est  une  ligne  et  i  P  ce  qu'elle  devient  soumise 
à  l'opérateur  P;  si,  d'autre  part,  F,  F',  F'',...  G  sont  diverses 
fractions  avec  l  comme  minimum  commun,  les  hypothèses 
F  <  F',  ou  G  =  F  4-  F'  +  F"  +...,  ou  enfin  G  =  FF'F"..., 
donneront  les  égalités  numériques 

/F  </F' 

/Gni/F-f /F'-l-/F'-l-... 
/G=((/F)  F')  F^.. 

auxquelles  correspondent,  quand  on  divise  la  ligne  X  en  / 
parties  égales,  les  propriétés  géométriques 

\¥<\r 

XG  =  1F  -)-XF'-i->F*-f-... 

XG=:((>F)F')F^.. 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  nomme  rapport  de  deux  grandeurs  X,  X'  commensura- 
bles  entre  elles  la  fraction  qui  transforme  la  seconde  en  la 
première,  et  valeur  numérique  de  la  grandeur  X  son  rapport 
à  la  grandeur  arbitraire  choisie  comme  unité;  il  est  clair  que 
le  rapport  de  deux  grandeurs  X  et  X'  est  aussi  égal  au  quo- 
tient de  leurs  valeurs  numériques.  C'est  le  fait  de  l'existence 
des  grandeurs  incommensurables  qui  nécessite  en  Arithmé- 
tique l'introduction  ultérieure  de  nombres  nouveaux,  les 
nombres  irrationnels. 

J'ajoute  que  la  fraction  se  présente  toujours  en  Géométrie 
comme  l'indication  d'une  opération  à  exécuter  sur  une  cer- 
taine ligne  mais  que,  dans  l'usage  courant  de  la  langue,  et  là 
où  aucune  confusion  n'est  à  craindre,  on  la  considère  tout 
aussi  fréquemment  comme  le  résultat  de  cette  opération.  C'est 
dans  ce  sens  qu'on  parle  en  pratique  de  3  m.  75  par  exemple. 

C.  Cailler  (Genève). 


SUR  LES 

CARACTÈRES   DE   DIVISIBILITÉ   DES   NOMBRES 


Les  Traités  d'Arithmétique  font  connaître  les  caractères 
de  divisibilité  d'un  nombre  par  2  ou  5  et  leurs  puissances, 
par  3  ou  9,  enfin  par  11.  Mais  ils  n'indiquent  aucun  caractère 
de  divisibilité  par  les  nombres  7,  13,  17,  ...,  a  fortiori  par 
un  nombre  quelconque,  pair  ou  impair,  premier  ou  non. 

Il  existe  cependant  une  règle  générale,  aussi  simple  d'é- 
noncé que  de  démonstration  et  d'application.  En  outre,  on 
peut  faire  correspondre  à  chaque  diviseur  donné  une  infinité 
de  caractères  de  divisibilité,  rentrant  tous  dans  une  formule 
générale  de  laquelle  on  peut  déduire  un  moyen  rapide  de 
reconnaître  si  un  nombre  donné  est  premier  ou  décompo- 
sable  en  facteurs. 

Ces  résultats,  en  admettant  même  qu'ils  ne  soient  pas 
nouveaux,  sont  peu  connus  et  il  ne  sera  peut-être  pas  inutile 
d'y  insister.  «  La  divisibilité  est  l'un  des  chapitres  intéres- 
sants de  l'Arithmétique,  mais  que  celle-ci  ne  peut  étudier 
que  dans  ses  parties  les  plus  élémentaires  »  {La  Mathéma- 
tique, p.  33).  Il  n'est  donc  pas  sans  intérêt  de  montrer  qu'il 
serait  possible  de  faire,  même  dans  l'enseignement  élémen- 
taire, une  plus  large  place  à  l'étude  de  la  divisibilité. 

S  L  —  Soit  un  nombre  N  =  lOD  +  m,  où  je  puis  supposer 
u  ^Q,  car  l'examen  des  divisibilités  de  10 D;  se  ramènerait  à 
celui  des  divisibilités  de  D  ;  par  suite,  un  diviseur  n  =  iOi  +  î 
ne  sera  à  examiner  que  si  i  ^  0. 

On  peut  reconnaître  immédiatement,  par  les  règles  ordi- 
naires, si  N  est  divisible  par  2,  3,  4,  5,  6,  8  ou  9.  A  ces 
règles,  j'ajoute  d'abord  la  suivante,  très  élémentaire. 
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Un  nombre  N  est  divisible  par  7  si  la  différence  entre  le 
nombre  D  de  ses  dizaines  et  le  double  du  chiffre  u  de  ses  unités 
est  nulle  ou  divisible  par  7. 

En  effet  Tidentité 

N  =  7  (D  +  a)  +  3  (D-.2a) 

montre  que  si  N  est  divisible  par  7,  D  —  2  u  Test  également, 
et  rend  évidente  la  divisibilité  par  7  dans  le  cas  de  D  =  2  «/. 
Ainsi,  84  est  divisible  par  7,  à  cause  de  8  —  (2  x  4)  =  0  ; 
1883  Test  à  cause  de  188  —  (2  X  3)  =  182  [mult.  de  7,  car 
18— (2  X  2)  =2x7]. 

Ceci  posé,  admettant  que  les  divisibilités  d'un  nombre 
donné  par  des  nombres  d'un  seul  chiffre  ont  été  examinées, 
je  considère  la  divisibilité  du  nombre  N  =  10  D  +  w  par  le 
nombre  n  =  105  +  /,  en  supposant  D,  i,  u,  i  ^zf:  0. 

Théorème.  Le  nombre  N  est  divisible  par  le  nombre  n 
si  l'on  a 

(1)  A  =  Di    —  cftt  r=  multiple  de  u. 

C'est  ce  que  rend  évident  Tidentité 

(2)  Ni"  —  nu  =  10  A. 

Remarques.  1.  La  condition  (1)  est  nécessaire  et  suffi- 
sante si  A  y^^  0.  Si  A  =  0,  elle  peut  n'être  pas  suffisante  ;  par 
exemple,  bien  que  N  ^  147  ne  soit  pas  divisible  par  n  =  63, 
on  a,  pour  ces  nombres,  A  =  0.  Mais  remarquons  que,  si  N 
est  divisible  par  n  avec  A  =  0,  (1)  et  (2)  donnent  [q  étanl^en- 
tier  et  [)lus  grand  que  1,  à  cause  de  N  >  n)  : 

Or,  u  ne  peut  être  divisible  par  i  que  si  /"  =  1,  2,  3  ou  4. 
Si  i-=  1,  on  a  N  =  nu^  el  N  est  toujours,  dans  ce  cas,  divi- 
sible par  /î.  Si  i  =  2,  3  ou  4,  on  a  //  =  (4,  8),  (6,  9)  ou  8;  par 
suite  q  =  '2,  4),  (2,  3)  ou  2.  Ainsi,  N  ne  peut  être  divisible 
par  n  avec  A  =  0  (r  >  1)  que  s'il  est  le  double,  le  triple  ou 
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le  quadruple  de  /i,  ce  qui  a  été  préalablement  reconnu  en 
essayant  les  diviseurs  d'un  seul  chiffre. 

2.  Si  d=  0,  la  condition  (1)  devient  A  =  Di  =  muU.  de  /. 
Elle  est  toujours  remplie  ;  c'est  ce  qui  a  nécessité  rétablis- 
sement d'une  condition  particulière  de  divisibilité  par  7. 

On  aurait  pu  déduire  cette  condition  de  la  condition  géné- 
rale (1),  car,  en  écrivant  7  =  10  X  1  —  3,  (1)  donne  pour 
condition  de  divisibilité  par  7 

3  D  4-  M  =  mult.  de  7 

et  cette  seconde  forme  entraîne  celle  déjà  indiquée  par  suite 
de  l'identité 

N  =  D  —  2  M  -h  3  (3D  +  M). 

3.  On  peut  prendre,  pour  D  et  d,  les  nombres  de  centaines, 
de  milles,  ...  de  N  et  n,  si  /i  a  plus  de  2,  3,  ...  chiffres;  u 
et  i  sont  alors  les  nombres  formés  par  les  2,  3,  ...  derniers 
chiffres.  Ainsi  41989  est  divisible  par  211,  soit  à  cause  de 
4198  X  1  —  21  X  9  =  19  X  211,  soit  à  cause  de  419 
X  11  — 2  x89  =  21  X  211. 

Règle  pratique.  Pour  reconnaître  si  un  nombre  N  (non 
divisible  par  10)  est  divisible  par  un  nombre  n  (de  deux 
chiffres  au  moins),  on  sépare,  dans  N  et  n,  un  même  nombre 
de  chiffres  à  partir  de  la  droite^  en  laissant  au  moins  un 
chiffre  significatif  à  la  gauche  de  n.  Si  la  différence  entre  le 
produit  de  la  partie  de  gauche  de  N  par  la  partie  de  droite 
de  n  et  le  produit  de  la  partie  de  droite  de  N  par  la  partie  de 
gauche  de  n  est  un  multiple  de  n,  N  est  divisible  par  n. 

S  II.  —  On  peut  faire  correspondre,  d'une  autre  manière,  à 
tout  diviseur  donnée,  une  infinité  de  caractères  de  divisibilité 
dont  l'application  peut  être  souvent  plus  commode  que  celle 
de  la  règle  générale  ci-dessus. 

Désignons  respectivement  par  D  et  rf,  C  et  c,  M  et  /w,  ... 
les  nombres  et  chiffres  des  dizaines,  centaines,  milles,  ... 
du  nombre  N.  Convenons  en  outre,  pour  abréger  l'écriture, 
qu'un  symbole  tel  que  (M  +  le  +  fid  +  vu)n  équivaudra  à  cet 
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énoncé  :  Le  nombre  M  +  Xc  +  /xd  +  vu  est  nul  ou  divisible 
par  n. 

Ceci  posé,  un  nombre  N  est  divisible  par  7,  9,  13,  17,  19,  ... 
97,  toi,  ...  si  l'une  des  conditions  suivantes  est  remplie. 

(D  —  2  tf)7,  (C  —  2  rf  —  3  u)7,  (M--2c  —  3(i—  u)i, 

(D  +  a)».  (C  +  rf  -f  w)»,  (M  +  c  -^  d  +  tt)9, 

(D  +  4  «)i«,  (C  +  4  <;  +  3  tt)i,,  (M-f4c  +  3<f—  a)is, 

(D  —  5  u)n,  (C  — .  5  <i  +  8  ii)it,  (M  —  5c-|-8rf  —  6  m)i7. 

(D  +  2  tt)i9,  (C  +  2  <f  +  4  tt)i»,  (M  -h  2  c  -h  4  <i  —  8  ii)i», 


(D  —  29tt)«7.       (C  —  29  ci  —  32  m)»7,    (M  —  29  c  —  32  rf  — •  42  m)w. 
(D  —  10  m)ui,    IC  —  10  ci  —  M)ioi,        (M  —  10  c  —  d  -f  10  tt)ioi, 


Pour  un  diviseur  quelconque  w,  on  forme  ces  conditions 
et  Ton  en  démontre  en  même  temps  l'exactitude  en  procé- 
dant comme  il  suit  : 

Soit  à  trouver  la  condition  de  divisibilité  par  97  du  nombre 

N  =  1  000  M  +  100  c  -f  10  rf  -h  II. 

Le  multiple  de  97  le  plus  voisin  de  1000  est  970.  On  rem- 
place donc  1000  M  par  970  M  +  30  M.  On  substitue  ensuite 
à  100,  10,  1  des  différences  égales  «  —  /3  telles  que  «  soit 
divisible  par  97  et  /3  par  30.  On  trouve  aisément 

100  =  970  —  870  ;         10  =  970  —  960  ;         1  =  1261  —  1260. 
De  là  résulte  l'identité 
N  =  97  (10  M  +  10  c  +  10  rf  +  13  M)  +  30  (M  _  29  c  —  32  </  —  42  u) 
qui  démontre  la  condition  : 

(M  —  29  c  —  32  rf  —  42  11)97. 
Exemple  :  12  702829  est  divisible  par  97  à  cause  de 
12  702  —  29  X  8  —  32  X  2  —  42  -f  9  =  124  x  97. 

Remarque.  On  peut  procéder  plus  rapidement  en  s'ap- 
puyant  sur  cette  observation  que  si,  par  exemple,  (G  +  Id 
-f  fjLu)n  est  une  condition,  la  condition  suivante  est  toujours 
de  la  forme  {M  +  }.€  -\-  fxd  +  vu)nt  X  et  /x  restant  les  mêmes. 
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D'après  cela,  cherchons  la  condition  de  divisibilité  par  97 
du  nombre 

N  =  10000  P  -h  1  000  m  +  100  c  +  10  <i  +  m. 

Elle  doit  être  de  la  forme  (P  — 29  /w  —  32  c  — 42  rf  +  ^u)9i, 
et  Ton  doit  avoir  notamment  (pour  N  =  97)  : 

—  42  X  9  -h  3  X  7  =  rouit,  de  97,  d'où  ^  =  4"  <"*"**•  ^^  ^"^  +  ^'^^*- 

On  voit  aisément  que  le  multiple  de  97  à  prendre  est  679, 
ce  qui  donne  3  =  151,  que  Ton  peut  remplacer  par 

151  —  2  X  97  =  —  43. 

La  condition  cherchée  est  donc  > 

(P  —  29  m  -  32  c  —  42  <;  —  43  u)w. 

Elle  est  générale  à  cause  de  Fidentité 
N=97(103P  +  13/»+4c  +  4<f-|-4a  +  9(P  — 29/îi  — 32  c  — 42d-43w|. 
Appliquée  au  nombre  12  709829,  elle  donne 

1  270  —  29  X  2  —  32  X  8  —  42  X  2  —  43  X  9  =  5  X  97. 

§  III.  — Si,  dans  la  liste  suffisammentétendue  des  conditions 
précédentes,  nous  groupons  toutes  celles  de  divisibilité  par 
un  nombre  m  =  10  3  +  9,  nous  obtenons  : 

(D  -h  M)».  (C  -f  <i  -f  m)»,  (M  -h  c  +  rf  -h  «)», 

(D  -f  2  tt)i»,        (C  +  2  <;  -f  2*a)i9,     (M  +  2  c  -f  2«rf  +  2*m)i9,   .... 

ID  +  3  a)t9,        (C  +  3  <f  +  3«tt)M.     (M  +  3  c  +  3«rf  +  3»tt)w 

[D  +  (^  -f  1)  «]„9.       [C  +  (^  -h  1)  rf  -h  (^  +  1)«  «],». 

[M  -f  ((J  -h  1)  c  -f  (<y  +  1)*  rf  -h  (^  +  1)»  i^Ji» 

et,  en  rétablissant  d  =^  i  d'où   (10  —  /  =  1),  ces  conditions 
peuvent  s'écrire 

[(10  -  I)  D  +  ((J  -f  1)  «]h.     [(10  — 1)«  C  +  (10  -  i)  ((T-h  1)  rf  +  (J  -h  l)«a]n. 
[{10-  !)•  M  -h  (10-  »)»  [i+  1)  c  +  (10  -  I)  (^+  1)«  rf  +  (cr+  l)'«]n,   .... 

Or,  ces  formules  sont  générales.  En  d'autres  termes  : 


SUR  LES  CARACTÈRES  DE  DIVISIBILITÉ  DES  NOMBRES  'i5 

Un  nombre 

N  =  lOp  Z  +  lOP  ~  I  7  -f  ....  -h  10  rf  +  M 
est  divisible  par  le  nombre 

«  =:  10  (J  -f  «•       (m,  *  =  1,  2,  3,  4,  5,  6.  7,  8,  9) 

si  le  nombre 

(10  — i>Z  +(10  — «>-  M.o  +  l)7-f-....4-  (10-i(«r-|-.l)P-»  rf  +  (c^— 1)P  1/ 

est  un  multiple  de  n. 

Pour  le  prouver,  il  suflira  de  montrer  que  les  conditions 
que  Ton  obtient  ainsi  ne  sont  pas  distinctes  de  celles  établies 
ci-dessus  (II).  Ainsi,  nous  avons  trouvé,  pour  la  divisibilité 
de  N  =  10*  P  +  10»  w  +  10«  c  +  10  rf  +  u  par  97,  la  con- 
dition 

Aft,  =  (P  —  29  m  —  32  r  —  'i2  rf  —  43  w)ot. 
La  condition 

Bw  =  (3*  P  -h  3«.10  m  -h  3«.  10»c  -f-  3.  lO'rf  +  10*  u)97 
en  résulte,  car  on  a 

16  A  4-  B  =  97  (P  —  2  m  -h  4  c  -h  24  rf  +  -h  96  u). 

Les  conditions  A  n'ont  donc  subi  qulune  transformation 
destinée  à  les  rendre  symétriques  et  à  permettre  de  les  ren- 
fermer dans  une  même  formule.  Leur  démonstration  entraine 
celle  de  cette  formule.  Il  est  visible  d'ailleurs  que  les  condi- 
tions B  font  porter  la  vérification  sur  des  nombres  en  général 
plus  grands  que  le  nombre  donné  N  ;  elles  sont  donc  théo- 
riques. Les  conditions  d'un  emploi  pratique  sont  les  con- 
ditions A. 

§  IV.  —  Considérons  en  particulier,  pour  les  nombres 
N  =  10  D  +  w  et  //  =  10  (î  +  i,  la  condition 

K     =  (10  —  I)  D  X  ((?  -h  1)  M  =  mult.  de  n, 

et  appliquons-la   à  la  recherche  des  diviseurs  d'un  nombre 
donné. 
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Soit,  par  exemple,  N  =  20711.  On  a  N.<Î44*;  il  faut  donc 
essayer  tous  les  diviseurs  premiers  jusqu'à  139  inclus.  Ces 
diviseurs  forment  quatre  groupes  : 

(a)  11,  31.  41,  61,  71.  101,  131 

(h)  3,  13,  23,  43,  53.     73.     83,  103,  113 

(c)  7,  17.  37,  47.  67.     97.   107,  127.  137 

(d)  19.  29.  59.  79,  89.  199.  139. 

Pour  le  groupe  a,  on  a 

1=  1,  avceD  =  2071,  m  =  1;  Ki  =  18  640  +  <?(<?=  1.  3.  4.  6.  7.  10.  13) 

Les  nombres  18641,  18643,  ...  18653  n'étant  pas  respec- 
tivement divisibles  par  11,  31,  ...  131,  le  nombre  N  n'admet 
aucun  diviseur  de  a. 

On  reconnaît  de  même,  en  partant  successivement  de 

Kt  =  14  498  -H  ^    («J=  0,  1.  2,  4.  5,  7.  8.  10.  11) 
Kt  =     6  214  +  â    ((?=  0,  1,  3.  4.  6.  9.  10,  12,  13) 
K9  =     2  072  +  <y    (^=1.  2.  5.  7,  8.  10,  13). 

que  N  n'admet  aucun  diviseur  des  groupes  b  et  c,  mais  qu'il 
admet  le  diviseur  139  du  groupe  rf,  et  il  en  résulte  20711  =:- 
139  X  149. 

Remarque,  On  a  choisi  à  dessein  un  cas  qui  oblige  à 
faire  les  calculs  jusqu'au  bout,  et  de  plus,  dirigé  ces  calculs 
d'une  façon  défavorable.  On  voit,  en  effet,  qu'il  sera  toujours 
plus  pratique  d'opérer  dans  l'ordre  d,  c,  6,  a  que  dans  l'ordre 
rt,  by  c,  d.  Car,  d'après  les  valeurs  de  Ki,  Ks,  K?,  Ks,  on  n'a 
à  considérer,   pour  le  groupe  ûî,  que  des  nombres  qui  sont 

environ  le  ^  du  nombre  N,  tandis  que,  pour  le  groupe  i?, 
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en  considère  des  nombres  qui  en   sont  environ  les  j^ . 


LA  THÉORIE  DES  PARALLÈLES 

BASÉE  SUR  UN  POSTULAT  PLUS  ÉVIDENT  QUE  CEUX  EMPLOYÉS 

ORDINAIREMENT 


Considérations  générales.  —  L'impossibilité  d'établir  la 
Théorie  des  parallèles  sans  introduire  dans  la  Géométrie 
un  nouveau  postulat,  destiné  à  déterminer  une  espèce 
dans  la  classe  qui  correspond  aux  autres  postulats  plus 
généraux  de  cette  science,  est  depuis  quelques  années  un 
fait  définitivement  acquis.  La  Métagéométrie  est  arrivée  à 
reléguer  les  chercheurs  actuels  de  la  démonstration  du  pos- 
tulat d'Euclide  au  même  rang  que  ceux  qui  épuisent  leur 
énergie  dans  la  recherche  de  la  quadrature  du  cercle  ou  du 
mouvement  perpétuel;  elle  a  démontré  que  le  postulat  en 
question  n'est  pas  une  conséquence  des  autres  postulats,  et 
que,  partant,  il  n'est  pas  réductible  en  ceux-ci. 

Certes,  pour  ceux  qui  n'ont  pas  pénétré  ou  compris  l'en- 
seignement et  les  résultats  de  la  Métagéométrie,  il  en  coûte 
de  renoncer  à  la  recherche  de  la  démonstration,  car  il  leur 
suflit,  pour  se  résoudre  à  continuer  leurs  investigations,  de 
se  faire  la  réflexion  suivante:  «comment  peut-on  soutenir 
qu'il  pourrait  se  faire  que  par  un  point  pris  sur  un  plan,  on 
piit  mener  une  infinité  de  droites  n'en  rencontrant  pas  une 
autre  située  dans  le  même  plan,  ou  que  la  somme  des  angles 
d'un  triangle  ne  fût  pas  égale  à  deux  droits  ?  Gela  doit  être  ou 
ne  pas  être,  mais  cela  ne  saurait  dépendre  de  la  fantaisie  de 
personne  »^  Ne  nous  étonnons  pas,  après  cela,  qu'il  y  ait  en- 
core des  gens  qui  recherchent  la  démonstration  du  fameux 
postulat;  mais,  nous  l'avons  dit,  il  n'y  a  actuellement  plus  de 
doutes  à  ce  sujet  ;  aussitôt  qu'on  arrive  à  la  Théorie  des  pa- 
rallèles, on  est  obligé  d'introduire  dans  la  géométrie  ordi- 
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naire  un  postulat  nouveau  qui  la  distingue  des  géométries 
nommées  non-euclidiennes. 

Ce  postulat  est  ordinairement  connu  sous  le  nom  du  géo- 
mètre grec  Euclide,  le  premier  qui  semble  Ta  voir  introduit; 
mais  souvent  on  le  formule  d'une  façon  différente  de  celle 
qu'employa  celui  qui,  avec  Hipparque,  donna  tant  d'éclat  à 
TEcole  d'Alexandrie  et  aux  règnes  des  premiers  des  Lagides. 
Euclide  énonça  son  postulat  ainsi: 

Si  une  droite  tombant  sur  deux  droites  fait  les  angles  in- 
térieurs du  même  côté  plus  petits  que  deux  droits,  les  deux 
droites  prolongées  à  l'infini  se  rencontreront  du  côté  oii  les 
angles  sont  plus  petits  que  deux  droits^. 

Or,  on  simplifie  considérablement  le  langage  tout  en  donnant 
au  postulat  un  sens  très  net  et  facile  à  saisir  en  l'énonçant  ainsi  : 

Par  un  point  donnéy  on  ne  peut  mener  qu  une  seule  droite  qui 
ne  rencontre  pas  une  autre  droite  coplanaire  également  donnée. 

On  peut  dire  aussi  : 

Deux  droites,  une  oblique  et  Vautre  perpendiculaire  à  une 
droite  donnée,  dans  un  plan,  se  rencontrent  nécessairement. 

Ou  bien  encore  comme  Legendre: 

La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  est  égale  à  deux 
angles  droits. 

Il  est  aisé  de  se  convaincre  que  ces  quatre  énoncés  sont 
équivalents,  mais  il  est  aussi  manifeste  qu'ils  possèdent  un 
différent  degré  d'évidence  ;  le  dernier  a  tout  l'air  d'un  théo- 
rème à  démontrer,  et  de  fait  il  a  été  toujours  considéré  comme 
tel  ;  le  premier  n'a  pas  le  même  caractère,  mais  il  n'en  vaut 
guère  mieux  étant  encore  trop  compliqué. 

Si  l'on  avait  à  choisir,  on  pourrait  opter  entre  le  deuxième 
ou  le  troisième,  énoncé. 

Mais  encore,  possèdent-ils  le  degré  d'évidence  que  l'on  doit 
exiger  d'un  axiome  géométrique  ?  il  n'y  a  pas  à  balancer  pour 
répondre.  Prenons  par  exemple  le  troisième  énoncé  ;  pour  si 
peu  que  l'on  réfléchisse  sur  ce  qu'il  avance,  on  est  aussitôt 
assailli  par  ce  doute  :  qui  nous  assure  que  la  rencontre  des 
deux  droites  se  vérifiera  lorsque  cette  rencontre,  si  elle  existe, 


>  Les  Eléments  de  GèomètrU  d'EucUde,  traduction  de  F.  Poyrad.  Page  6,  1804. 
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se  produit  au  delà  du  champ  où  il  nous  est  permis  d'opérer? 
Assurément,  Texpérience  nous  fait  voir  que  si  Fangle  aigu  que 
fait  Toblique  ne  dépasse  pas  une  certaine  valeur,  la  rencontre 
a  lieu,  puisqu'il  nous  est  possible  de  la  constater  dans  notre 
champ  d'observation;  mais  cette  preuve  nous  manque  quaiid 
Tangle  aigu  commence  à  s'approcher  d'un  angle  droit,  c'est- 
à-dire  au  moment  le  plus  important,  car  l'on  sait  que  quand 
cet  angle  devient  droit,  la  rencontre  est  impossible.  Lors  même 
que  l'on  disposerait  d'appareils  d'une  perfection  indéfinie, 
qui  nous  permettraient  d'observer  un  rapprochement  entre 
les  deux  droites  pour  un  angle  aigu  si  peu  différent  d'un  droit 
à  volonté,  on  ne  serait  pas  autorisé  à  affirmer  la  rencontre  de 
ces  deux  droites,  car  rien  ne  nous  prouve  que  deux  droites 
ne  peuvent  se  rapprocher  indéfiniment,  comme  un  arc  d'hy- 
perbole de  très  grande  excentricité  (lequel  ressemble,  à  s'y 
méprendre,  à  un  segment  de  droite)  avec  son  asymptote. 

La  même  argumentation  peut  s'appliquer  aussi  au  dernier 
énoncé;  aucune  expérience  ne  peut  nous  conduire  à  acce|)ter 
ceque  ce  postulat  établit  et  partant,  il  lui  manque,  ainsi  qu'aux 
autres  énoncés,  le  degré  d'évidence  qu'on  doit  exiger  d'un 
axiome  géométrique. 

11  convient  donc  de  chercher  un  énoncé  du  postulat  fonda- 
mental de  la  théorie  des  parallèles,  possédant  un  plus  grand 
degré  d'évidence.  Mais  auparavant  il  est  bon  de  se  demander 
si  la  définitiorî  que  Ton  donne  aux  droites  parallèles  est  irré- 
prochable, car  s'il  est  vrai  que  les  définitions  de  mots  sont 
arbitraires,  encore  faut-il  qu'elles  impliquent  la  possibilité 
de  l'objet  défini,  ainsi  que  l'expérience  de  ce  même  objel. 
Deux  droites  parallèles,  dit-on,  sont  celles  qui,  tout  en  étant 
dans  un  même  plan,  ne  peuvent  se  rencontre i*  si  loin  qu'on 
les  prolonge. 

Or  comment  vérifier  si  cela  a  lieu,  excepté  dans  des  cas 
très  spéciaux  ?  Cette  définition  ne  nous  donne  non  plus  au- 
cune idée  de  la  manière  dont  se  comportent  les  deux  droites 
à  mesure  qu'on  les  prolonge  ;  se  rapprochent-elles  ou  s'éloi- 
gnent-elles indéfiniment  ?  Se  maintiennent-elles  à  la  même 
distance  ?  11  est  vrai  que  le  postulat  que  l'on  introduit  ensuite 
élimine  ce  dernier   doute,  mais  encore  ce  postulat  doit  être 

L'Eosoignement  mallx'm.,  €•  année;  l!)Oi.  '* 


50  C.'C.  DASSEN 

tiré  de  l'expérience,  et  partant,  il  ne  pourra  jamais  offrir  le 
degré  d'évidence  voulue,  si  la  définition  donnée  aux  droites 
parallèles  rend  cette  expérience  impossible.  On  est  donc 
porté  à  étal)lir  que  si  les  énoncés  des  postulats  cités  plus 
haut  ne  possèdent  pas  l'évidence  que  Ton  doit  exiger  d'un 
axiome  géométrique,  c'est  que  la  définition  donnée  aux  droi- 
tes parallèles  rend  cette  qualité  impossible.  Ce  n'est  donc 
pas  une  définition  heureuse,  et  du  reste  elle  n'est  pas  d'ac- 
cord avec  le  sens  étymologique  du  mot  défini  (Trapâl/îîAs;- 
a;,  ovi  qui  signifie,  en  regard,  à  côté  l'un  de  l'autre  (7ra/oa,  à  côté 
aklnloq,  Tun  de  l'autre)  et  qui  correspond  mathématiquement 
au  terme  équidistant  ;  or  s'il  est  vrai  que  deux  droites  qui  se 
maintiennent  à  la  môme  distance  (en  supposant  un  sens  pré- 
cis à  ce  mot)  ne  peuvent  assurément  se  rencontrer,  il  ne  s'en 
déduit  pas  que  deux  droites  coplanairesqui  ne  se  rencontrent 
pas  doivent  nécessairement  se  maintenir  à  la  même  distance; 
donc,  la  définition  dit  plus  que  l'étymologie  du  mot  défini. 
Du  reste  ce  manque  de  conformité  absolu  entre  le  sens  que 
l'on  donne  à  un  mot  et  celui  de  son  étymologie  n'est  pas 
exclusif  à  notre  cas,  au  contraire,  c'est  un  fait  presque  géné- 
ral et  du  reste  assez  indifférent,  aussi,  si  nous  le  citons  ici 
c'est  moins  pour  le  faire  ressortir  que  parce  que  justement  la 
solution  de  la  difficulté  qui  nous  occupe  s'obtient  en  conser- 
vant au  mot  parallèle  sa  signification  étymologique.  Les 
droites  parallèles  seront  définies  connue  des  droites  équidis- 
tantes^  toutefois  après  avoir  précisé  le  sens  mathématique  do 
l'équidistance  de  deux  droites. 

Fleury  est,  à  ma  connaissance,  le  premier  qui  ait  mis  la 
main  sur  la  solution  de  la  difficulté.  Dans  son  opuscule  La 
Géométrie  affranchie  du  postulatuni  d'Eaclide  il  appelle  droi- 
tes |)arallèles,  des  droites  équidislantes  et  il  dit:  «Si  Euclide 
avait  posé  cet  axiome  :  Lorsque  deux  droites  situées  dans  le 
même  plan  se  rapprochent  dans  un  sens,  elles  s'éloignent 
dans  le  sens  opposé,  il  est  certain  que  personne  ne  l'aurail 
contesté,  et  comme  on  en  déduit  facilement  qu'une  droite 
peut  avoir  tous  ses  points  à  égale  distance  d'une  autre,  notre 
théorie  des  parallèles  se  trouverait  ainsi  à  l'abri  de  tout  re- 
proche. «  Je  ne  connais  aucun  traité   de   Géométrie  qui,  de- 
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puis  lors,  ait  suivi  de  si  jusles  observations,  ni  qui  en  ait 
même  fait  mention,  aussi  est-ce  avec  une  légitime  satislaclion 
<|ue  j'ai  vu  que  M.  de  Freycinet,  dans  son  récent  ouvrage  UEx- 
périence  en  Géométrie^  se  rallie  à  la  formule  de  Fleury  (quoi- 
iju'il  ne  cite  pas  cet  auteur).  L'autorité  de  M.  de  Freycinet 
permet  de  supposer  que  ce  postulat,  ainsi  accepté,  aura  Tave- 
nir  qui  lui  correspond.  Les  avantages  que  Ton  obtiendra  en 
Tadoptant  sont  les  suivants  : 

D^abord,  son  énoncé  permet  un  contrôle  expérimental,  il 
n'exige  pas  de  sortir  de  notre  champ  ordinaire.  Etant  don- 
nées deux  droites  coplanaires,  nous  menons  par  divers  points 
de  Tune  d'elles  des  perpendiculaires  à  Tautre  et  nous  mesu- 
rons les  segments  de  ces  perpendiculaires  compris  entre 
l'une  et  Fautre  droite,  nous  constatons  que  si,  en  marchant 
<lans  un  sens,  par  exemple  de  gauche  à  droite,  ces  segments 
<-ommencent  à  augmenter  de  longueur,  il  n'arrivera  jamais 
que  cette  longueur  commence  ensuite  à  diminuer  ou  de- 
meure constante.  Aucune  expérience  ne  venant  contredire 
i-ette  loi,  on  est  naturellement,  et  sans  aucune  difficulté, 
porté  à  l'accepter  comme  évidente,  qu'elles  que  soient  les 
droites,  et  j)our  n'importe  quelle  grandeur  du  champ. 
C'est  justement  ce  qui  n'arrivait  pas  avec  les  autres  énoncés 
<lu  postulat  fondamental,  entre  autres  celui  donné  parEuclide, 
c«ir  tous  ces  derniers  impliquent  la  notion  de  l'infini  partant 
de  l'indéterminé,  notion  qui  rend   impossible  Texpérience. 

In  autre  avantage  du  nouveau  postulat,  c'est  qu'on  en  dé- 
duit aisément  l'existence  de  dr*oiteséquidistaiites,  c'est-à-dire 
telles  que  tous  les  points  de  l'une  sont  à  égale  distance  de 
l'autre  ;  or,  ces  droites,  que  l'on  nommera  parallèles^  imi)li- 
qiient  un  concept  bien  j)Ius  familier  que  celui  qui  sert  à  dé- 
finir, sous  ce  nom,  des  droites  qui  ne  j>euvent  se  couper 
si  loin  qu'on  les  prolonge.  Duhamel  *  dit  à  ce  sujet  :  «  A  quel 
enfant  ne  s'est  pas  présentée  l'idée*  de  deux  droites  partout 
également  distantes?  »  L'auteur  cité  plus  haut  dit  aussi  ^: 
«  Qu'on  demande  à  une  personne  peu  familiarisée  avec  les 
spéculations  géonu^triques  et  qui  en    connaît    seulement  les 
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idées  générales,  qu'on  lui  demande  de  tracer  deux  parallèles. 
Elle  n'aura  pas  d'hésitations.  Après  avoir  décrit  une  pre- 
mière droite,  elle  s'appliquera,  si  elle  n'a  à  sa  disposition 
qu'une  règle,  à  placer  celle-ci  de  manière  qu'elle  ne  penche 
ni  d'un  côté  ni  de  l'autre,  ou  que,  sur  sa  longueur,  elle  lui 
paraisse  à  la  même  distance  de  la  droite  tracée.  Pour  cett<* 
personne,  deux  parallèles  se  reconnaissent  à  ce  signe  qu'e/Ze^ 
sont  partout  à  la  même  distance. 

Finalement  avec  cette  définition  de  droites  parallèles  on 
évite  vxxïQ:  singulière  anomalie  dans  la  méthode  de  la  géomé- 
trie élémentaire.  En  effet,  toutes  les  définitions  qui  se  ren- 
contrent dans  les  textes:  angles,  perpendiculaires,  bissec- 
trices, médianes,  etc.,  etc.,  se  représentent  dans  le  fini,  quoi- 
que quelques-uns  de  ces  faits  géométriques  puissent  s'éten- 
dre indéfiniment;  pour  les  comprendre  et  les  étudier  il  nous 
suffit  de  notre  champ  d'observation.  En  arrivant  à  la  théorie 
des  parallèles,  la  méthode  change  brusquement,  on  fait  in- 
tervenir l'infini,  c'est-à-dire  Tindéterminé  ;  l'expérience  est 
rendue  impossible,  notre  champ  d'observation  ne  sert  plus  à 
rien,  de  sorte  que,  rigoureusement  parlant,  sauf  des  cas  très 
spéciaux,  il  n'y  a  plus  d'évidence  possible.  Cela  n'arrive  pas 
en  définissant  le  parallélisme  par  l'équidistance. 

Indiquer  de  quelle  manière  la  Théorie  des  parallèles  peut 
être  présentée  dans  l'enseignement  de  la  géométrie  élémen- 
taires euclidienne,  en  prenant  comme  point  de  départ  le  nou- 
veau postulat  indiqué,  —  tel  est  l'objet  de  celte  contribution. 
Il  est  vrai  que  Fleury  l'a  déjà  fait,  mais,  pour  plusieurs  rai- 
sons, son  exposé  laisse  à  désirer;  d'abord  il  est  trop  compli- 
(|ué,  —  grave  défaut,  —  ensuite,  le  postulat  n'est  pas  expres- 
sément énoncé  dans  le  texte;  finalement,  dans  sa  préoccu- 
pation de  trouver  faux  le  postulat  d'Euclide,  il  omet  de  par- 
ler des  droites  fixes  coplanaires  qui  ne  se  rencontrent  pas, 
de  sorte  qu'il  laisse  vide  dans  sa  Géométrie  tout  ce  qui  se 
relationne  avec  ces  sortes  de  droites.  En  un  mol,  il  ne  dé- 
montre pas  l'équivalence  du  nouveau  postulat  avec  celui 
d'Euclide;  or,  il  est  juste  d'observer  à  ce  sujet  que,  en  par- 
lant du  postulat  du  géomètre,  on  démontre  que  les  droites 
fixes  coplanaires  qui  ne  se  coupent  pas,  sont  équidistanles. 
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donc,  inversement,  en  partant  dn  nouveau  postulat  il  y  a 
tout  intérêt  à  démontrer  <jue  toute  droite  fixe  qui  ne  coupe 
pas  une  autre  caplanaire  également  fixe,  est  nécessaire- 
ment parallèle  à  celle-ci  dans  la  nouvelle  acception  du  mot, 
c'est-à-dire  qu'elles  sont  équidistantes.  —  Une  fois  cette  par- 
faite équivalence  des  deux  postulats  démontrée,  il  n'est  plus 
nécessaire  de  remanier  la  partie  de  la  théorie  des  parallèles, 
telle  que  Ta  laissée  Euclide,  dans  ce  qui  suit  cette  démons- 
tration. Comme  le  concept  de  droites  fixes  coplanaires  qui 
ne  se  rencontrent  pas  si  loin  qu'on  les  prolonge,  est  sans 
contredit  plus  général,  en  principe,  que  celui  de  droites 
équidistantes,  il  y  a  tout  intérêt  à  ramener  au  plus  tôt  la 
théorie  nouvelle  à  l'ancienne. 

Dans  notre  exposé,  nous  avons  justement  complété  et  per- 
fectionné l'œuvre  de  Fleury;  comme  Ton  verra,  c'est  bien 
ce  qu'il  y  a  à  remanier  pour  baser  la  Théorie  des  paral- 
lèles sur  le  nouveau  postulat,  aussi,  nous  aimons  à  croire 
que  les  auteurs  futurs  de  textes  de  Géométrie  n'auront  au- 
cune raison  sérieuse  pour  ne  pas  accepter  la  réforme,  sur- 
tout à  des  époques  où  l'étude  des  postulats  fondamentaux 
de  la  Géométrie  a  été  poussée  si  loin. 

Ces  explications  données,  nous  entrons  en  matière. 

Exposé  —  1.  L'expérience  nous  démontre  que,  étant  donné 
deux  droites  fixes  dans  un  plan,  si  l'on  mesure  les  dislances 
des  points  de  Tune  des  droites  à  l'autre  droite,  et  que  l'on 
conslate  que  ces  distances  commencent  à  augmenter  ou  dimi- 
nuer, elles  ciintinueront  à  varier  de  la  même  manière,  pourvu 
<[ue  l'on  marche  dans  un  même  sens.   On  peut  donc  établir: 

Postulat  fondamental.  Dans  un 
plan,  une  droite  qui  a  commencé  par 
s'éloigner  d'une  autre,  ne  peut  pas  en- 
suite s'en  rapprocher,  et  réciproque- 
nient. 

Théorème  I.  —  D'après  cela,  con- 
sidérons deux  droites  a  et  b  perpen- 
diculaires à  une  troisième  c;  le  seg-  p.    ^ 
ment  MN  de  c  (fîg.  1)  compris   entre 
a   et   b  indique    évidemment   la  distance    du    point  M   à  la 
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droite  a  et  du  point  N  à  la  droite  b.  Nous  allons  démonti-er 
que  la  distance  AB  d'un  point  quelconque  A  de  Tune  des 
droites,  la  a  par  exemple  à  Tautre  droite,  est  néces- 
sairement égale  à  MN  ;  supposons  que  AB^MN  ;  dou- 
blons la  figure  autour  de  c  comme  axe  jusqu'à  ce  que  la  par- 
lie  gauche  du  plan  vienne  sur  la  droite;  les  droites  a  q\  b 
étant  perpendiculaires  à  Taxe  de  rotation,  le  point  B  viendra 
en  B',  le  point  A  en  A',  de  telle  manière  que  Ton  ait  AM= 
A'M,  BN=B'N;  la  droite  A'B'  étant  perpendiculaire,  au 
point  A',  à  la  droite  «,  et  du  moment  que  Ton  a  aussi  A'B'^ 
MN,  il  eu  résulterait  que  la  droite  a,  du  point  A  au  point  M 
aurait  commencé  par  s'éloigner  ou  s'approcher  de  la  droite  6, 
tandis  que  du  point  M  au  point  A'  elle  se  serait  approchée 
ou  éloignée;  or,  ceci  est  contraire  au  postulat  fondamental; 
donc  il  faut  que  AB==:MN.  Il  résulte  par  conséquent  que» 
tous  les  points  de  Tune  quelconque  des  droites  a  ou  b  sont 
équidistant  de  l'autre  droite.  Deux  droites  satisfaisant  à  ces 
conditions  seront  nommées  équidis tantes  ov\ parallèles.  Donc: 
Deux  droites  perpendiculaires  à  une  troisième  sont  parallèles. 

Théorème. II.  —  Si  deux  droites  sont  parallèles,  toute 
droite  perpendiculaire  à  l'une  d'elles  l'est  aussi  à  l'autre. 

Supposons  que  les  droites  a  e{  b  soieni  parallèles  o\\  é(/ui- 
distantes^  il  s'agit  de  démontrer  que  toute  droite  c  par  exem- 
ple (fig.  l)  qui  est  perpendiculaire  à  l'une  d'elles,  b  par 
exemple,  au  point  quelconque  N  est  aussi  perpendiculaire  à 
l'autre.  Prenons  de  chaque  côté  de  N  les  points  B  et  B'  à 
égale  distance  de  N,  menons  ensuite  les  perpendiculaires 
BA  et  BA'  à  la  droite  b;  puisque  les  droites  «  et  é  sont  pa- 
rallèles, on  aura  AB=A'B'.  Donc  si  l'on  fait  tourner  la  fi- 
gure autour  de  c,  comme  au  théorème  antérieur,  le  point  A 
se  confondra  avec  A';  donc,  les  angles  NMA  et  NMA'  sont 
égaux  et  les  droites  a  ei  c  sont  perpendiculaires. 

CoROLLAiHE.  —  Deux  droitcs  b  et  c  parallèles  à  une  troi- 
sième d  sont  parallèles  entre  elles.  Car,  si  l'on  mène  la  droite 
m  perpendiculaire  à  rf,  cette  droite  est,  en  vertu  du  théorème 
démontré  plus  haut,  perpendiculaire  aux  droites  i  et  r: 
donc  ces  deux  dernières  sont  parallèles  (Théorème  I). 

2.  Le  théorème  II  précise  le  sens  mathématique  du  concept 
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Fig.  2. 


(réquidistaiice  de  deux  droites;  le  fait  pour  ces  sortes  de 
droites,  d'avoir  des  perpendiculaires  communes,  et  des  seg- 
ments égaux  de  celles-ci  compris  entre  les  deux  droites,  jus- 
tifie le  nom  qu'on  leur  a  donné. 

Théorème  III.  —  Deux  droites  fixes  coplanaires  qui  ne  peu- 
vent se  rencontrer,  si  loin  qu'on  les  prolonge,  sont  nécessai- 
rement équidistantes  ou  parallèles. 

Supposons  que  les  droites  fixes 
«  et  6  (fig.  2)  ne  puissent,  pour  une 
raison  quelconque,  se  rencontrer 
si  loin  qu'on  les  prolonge,  il  s'agit 
de  prouver  qu'elles  doivent  forcé- 
ment être  équidistantes.  En  eflet, 
supposons  qu'elles  ne  le  fussent, 
il  y  aurait  alors  deux  points  A  et  B 
de    l'une  d'elles,   b  par  exemple, 

tels  que  leurs  distances  iVD,BE  à  l'autre  droite  seraient 
inégales;  supposons  que  AD>BE;  alors,  d'après  le  pos- 
tulat fondamental,  si  Ton  prend  une  distance  EF=DE  et 
que  Ton  tire  la  perpeudiculaire  FC  à  la  droite  «,  il  faut  que 
Ton  ait  EB>CF;  donc,  si  des  points  B,C  on  mène  les  per- 
pendiculaires MP,CN  aux  droites  parallèles  AD,BE,CF 
(théorème  II),  le  point  N  tombera  entre  B  et  E,  puisque,  les 
droites  NC  et  EF  étant  parallèles,  on  doit  avoir  CF=NE.  Du 
parallélisme  des  droites  MP  et  NC  (théorème  I)  on  tire  BN= 
PC;  mais  BP=NC=EF=DE=MB;  donc  les  triangles  BCN 
et  BCP  sont  égaux  (ils  ont  les  trois  côtés  respectivement 
égaux):  donc  Tangle  BCN  =  l'angle  CBP  =  l'angle  ABM. 
Les  triangles  rectangles  ABM  et  BCN  ayant  un  angle  aigu  et 
un  côté  égaux,  sont  égaux,  et  on  en  déduit  que  AM  =  BN.  La 
droite  b  s'approche  donc  de  la  droite  a  de  quantités  égales 
AMBN,  pour  des  distances  égales  DE,  EF  prises  sur  la  droite 
fl  et  comme  ces  droites  sont  fixes,  elles  finiront  nécessaire- 
ment par  se  rencontrer,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

3.  De  ce  théorème  il  résulte  que  nos  droites  équidistantes 
ou  parallèles  sont  bien  les  droites  parallèles  telles  qu'on  les 
définit  ordinairement.  La  Théorie  des  parallèles  peut  donc 
se  continuer  comme  le  fit  Euclide,  en  donnant  au  mot  parai- 
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lèle  lo  KCMis  que  lui  donna  relui-ci.  Naturellement  le  postulat 
ancien  esl  maintenant  un  théorème  à  démontrer;  nous  le  fe- 
rons en  employant  Ténoncé  le  plus  simple. 

Théorème  IV.  —  Dans  un  plan,  par  un  point  donné,  on 
ne  peut  mener  quune  droite  parallèle,  cest-à-dire  qui  ne 
puisse  rencontrer  une  autre  droite  également  donnée. 

^  Soit  le   point  P  et  la  droite  a  (fig.  3j. 

Il   est   évident,   tout   d'abord,   que  Ton 

^       peut    mener  par  P  une   droite  de  cette 

espèce,  car,  il  suffit  de  tirer  la  perpen- 
diculaire 6  à  la  droite  a  par  P,  puis,  par 
le  même  point,  la  perpendiculaire  c  à  b. 
Les  droites  «  et  c  sont  parallèles  d'après 
les  théorèmes  I  et  III.  Mais,  cette  droite 

Fig.  3. 

est  unique,  car  d'après  le  théorème  II, 
une»  aulre  droite  quelconque  qui  remplirait  cette  condition 
devrait  être  aussi  perpendiculaire  à  la  6  au  point  P,  comme 
la   perpendiculaire  c  est   unique,  le  théorème  est  démontré. 

Considérations  finales.  —  La  théorie  basée  sur  le  nouveau 
postulat  comporte  donc  un  théorème  de  plus  que  la  théorie 
ordinaire,  c'est  le  théorème  III,  car  le  théorème  IV  est  com- 
pensé par  le  postulat  fondamental  que  l'on  n'est  pas  obligé 
de  démontrer  comme  dans  la  théorie  ordinaire.  Mais  de  cette 
augmentation  d'un  théorènu»  —  d'une  démonstration  très 
simple  du  reste  —  on  esl  amplement  dédommagé  par  la  plus 
grande  évidence  obtenue  en  adoptant  le  nouveau  postulat;  il 
y  a  tout  intérêt,  par  conséquent,  à  adopter  ce  dernier. 

Kn  arrivant  à  la  Géométrie  dans  l'espace,  il  convient,  pour 
être  logique,  de  suivre  l'ordre  suivant  :  avant  de  définir  les 
plans  parallèles,  on  devra  établir  les  propriétés  des  plans  et 
des  droites  perpendiculaires.  On  fera  voir  ensuite  que  si  deux 
plans  sont  perpendiculaires  à  une  même  droite,  la  distance 
d'un  point  quelconque  de  l'un  d'eux  à  l'autre  est  constante  et 
égale  au  segment  de  la  perpendiculaire  donnée  comprise 
entre  les  deux  plans.  Cette  démonstration  se  fera  aisément  au 
moyen  de  plans  auxiliaires  que  l'on  fera  passer  par  la  per- 
pendiculaire en  question,  et  en  se  basant  sur  le  théorème  I. 
On    dira   alors  :  deux  plans  qui  réunissent   ces  conditions. 


LA  THÉORIE  DES  PARALLÈLES  57 

cesi-a-dire  tels  que  tous  les  points  de  l'un  quelconque  se 
trouvent  à  la  même  distance  de  l'autre,  seront  nommés  plans 
équidistants  ou  parallèles. 

On  démontrera  ensuite,  par  un  même  procédé,  que  si  deux 
plans  sont  équidistants,  toute  droite  perpendiculaire  à  Tun 
d'eux  Test  aussi  à  Fautre  (on  se  basera  sur  le  théorème  II). 

On  en  déduira  comme  corollaires  que  deux  plans  parallèles 
a  un  troisième  sont  parallèles  entre  eux,  et  que  par  un  point 
donné  on  ne  peut  mener  qu'un  seul  plan  parallèle  à  un  autre 
également  donné. 

Si  deux  plans  fixes  sont  équidistants,  toute  droite  siluée 
sur  un  de  ces  plaus  a  évidemment  tous  ses  points  équidis- 
tants de  l'autre  plan,  l'ne  droite  et  uu  plan  qui  se  trouvent 
réunir  cette  condition  d'équidistance  seront  nommés  droite 
et  plans  équidistants  ou  parallèles. 

Finalement,  en  se  basant  sur  le  théorème  III  on  démon- 
trera que  si  deux  plans  fixes,  ou  une  droite  et  un  plan  fixes, 
ne  peuvent  se  rencontrer  si  loin  qu'on  les  prolonge,  ils  sont 
nécessairement  équidistants,  ce  qui  permet  de  généraliser  le 
second  des  théorèmes  (celui  relatif  à  deux  plans  équidistants^. 
On  dira  :  si  deux  plans  fixes  ne  peuvent  se  rencontrer,  si  loin 
qu'on  les  prolonge,  toute  droite  perpendiculaire  àTun  d'eux, 
l'est  aussi  à  l'autre  ;  et  de  même  pour  les  deux  corollaires. 

Le  reste  de  la  théorie  se  poursuivra  comme  d'habitude  en 
tenant  compte  de  la  nouvelle  proj)riété  plus  générale  du  pa- 
rallélisme, lequel  implique  à  présent,  non  seulement  l'équi- 
distance  mais  aussi  la  non  rencontre,  sans  autre  condition  des 
droites  ou  plans  fixes  qualifiés  sous  le  nom  de  parallèles. 

Pour  ne  pas  choquer  les  habitudes,  il  serait  peut-être 
plus  convenable  de  conserver  au  mot  parallèle  le  sens  qu'on 
lui  a  toujours  donné;  et  alors,  on  n'emploirait  que  le  mot 
équidistant]\\^i\\i^  ce  que  l'on  ait  démontré  le  théorème  III  ; 
à  ce  moment  on  continuerait  avec  le  mot  parallèle.  De  même 
dans  la  Géométrie  dans  l'espace. 

Telle  est,  à  mon  avis,  la  manière  dont  il  convient,  aujourd'hui, 
de  présenter  la  Théorie  des  parallèles  dans  l'enseignement  de 
la  géométrie  euclidienne  élémentaire. 

C.-C.  Dasse^    Buenos-Ayres). 
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Congrès  international  des  mathématiciens  ;  Heidelberg. 

Nous  avons  publié,  dans  notre  numéro  de  juillet  1903  (pa^es  29<> 
et  297),  le  programme  du  3"**-*  Congrès  international  des  mathéma- 
ticiens, qui  aura  lieu  à  Heidelberg,  du  8  au  13  août  1904. 

I/appel  lancé  il  y  a  six  mois  par  le  Comité  d'organisation,  u 
réuni  357  adhésions  provisoires,  se  répartissant  comme  suit  : 
Allemagne  150  (avec  50  dames),  Autriche-Hongrie  31  (avec  12 
dames),  Belgique  5  (avec  5  dames),  Bulgarie  2  (avec  1  dame  . 
Danemark  5  (avec  1  dame),  Espagne  3,  France  33  (avec  21  dames  . 
Grèce  1,  Hollande  15  (avec  5  dames).  Iles  Britanniques  10  (avec  'i 
<lames),  Italie  21  (avec  0  dames),  Luxembourg  2,  Portugal  J,  Rou- 
manie 4,  Russie  21  (avec  9  dames),  Suède  et  Norvège  10  lavec  4 
dames),  Serbie  2,  Suisse  18  (avec  2  dames),  Amérique  17  avec  S 
dames),  soit  au  total  357  mathématiciens  (avec  134  dames). 

On  sait  qu'à  l'occasion  de  ce  Congrès  sera  organisé  la  célé- 
bration du  Centenaire  de  Jacobi;  c'est  M.  le  prof.  Koemcsbergkr 
(|ui  s'est  chargé  de  la  conférence  sur  son  illustre  compatriote.  A 
cùté  de  cette  étude  qui  figurera  à  l'ordre  du  jour  de  l'une  des  trois 
séances  générales,  celles-ci  comprendront  quatre  conférences  faites 
par  des  représentants  des  quatre  principales  langues  adoptées  pour 
le  Congrès,  l'allemand,  l'anglais,  le  français  et  l'italien  ;  le  confé- 
rencier de  langue  allemande  a  été  choisi  en  dehors  des  mathéma- 
ticiens de  nationalité  allemande.  Voici,  du  reste,  les  savants  qui 
ont  bien  voulu  se  charger  de  ces  conférences  :  ce  sont  MM.  Wih- 
TixGER,  Greknhill,  Darbol'x  et  Segre. 

Nous  rappelons  que  toutes  les  communications  et  demandes  de 
renseignements  concernant  le  Congrès  doivent  être  adressées  à 
M.  le  Prof.  D"*  Krazer,  Karlsruhe,  i.  B.,  Westendstr,  57. 

Congrès  international  des  Sciences  et  des  Arts,  S^- Louis,  Etats-Unis. 

Le  Congrès  international  des  Sciences  et  des  Arts  qui  sera 
organisé  à  S'-Louis,  à  l'occasion  de  l'Exposition  universelle,  com- 
mencera le  19  septembre  1904  et  durera  une  semaine.  H  sera  pré- 
sidé par  M.  le  professeur  Simon  Newcomb.  Suivant  la  nature  des 
communications,  les  séances  de  sections  auront  lieu  séparément 
ou  en  commun  avec  d'autres  congrès  ou  sociétés.  D'après  le  pro- 
gramme provisoire,  les  branches  appartenant  aux  Sciences  et 
ArtSy  ont  été  réparties  en  sept  divisions,  vingt-six  départements 
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et  cent  trente  et  une  sections.  Les  Mathématiques  comprennent 
trois  sections:  1.  Algèbre  et  Analyse;  2.  Géométrie  ;  .'ï.  Mathé- 
matiques appliquées. 

Dans  chaque  section,  il  sera  présenté  deux  rapports,  Tun  sur 
les  liens  entre  la  branche  envisa|jfée  et  les  branches  qui  s'y  ratta- 
chent, Tautre  sur  les  problèmes  de  Theure  actuelle.  Comme  pré  lace  à 
ces  rapports,  au  nombre  de  322  en  tout,  figurera  celui  que  le  prési- 
dent du  (Congrès  consacrera  aux  relations  entre  les  progrès  de  la 
science.  Ces  mémoires  seront  publiés  dans  les  comptes  rendus  du 
Congrès. 

ALLEMAGNE 

Congrès  des  mathématiciens  allemands;  Cassell903.—  La  der- 
nière réunion  annuelle  de  l'Association  des  mathématiciens  alle- 
mands (Deutsche  Mathematiker-  Vereinigung)  a  eu  lieu  à  (^assel  du 
20  au  25  septembre  1903;  le  comité  d'organisation  était  présidé 
par  M.  Eberhard  (^assel),  tandis  que  l'Association  avait  pour 
président  M.  le  prof.  F.  Klein. 

Les  communications  scientifiques,  au  nombre  de  31,  ont  été 
réparties  sur  six  séances.  De  nouveaux  rapports  sont  venus  aug- 
menter la  collection  de  ces  importants  travaux  auxquels,  depuis  sa 
fondation,  l'Association  voue  une  attention  toute  particulière;  on 
les  trouvera  dans  la  liste  ci-<lessous  des  communications  mathé- 
mathiques  présentées  à  Cassel. 

1.  ScHRFFERS,  Damistadt)  :  Sophus  Lie  Rapport). 

2.  Fricke  Braunschweigj:  Sur  de  récents  programmes  et  manuels 
anglais  traitant  des  mathématiques  élémentaires  iRapporl). 

3.  Lampe  (Berlin)  :  Hamburger  (nécrologie). 

4.  (iEissler  (Charlottenburg)  :  Les  bases  des  géométries  non- 
euclidiennes  établies  à  l'aide  de  considérations  sur  Tinlini. 

5.  Mehmkë  (Stuttgart)  :  Contribution  à  la  (Cinématique  et  à  la  Dy- 
namic|ue. 

0.  \V.  Fr.  Meyer  «Kœnigsberg)  :  Sur  une  relation  fondamentale 
de  la  théorie  des  surfaces  et  de  la  Mécanique. 

7.  Hamel  iKarlsruhe)  :  Sur  la  signification  de  l'équation  di's 
propriétés  de  transitivité  d'après  Lagrange. 

8.  HiLBERT  (Gottingue;  :  Sur  la  Mécanique  du  continu, 
î).  MiNKovvsKi  ((iottinguei  :  Sur  la  capillarité. 

10.  BoLTZMANN  (Vienne)  :  Sur  les  compléments  qu'exigent  les 
équations  de  Lagrange  pour  des  coordonnées  non  holonomes. 

11.  BcRKHARDT  iZurichi  :  Remise  d'un  rapport  sur  le  développe- 
ment d'après  des  fonctions  oscillantes. 

12.  ScHOEXFLiEss  (Kœnigsbcrg»  :  Sur  Vnnalysis  sitits, 

13.  Bernstein  I Halle I  :  Sur  des  corps  abéliens  sans  ramilications 
KlassenkOrperi  dans  un  domaine  fondamental  imaginaire. 
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14.  Wellsteix  ^Giesseii)  :  Bases  d'une  théorie  arithmétique  des 
fonctions  algébriques  à  une  variable. 

15.  Blumenthal  (Gottingue):  Sur  des  fonctions  abéliennes  et  des 
fonctions  modulaires  à  plusieurs  variables. 

16.  ScHOUTE  (Groningue)  :  Considérations  sur  le  contenu  du 
prismatoïde  à  n  dimensions. 

17.  JuEL  (Copenhague):  Volumes  de  la  pyramide. 

18.  Heffter  (Bonn)  :  Sur  le  système  didactique  de  la  Géométrie, 
surtout  dans  la  méthode  analytique. 

19.  LiEBMANN  (Leipzig)  :  Démonstration  générale  d'un  théorème 
<le  Minding  sur  la  non  déformabilité  de  surfaces  convexes  fermées. 

20.  WiEXER  iDarmstadt)  :  Le  problème  des  normales  des  sections 
coniques. 

21.  Maschke  (Chicago!  :  Sur  des  invariantes  de  formes  difTéren- 
tielles  quadratiques. 

22.  Wiener  (Darmstadti  :  Présentation  de  quelques  modèles 
géométriques. 

Les  trois  communications  suivantes,  23,  24  et  25  ont  été  présen- 
tées dans  la  séance  commune  entre  les  mathématiciens  allemands 
et  la  section  des  sciences  naturelles  du  Congrès  des  naturalistes 
allemands  auxquels,  comme  par  le  passé,  les  premières  ont  Tha- 
bitude  de  se  joindre;  cette  séance,  présidée  par  M.  Nernst  (Gôttin- 
guei,  avait  pour  objet:  les  résultats  fournis  par  les  sciences  natu- 
relles et  les  buts  de  la  Mécanique  moderne. 

23.  ScHWARzscHiLD  (Gottinguc)  :  Mécanique  astronomique. 

24.  Sommerfeld  (Aix-la-Chapelle)  :  Mécanique  technique. 

25.  Fischer  (Leipzig)  :  Mécanique  physiologique. 
Puis  viennent,  dans  la  dernière  séance: 

20.  Cantor  (Halle^  :  Remarques  sur  la  théorie  des  ensembles. 

27.  Staeckel  (Kiel'  :  Rapport  sur  la  mécanique  de  multiplicités 
à  plusieurs  dimensions. 

28.  Prandtl  (Ilannover)  :  Sur  la  torsion  de  tiges  prismatiques. 

29.  Man'no  (Dortmund;  :  Le  principe  de  la  réaction  (actio  par 
reactioni)  comme  base  de  la  théorie  des  forces. 

.30.  WiEN  (Wtirzburg)  :  Sur  les  équations  différentielles  de 
Télectrodynamique  pour  des  corps  en  mouvement. 

31.  Prandtl  (Hannover):  Sur  la  notation  uniforme  du  calcul 
vectoriel  dans  l'enseignement  technique  et  physique. 

Commissions.  —  1.  Cette  dernière  communication  a  eu  pour 
conséquence  la  nomination  d'une  commission,  composée  de 
MM.  Mehmke,  Praxdtl  et  Sommerfeld,  et  chargée  de  rapporter  sur 
cette  importante  question  à  la  prochaine  réunion. 

2.  La  commission  chargée  de  continuer  et  de  compléter  la  sta- 
tistique relatis>e  au  nombre  des  étudiants  en  niathé  ma  tiques  par- 
ticipant aux  cours,  séminaires,  examens,  etc.,  dans  les  universités 
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allemandes,  se  compose  actuellement  de  MM.  Gutzmer,  Loxdox, 

SCHOENFLIESS  Ct  TOPLITZ. 

3.  La  commission  charjçée  d'examiner  la  question  d'une  station 
centrale  de  bibliographie  acte  transformée  en  une  Commission  de 
Bibliographie  ;  elle  a  pour  mission  de  présenter  des  rapports  sur 
l'utilisation  des  bibliothèques  mathématiques  et  sur  les  moyens 
qui  permettraient  de  réunir  certains  ouvrages  rares  et  de  publier 
des  éditions  nouvelles;  elle  se  compose  de  MM.  CfUTZMER,  Félix, 

MiiLLER    et    WtVLI'FIXC;. 

AUTRICHE 

Université  de  Vienne.  —  Discours  du  Recteur  \  —  A  Toccasion 
de  son  installation  en  qualité  de  Recteur,  M.  le  prof.  d'Kscherich 
a  fait  un  remarquable  discours  sur  les  réformes  universitaires  en 
Autriche.  Nous  en  extrayons  les  passages  suivants  : 

«  Les  mathématiques,  pas  plus  que  toute  autre  science,  ne  peu- 
vent se  passer  d'hypothèses  ;  elles  sont  un  instrument  inappré- 
ciable de  compréhension,  surtout  en  ce  qui  concerne  les  sciences 
naturelles.  » 

«  Les  Universités  doivent  être  des  foyers  de  recherches  scienti- 
Hques  et  des  établissements  de  préparation  à  certaines  carrières  ; 
c'est  plutôt  cette  dernière  orientation  que  l'Etat  tend  à  leur  impri- 
mer. Pour  être  à  la  hauteur  des  taches  (jui  leur  sont  imposées,  les 
Universités  devront  de  nouveau  se  mettre  en  un  contact  vivi liant 
avec  la  civilisation  moderne.  Mais  elles  ont  cessé  d'être  ce  (pfel- 
les  étaient  jadis,  les  seuls  foyers  de  la  culture  intellectuelle:  la 
division  des  sciences  en  u  sciences  pures  »  et  «  sciences  appli- 
quées »  a  donné  lieu  à  la  création  iVEcoles  techniques  spéciales,  et 
ces  institutions  ont  atteint  de  nos  jours  un  niv(»au  tel,  qu'elles  ne 
dillerent  des  universités  ni  par  leur  fonctionnement  intérieur,  ni 
par  leur  organisation  extérieure.  La  façon  d'enseigner  la  science 
est  la  même  dans  c<»s  <leux  types  d'<inseignement  supérieur,  et  les 
Kcoles  polytechniques  ont  le  droit  de  conférer  des  grades  ou  di- 
gnités académiques  aussi  bien  que  les  Universités.  Si  d'un  cAté 
l'Kcole  polytechnique  ne  dote  pas  ses  élèves  de  la  culture  litté- 
raire propre  aux  humanités,  de  l'autre  la  culture  (|ui  est  le  produit 
<le  l'enseigniMnent  des  «  Universités  »  ne  sufïit  plus  à  faire  com- 
prendre à  la  jeunesse  des  écoles  dans  toute  leur  étendue,  la  civili- 
sation et  les  Ijesoins  nationaux.  U/est  ce  qui  nous  autorise  à  espé- 
rer de  bons  résultats  de  la  fusion,  en  Autriche,  d'«  Kcoles  poly- 
techniques et  d'Universités  »,  tel  que  cela  a  été  réalisé  ailleurs;  en 
attendant  il  y  a  lieu  de  solliciter  la  création,  dans  les  Universités 
existantes,  <le  chaires  de    (lèomètrie   descriptis'e^  de    laboratoires 


*  Ce  discours  »o  truiive  reproduit  in-oxtonso  dans  le  Jahrcshcricht  drr  Drutschen  Mathcma- 
tiker-Vereinigti/tg,  p.  572-588.  t.  12,  1903. 
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ailectés  à  V Electrotechniqne  et  à  la  Physique  ie clinique  [Qomxwe  par 
exemple  à  Gottinguc).» 

Nominations.  —  D"*  K.  Petk,  professeur  au  gymnase  et  prival- 
clocent  à  l'Université  de  Brunn,  a  été  nommé  professeur  extraor- 
dinaire de  mathématiques  à  l'Université  tchèque  de  Prague.  — 
1)'"  WiKTix(;En,  professeur  ordinaire  à  l'Université  d'innsbruck,  a 
été  nommé  professeur  ordinaire  à  l'Université  de  Vienne,  en  rem- 
placement du  professeur  Gegenbauer,  décédé. 

Ecole  polytechnique  de  Vienne.  —  C'est  le  2k  octobre  qu'a  été 
inauguré  à  Vienne  r<(  Institut  électrotechnique  »  de  l'Ecole  poly- 
technique. Magistralement  doté  à  tous  les  points  de  vue,  il  vient 
prendre  place  à  côté  des  premiers  instituts  de  cette  catégorie  en 
Europe.  On  en  doit  la  construction  à  l'énergie  persévérante  de 
M.  le  prof.  IlocHËNEGc;. 

Le  4  novembre  dernier  a  eu  lieu  l'inauguration  solennelle  des 
bustes,  dressés  aux  frais  de  r«  Union  des  ingénieurs  et  des  archi- 
tectes autrichiens»,  le  long  de  la  façade  de  l'Ecole  polytechnique, 
de  huit  de  ses  anciens  et  illustres  professeurs  ;  Ferstel,  Rebhann, 
Burg,  Stampfer,  Prechtl,  SchrOtter,  Uochstetter,  Radinger. 

Société  mathématique.  —  Le  24  octobre  se  tenait  dans  le  local 
du  «  Séminaire  de  mathématiques  »  de  l'Université  de  Vienne  une 
réunion  en  vue  de  constituer  à  Vienne  une  Société  mathématique. 
Tous  les  professeurs  et  chargés  de  cours  de  mathématiques  à 
Vienne  feront  partie  de  cette  nouvelle  société  scientifique. 

Pendule  de  Foucault.  —  L'expérience  du  «  pendule  de  Foucault» 
a  été  répétée  dans  la  «  Rotonde  »  (l'ancien  bâtiment  de  l'Exposi- 
tion universelle  de  1873),  moyennant  un  pendule  de  la  longueur  de 
81  mètres  et  d'une  boule  oscillante  du  poids  de  37  kilogrammes, 
devant  un  nombreux  public. 

Centenaire  de  Doppler.  —  Le  29  novembre  a  été  célébré  le  cente- 
naire de  l'un  des  plus  grands  mathématiciens  et  physiciens  de 
TAutriche,  Chhktien  Doppleb,  dont  les  découvertes  ont  puissam- 
ment avancé  le  développement  de  l'astrophysique.  Une  plaque 
oommémorative  a  été  scellée  à  sa  maison  natale  de  Salzbourg,  et 
<les  couronnes  ont  été  déposées  sur  sa  tombe. 

La  c(  Conférence  des  directeurs  des  établissements  d'enseignement 
secondaire  (lycées  et  écoles  réalesj  de  la  basse  Autriche,  réunie  le 
13  et  le  14  novembre  dernier,  a  examiné  les  questions  suivantes  : 
1"  Est-il  nécessaire  de  faciliter  et  de  simplifier  l'examen  de  matu- 
rité ?  2°  établissement  de  cours  de  vacances  destinés  à  offrir  aux 
professeurs  de  l'enseignement  secondaire,  notamment  à  ceux  qui 
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sont  chargés  de  renseignement  des  sciences  naturelles,  Toccasion 
dr»  se  familiariser  avec  les  progrès  de  leurs  branches. 

LEcole  Réale.  —  l.e  21  novembre,  la  Société  «  TKcole  Réale  »  de 
Vienne  tenait  la  séance  plénière  annuelle  sous  la  présidence  de 
M.  le  directeur  H.  Januschke. 

Outre  les  discussions  relatives  à  des  questions  d'actualité  péda- 
gogiques, telles  que  Tintroduction  dans  les  établissements  de 
renseignement  secondaire  d'exercices  pratiques  de  physique  à 
exécuter  par  les  élèves,  la  Société  a  examiné  la  question  d'accor- 
der l'accès  aux  études  universitaires  aux  porteurs  de  diplômes  de 
maturité  de  TFlcole  réale.  Il  y  aurait  lieu  d'accorder  à  cette  matu- 
rité les  mêmes  droits  qu'à  la  maturité  classique,  en  raison  du  fait, 
aujourd'hui  constaté  sur  les  résultats  obtenus,  que  les  élèves  des 
écoles  réaies  acquièrent  par  l'étude  des  langues  vivantes  et  des 
sciences  naturelles  une  culture  intellectuelle  équivalente  à  celle 
que  procure  aux  élèves  des  lycées  l'étude  des  «  humanités  ». 

ÉTATS-UNIS  D'AMÉRIQUE 

Les  associations  de  professeurs  de  mathématiques.  —  A  la  42'""^ 
réunion  annuelle  de  la  National  éducational  Association,  tenue  à 
Boston,  en  juillet  1903,  la  séance  consacrée  aux  mathématiques, 
présidée  par  M.  le  professeur  David  Kuc;.  Smith  avait  pour  objet 
l'organisation  et  le  travail  des  associations  de  professeurs  de 
mathématiques.  Plus  de  deux  cents  professeurs  ont  pris  part  à 
la  séance.  Les  mémoires  suivants  ont  été  présentés:  «  Sur  le  tra- 
vail de  l'Association  centrale  des  professeurs  de  sciences  et  de 
mathématiques,  »  par  C.  E.  Comstock  ;  «sur l'Association  des  pro- 
fesseurs du  New  England,  y>  par  K.-H.  Nichols;  «sur  l'asso- 
ciation proposée  pour  les  Ktats  Moyens  et  le  Maryland,  »  par 
J.-S.  French  ;  «  L'enquête  faite  actuellement  dans  la  Nouvelle 
Angleterre  sur  la  Géométrie  dans  les  grammar  schools;  «  sur  le 
rapport  du  Comité  chargé  par  l'American  Mathematical  Society 
d'une  étude  des  conditions  d'admission  aux  études  supérieures  » 
par  FI.  M.  Tyler  ;  «  Les  associations  de  professeurs  et  l'American 
Mathematical  Society  »  par  \V.  F.  Osgood. 

L'Association  des  professeurs  de  mathématiques  de  la  Nouvelle 
Angleterre  s'est  réunie  le  14  novembre  dernier  à  Cambridge, 
Mass.  ;  plusieurs  travaux  y  ont  été  présentés. 

Association  des  professeurs  de  mathématiques  des  Etats  Moyens 
et  du  Harylaud.  —  Le  samedi  28  novembre  dernier,  300  pro- 
fesseurs environ  se  sont  réunis  à  la  Milbank  mémorial  Hall, 
(Collège  des  Professeurs,  New-York  City,  et  ont  fondé  une  asso- 
ciation  des   professeurs  de  mathématiques  des  Ktats  Moyens  et 
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du  Marylcincl.  Presque  tous  les  Collèges  et  les  grandes  éeoles  du 
territoire  susnommé  étaient  représentés.  Plus  de  200  person- 
nes ont  été  inscrites  comme  membres  fondateurs  de  la  So- 
ciété, dont  le  principal  objet  est  l'amélioration  de  renseignement 
mathématique.  I.e  professeur  David  Eugknk  SSiith,  du  ('ollège 
des  professeurs,  a  été  élu  président  de  l'association  ;  le  professeur 
H.  B.  Fine,  de  Princeton  Ûniversity,  vice-président;  et  le  D''  Ar- 
thur ScHULTZE,  de  TKcole  supérieure  de  Commerce,  \ew-Yoi-k 
City,  secrétaire. 

La  réunion,  qui  a  compris  une  séance  du  matin  et  une  de  Taprès- 
midi,  a  présenté  plusieurs  j)oints  intéressants  pour  les  profes- 
seurs de  mathématiques.  Après  (|ue  le  président  Bi'tler,  d<' 
(^olumbia  University,  eut  prononcé  le  discours  de  bienvenue,  des 
communications  sur  diverses  parties  de  renseignement  mathéma- 
tique furent  lues  par  M.  Harry  F^\(;lish,  de  Washington,  D.  C.,  [)ar 
M.  Isaac  N.  Failok,  de  Richmond  Ilill,  par  M.  Arthur  Schlltze, 
de  Xevv-York  City,  et  par  M.  J.  L.  Pattersox,  de  Philadelphie. 

Une  exposition  mathématique  de  modèles,  de  machines  à  calculer, 
de  projets  d'enseignement,  délivres  mathématiques  rares,  de  por- 
traits de  mathématiciens  célèbres,  etc.,  dans  le  musée  du  (Collège* 
des  Professeurs,  a  beaucoup  ajouté  à  l'intérêt  de  la  réunion. 

La  prochaine  assemblée  de  l'Association  se  tiendra  à  Columbia 
l'niversity,  New-York  City,  vers  la  saison  d'été;  les  adhésions  des 
membres  et  autres  communications  doivent  être  adressées  ji  M. 
Arthur  Schultze,  secrétaire,  4  \V.  9P^  Street,  New-York  City. 

Kn  outre  du  bureau,  les  personnes  ci-après  désignées  ont  été 
élues  comme  Conseil  de  l'Association  :  le  professeur  .1.  S.P^rench, 
Jacob  Tome  Institute,  Port  Deposit,  Md  ;  A.  M.  Curtv,  Kcole 
normale  de  l'Ktat,  Oneonta,  N.  Y.  ;  IIarry  Kn(;lish,  directeur  des 
études  mathématiques,  Ecoles  supérieures  de  Washington,  Was- 
hington, D.  C.  ;  John  R.  Gardxeh,  Irving  School,  New- York  Caty; 
W.  /.  MoRRisox,  Shadyside  Academy,  Pittsburgh,  Pa.  ;  M"'*"  Mary 
V.  SiiEA,  Kcole  supérieure  commerciale  déjeunes  filles,  Philadel- 
phie, Pa. 

American  mathematical  Society.  —  La  Section  de  (Chicago  s'est 
réunie  le  31  décembre  et  le  i^''' janvier  dernier  à  S'-Louis  en  même 
temps  que  l'Association  américaine  pour  l'avancement  des  sciences. 

Université  de  Chicago.  —  La  seconde  série  des  publications  dé- 
ccnales  de  l'Université  de  Chicago  formera  un  volume  qui  paraîtra 
sous  j)eu,  et  qui  sera  intitulé  «  Leçons  sur  le  Calcul  des  variations  », 
par  Oscar  Bolza.  C'est  en  substance  la  reproduction,  sous  une 
forme  considérabl<»ment  étendue,  de  l'exposé  fait  par  l'auteur  aux 
séances  qui  ont  eu  lieu  à  l'occasion  de  la  réunion  d'été  de  V Ame- 
rican Mathematical  Societff y  à  Ithaca,  N.  Y.,  en  août  1901. 
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Les  doctorats  es  sciences  pendant  Tannée  1902-03.  —  Pendant 
Tannée  universitaire  1902-03,  les  universités  américaines  ont  dé- 
livré 136  doctorats  es  sciences  sur  un  nombre  total  de  266  doc- 
torats. J-,es  thèses  appartenant  aux  sciences  mathématiques  sont 
au  nombre  de  sept  ;  ce  sont  les  suivantes  : 

H.  A.  Converse,  Johns  Hopkins  Cniversity,  «  On  a  System  of 
hypocycloids  of  class  three  inscrihed  to  a  given  3-line,  and  some 
curves  connected  with  it  ».  —  1).  R.  Curtiss,  Harvard  University, 
«  Binary  families  in  a  triply  connected  région,  with  especial  réfé- 
rence to  hypergeometric  families  ».  —  J.  G.  Hun,  Johns  Hopkins 
University,  «  The  invariant  relations  of  two  triangles  ».  —  Helon 
A.  Merrill,  Yale  University,  «  On  solutions  of  diffcrential  équa- 
tions which  possess  an  oscillation  theorem  ».  —  L.  1.  Neikirk, 
University  of  Pennsylvania,  «  Groups  of  order  p'"  which  contain 
cyclic  subgroups  of  order  p'"-3.  »  — C.  E.  Stuomquist,  Yale  Univer- 
sity, «  On  a  spécial  case  of  the  genoralized  intégral  of  length, 
togclher  with  certain  contributions  to  the  gênerai  theory  ». 
—  Oswald  Veblen,  University  of  Chicago,  «A  system  of  axioms  for 
geometry  ». 

Voici,  d'autre  part,  les  doctorats  es  sciences  mathématiques, 
passés  par  des  étudiants  américains,  dans  les  universités  euro- 
péennes pendant  cette  même  période  : 

Robert  Fleet,  Heidelberg,  «  Uebcr  Intégrale  partieller  Diffe- 
rentîalgleichungen  ». — C.  L.  Karpinski,  Strassburg,  «  Ueber  die 
Verteîlung  der  quadratischen  Reste  ».  —  O.  D.  Kellocg,  Gottin- 
gen,  «  Zur  Théorie  der  Integralgleichungen  und  des  Dirichlet 
schen  Princips».  —  C.  M.  Mason,  Gottingen,  «  Randwertaufgaben 
bei  gewOhnlichen  Diffcrentialgleichungen  ».  —  A.  B.  Pierce, 
Zurich,  «  Classification  ând  properties  of  dual  conical  congruen- 
ces  ». 

Nombre  des  étudiants  en  mathématiques.  —  V^wè  enquête  a  été 
faite  récemment  pour  établir  le  nombre  des  étudiants  qui  suivent 
les  cours  de  mathématiques  destinés  aux  étudiants  avancés.  Elle 
a  porté  sur  neuf  universités  américaines  et  donne  les  résultats 
suivants  :  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe,  67  ;  géo- 
métrie projective,  94;  théorie  des  invariants,  26;  théorie  des 
groupes,  45;  théorie  moderne  des  équations,  46;  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  11. 

Ces  chiffres  montrent  combien  Tétude  des  mathématiques  supé- 
rieures est  en  progrès  aux  Ktats-Unis.  Toutefois  la  statistique  en 
elle-même  nVst  pas  entièrement  satisfaisante  par  le  fait  que  d'au- 
tres cours  également  avancés  ont  été  omis  ;  d'autre  part  des  cours 
indiqués  sont  quelquefois  traités  à  un  point  de  vue  élémentaire, 
et  plusieurs  établissements  donnent  la  substance  de  ces  théories 
dans  d'autres  cours. 

L'Enseignement  mathém.,  6«  annôo  ;  1904.  5 
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Distinctions,  nominations  et  promotions.  —  VAmerican  Aca- 
demy  of  Arts  et  Sciences  a  élu  membres  honoraires  étrangers 
MM.  F.  Picard  (I^arisi,  et  J.  Lahmor  (Cambridge!. 

I.e  Conseil  des  examinateurs  d'admission  aux  collèges  (univer- 
sités) a  nommé  examinateurs  pour  1904  les  professeurs  F.  N.  Colk, 
T.  C.  EsTY  et  Arth.  Schulzk. 

Colorado,  A.  FI.  Cajori,  professeur  de  la  Section  des  mathéma- 
tiques du  Colorado  Collège ^  a  été  nommé  Doyen  de  TEcole  des  Ingé- 
nieurs de  cette  Institution.  Il  a  également  été  désigné  comme  l'un 
des  représentants  américains  à  la  Commission  internationale 
pour  l'organisation  du  (Congrès  des  sciences  historiques. —  D'Arn. 
Emch  a  été  nommé  professeur  titulaire  de  mathématiques. 

CornellUniversity ,  D""  J.  I.  Hutchinson  et  D""  Virgile  Snyder  ont 
été  promus  professeurs  adjoints  de  mathématiques. 

Harvard  Uni{>ersity .  W.  F.  Osgood  a  été  promu  professeur  titu- 
laire de  mathématiques. 

Unis^ersity  ofKansas.  Q.  M.  Ashtox  a  été  nommé  professeur  ad- 
joint de  mathématiques. 

Unwersity  of  Michigan.  D*^  James  \V.  Glower  a  été  promu  pro- 
fesseur adjoint  de  mathématiques;  D""  Peter  Field,  J.  N.  James, 
D""  A.  B.  PiERCE  et  D"*  T.  R.  Runninc  ont  été  nommés  «instructors» 
de  mathématiques. 

Unwersity  of  Minnesota,  J.  F.  Downey,  professeur,  .chef  de  la 
Section  des  mathématiques,  a  été  nommé  au  poste  récemment 
créé  de  Doyen  de  la  Faculté  des  sciences,  littératures  et  arts. 

Yaîe  University,  D*"  H.  E.  Hawkes  a  été  nommé  professeur  ad- 
joint de  mathématiques  et  D""  C.  X.  Haskins  «instructor  in  mathe- 
matics»  à  la  Sheflield  Scientific  School. 

Uniçersity  of  Illinois.  D""  Arth.  G.  Hall,  de  l'Université  de  Mi- 
chigan, a  été  nommé  professeur  adjoint  de  mathématiques  et 
l)*"  H.  L.  Rietz,  au  poste  d'  «instructor  in  mathematics». 

Princeton  Unis^ersity.  H.  B.  Fine,  professeur,  a  été  nommé 
Doyen  de  la  Faculté. 

University  of  Californie ,  D*"  C.  A.  Noble  a  été  nommé  comme 
professeur  adjoint  de  mathématiques. 

James  Millillin  University  (Deçà  tu  r,  Illinois).  Prof.  J.  B.  Shaw, 
du  Kenion  Collège,  a  été  nommé  professeur  de  mathématiques. 

PennsyWania  State  Collège.  D*"  11.  F.  Stecker  a  été  nommé  ains- 
tructor  in  mathematics». 

University  of  Nebraska.  D""  C.  C.  F-ngberc;  a  été  promu  professeur 
adjoint  de  mathématiques. 

Me  Gill  University.  La  chaire  «  Redpath  »  pour  les  mathémati- 
ques a  été  pourvue  par  James  Harkness,  professeur  du  Bryn  Chawr 
Collège.  D""  II.  M.  Tory  a  été  promu  professeur  associé  de  mathé- 
matiques. 
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FRANCE 

Académie  des  Sciences  de  Paris.  —  Prix  décernés.  —  Dans  la 
séance  publique  annuelle  du  21  décembre  1903,  TAcadéinie  a 
décerné  les  prix  dans  la  liste  desquels  nous  sig^nalons  les  suivants 
ayant  trait  aux  sciences  mathématiques. 

Prix  Francœur,  — M.  E.  Lemoine,  pour  Tensemble  de  ses  travaux 
sur  la  Géométrie. 

Prix  Poncelet,  —  M.  Hilbert,  pour  ses  travaux  sur  les  principes 
de  la  Géométrie. 

Prix  extraordinaire  de  six  mille  francs.  (Mécanique).  —  Une 
moitié  du  prix  à  M.  Maugas  pour  ses  études  sur  la  stabilité  des 
navires  et  la  navigation  sous-marine  et  un  sixième  à  chacun  des 
lieutenants  de  vaisseau  Jehbnne,  Gaillard  et  Germain,  pour  appli- 
cations nautiques  de  la  télégraphie  sans  fil  et  perfectionnements 
aux  appareils  de  transmission  d'ordre  pendant  le  combat. 

PrLv  Plumey.  —  M.  Marchis,  Professeur  à  l'Université  de  Bor- 
deaux, pour  ses  leçons  originales  sur  la  théorie  des  machines 
thermiques. 

Prix  Lalande,  —  M.  Campbell,  Directeur  de  l'Observatoire  I^ick 
Californie).  Travaux  généraux  d'astronomie  physique. 

Prix  Valz,  —  M.  Borrelly,  Astronome  à  l'Observatoire  de  Mar- 
seille. Découverte  de  Comètes. 

Prix  G,  de  Pontécoulant.  —  M.  Andoyer.  Travaux  généraux  sur 
la  Mécanique  céleste. 

Prix  Binoux.--M.  H. -G.  Zeuthen. Etudes  magistrales  sur  l'His- 
toire des  Sciences. 

Prùr  Wilde.  —  M.  Collet,  Doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Grenoble.  Etudes  sur  la  variation  de  la  pesanteur  à  la  surface  du 
globe. 

Prix  Petit  d'Ormoy,  —  M.  Jacques  Hadamard,  pour  l'ensemble 
de  ses  travaux  mathématiques. 

Prix  Boileau.  —  M.  Marius-Georges  Grandjean,  pour  son  mé- 
moire :  iV/ir  le  régime  permanent  graduellement  varié  qui  se  pro- 
duit  A  la  partie  amont  des  tuyaux  de  conduite  et  sur  rétablissement 
du  régime  uniforme  dans  ces  tuyaux. 

Prix  Estrade- Delcros.  —  M.  L.  Teisserenc  de  Bort.  Etude  de 
l'atmosphère. 

Prix  Saintour.  —  M.  Marcel  Brillouin,  pour  ses  travaux  de 
Physique  mathématique. 

Prix  de  M"^^  la  Marquise  de  Laplace.  —  (Euvres  de  Laplace  dé- 
cernées à  M.  Rémy,  entré,  en  qualité  d'Elève  ingénieur,  à  l'Ecole 
nationale  des  Mines. 

Prix  Félix  Ris^ot,  —  Partagé  entre  MM.  Rémy  et  Breynaert, 
entrés  premiers  à  l'Ecole  des  Mines  et  MM.  GiLLiERet  Boutbloup, 
entrés  premiers  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées. 
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Prix  proposés.  —  Grand  Prix  des  Sciences  mathématiques.  (11K)4  ; 
!3000  fr.).  —  Perfectionner  Tétude  de  la  convergence  des  fractions 
?ontinues  algébriques. 

Prix  Bordin  (1904),  (3000  fr.).  —  Développer  et  perfectionner  la 
théorie  des  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  cîe  révo- 
lution. 

Prix  Vaillant  (4000  fr.i.  —  Déterminer  et  étudier  tous  les  dépla- 
cements d'une  figure  invariable  dans  lesquels  les  différents  points 
de  la  figure  décrivent  des  courbes  sphériques. 

Prix  Francœur  (1000  fr.).  —  Découvertes  utiles  aux  progrès  des 
Sciences  mathématiques. 

Prix  Poncelet  (2000  fr.i.  — Ouvrage  utile  au  progrès  des  Sciences 
mathématiques. 

Prix  extraordinaire  de  6000  fr.  —  Destiné  à  récompenser  tout 
progrès  de  nature  à  accroître  refTicacité  de  nos  forces  navales. 

Prix  Monthyon  (700  fr.).  —  Perfectionnements  utiles  aux  pro- 
grès de  TAgriculture,  des  Arts  mécaniques  et  des  Sciences. 

Prix  Plumey  [2500  fr.^.  —  Machines  à  vapeur  et  navigation  ù 
vapeur. 

Prit  Fourncyron  (1000  fr.;.  —  Turbines  à  vapeur. 

Prix  Pierre  Guzman  (100,000  fr.).  —  Communiquer  avec  un 
astre  autre  que  Mars.  —  Les  intérêts  du  capital  non  décerné  s'ac- 
cumulent et  forment  un  prix  quinquennal  qui  sera  décerné,  s'il  y 
a  lieu,  en  1905,  à  un  travail  faisant  progresser  TAstronomie. 

Prix  Lalande  (540  fr.).  —  Travaux  astronomiques. 

Prix  Valz  (460  fr.).  —  Observation  «astronomique  faite  dans  le 
courant  de  Tannée. 

Prix  Janssen.  —  Médaille  d'or  récompensant  un  travail  sur 
l'astronomie  physique. 

Prix  G,  de  Pontècoulant  (700  fr.).  —  Mécanique  céleste. 

Prix  Damoiseau  (2000  fr.).  —  Les  comètes  à  orbites  hyperbo- 
liques étaient-elles  telles  avant  leur  entrée  dans  le  système 
solaire? 

Prix  Binoux  (1905).  —  Histoire  des  Sciences. 

Médaille  Ara  go.  —  Témoignage  de  haute  estime  à  décerner  au 
choix  de  l'Académie. 

Prix  Wilde  (4000  fr.).  —  Travaux  scientifiques  généraux. 

Prix  Leconte  (50,000  fr.).  —  Découvertes  capitales  en  Sciences 
mathématiques,  physiques,  etc. 

Prix  Saintour  (3000  fr.).  —  Décerné  dans  l'intérêt  des  Sciences. 

Prix  Gegner  (3800  fr.).  —  Aide  à  un  savant  se  signalant  déjà  par 
des  travaux  importants. 

Prix  Petit  d'Ormoy  (10,000  fr.).  —  Ensemble  important  de  tra- 
vaux scientifiques. 

Prix  Boileau  (1300  fr.).  —  Recherche  sur  l'IIydraulitiue. 
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L* Association  française  pour  ravancement  des  Sciences.  —  (Ictte 
importante  institution  scientifique,  fondée  en  1872,  tiendra  son 
prochain  Congrès  annuel  à  Grenoble.  11  s'ouvrira  le  4  août  1904 
sous  la  présidence  de  M.  C.  A.  Laisant. 

Les  mathématiques  ont  toujours  tenu  dans  ces  congrès  une 
place  importante  ;  et  d'autre  part,  une  section  spéciale  est  consa- 
crée à  renseignement  et  à  la  pédagogie.  C'est  une  double  raison 
pour  que  L'Enseignement  mathématique  ne  puisse  se  désintéresser 
de  ce  qui  concerne  Y  Association  française,  laquelle,  malgré  son 
caractère  national,  admet  libéralement  les  étrangers  parmi  ses 
membres. 

Son  Comité  étudie  en  ce  moment  même  d'importantes  réformes 
<[ui  ne  pourront  qu'en  augmenter  la  prospérité.  11  a  déjà  admis 
en  principe  l'introduction  d'une  section  des  Sciences  historiques, 
et  d'une  autre  concernant  les  applications  de  la  Science  à  l'art. 

Des  subventions  importantes  sont  accordées  chaque  année  par 
l'Association  pour  des  travaux  ou  des  recherches  scienti^ques. 
Récemment,  une  somme  de  15,000  fr.  vient  d'être  ainsi  distribuée, 
plus  une  somme  de  18,000  fr.  provenant  d'un  legs  particulier  avec 
affectalion  spéciale. 

Nous  tiendrons  nos  lecteurs  au  courant  des  faits  intéressants 
c(ui  concernent  V Association  française.  Ceux  d'entre  eux  qui  dési- 
reraient avoir  à  ce  sujet  des  renseignements  plus  détaillés  peuvent 
s'adresser  au  Secrétariat,  28,  rue  Serpente,  à  Paris;  le  secrétaire 
du  Conseil  est  M.  le  professeur  Garfel.! 

Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Thèses  soutenues  en  1903  en  vue  du 
Doctorat  es  sciences  mathématiques  : 

H.-Cl.-R.  DuLAC  (né  en  1870)  :  Recherches  sur  les  points  singu- 
liers des  équations  différentielles.  (Soutenue  le  27  juin  1903.) 

P. -P.  G  ALY-AcHÉ  (né  en  1867)  :  Recherches  sur  les  propriétés  mé- 
caniques et  physiques  du  cuivre.  (Soutenue  le  27  novembre  1903.) 

P.-Ii.  BouTRoux  (né  en  1880)  ;  Sur  quelques  propriétés  des  fonc- 
tions entières.  (Soutenue  le  24  décembre  1903).    ^  >; 

Léon  Rîpert.  —  Le  présent  numéro  contient  très  probablement  le 
dernier  travail  mathématique  du  commandant  Ripert,  dont  nos 
lecteurs  connaissent  bien  le  nom,  et  qui  a  succombé,  au  mois 
d'août  1903,  à  une  cruelle  maladie. 

Entré  à  l'Kcole  polytechnique  en  1859,  Léon  Ripert,  qui  avait 
toujours  montré  une  remarquable  aptitude  pour  les  sciences  ma- 
thématiques, fut  classé  à  sa  sortie  en  18(31,  dans  l'arme  du  gjénie. 
Au  cours  de  sa  carrière  militaire,  il  fut  détourné,  par  ses  obliga- 
tions professionnelles,  des  travaux  purement  scientifiques.  Mais 
depuis  sa  mise  à  la  retraite  comme  chef  de  bataillon,  il  y  a  plu- 
sieurs  années,  il  revint  avec  ardeur  aux  études  de  sa  jeunesse. 
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Depuis  lors,  il  ne  cessa  de  publier  une  série  d'articles  et  de  mé- 
moires avec  une  sorte  de  passion  ;  toutes  ces  productions  portent 
l'empreinte  d'un  esprit  profondément  original  et  d'une  grande 
sagacité.  Il  pouvait  lui  arriver  de  retrouver  des  résultats  déjà 
connus,  n'ayant  pas  toujours  eu  le  loisir  de  suivre  le  mouvement 
scientifique  des  trente  ou  quarante  dernières  années.  Mais,  savant 
modeste  et  désintéressé,  il  n'hésitait  jamais  à  reconnaître  une  er- 
reur et  à  rendre  justice  à  qui  le  méritait. 

Ses  travaux  ont  eu  surtout  pour  objet  la  Géométrie  analytique, 
où  plus  d'un  professeur  aurait  pu  tirer  profit  de  ses  idées,  et  la 
Géométrie  du  triangle,  qu'il  cherchait  sans  cesse  à  étendre  et  à 
généraliser.  Dans  ces  derniers  temps,  il  s'était  spécialement 
adonné  à  TArithmétique,  et  avait  même,  après  tant  d'autres,  pour- 
suivi la  démonstration  du  célèbre  théorème  de  Fermât,  Tun  dos 
desiderata  de  la  science  contemporaine,  pour  longtemps  encore 
sans  doute. 

En^iéon  Ripert,  la  science  mathématique  française  perd  Tun 
des  hommes  qui  l'aimaient  le  plus;  L'Enseignement  mathématique 
perd  l'un  de  ses  meilleurs  collaborateurs.  Me  sera-t-il  permis 
d'ajouter  que  le  signataire  de  ces  lignes  voit  disparaître  un  ami 
sûr,  cœur  généreux  et  enthousiaste  dont  la  mort  laisse  un  grand 
vide,  car  c'était  une  Ame  d'élite.  Il  s'en  va,  méritant  de  servir 
d'exemple.  Puissent  les  jeunes  générations  de  mathématiciens, 
destinées  à  nous  succéder,  faire  preuve  d'autant  d'amour  sincère 
pour  la  science  qu'en  a  montré  Ripert  ! 

C.  A.  L. 

GRANDE-BRETAGNE 

Distinctions,  nominations  et  promotions.  —  M.  le  prof.  J.  Lak- 
.MOR  a  été  nommé  membre  de  Y  American  Academy  of  arts  and 
sciences  en  remplacement  de  Sir  G.  G.  Stokes,  décédé. 

Lord  Kelvin  a  reçu  le  titre  de  D.  Se.  honoraire  de  l'Université 
de  South  Wales. 

La  Société  mathématique  de  Londres  a  désigné  comme  prési- 
dent pour  la  nouvelle  année  M.  le  prof.  H.  Lamd,  F.  R.  S. 

M.  T.  H.  Havelock,  gagnant  du  prix  Smith,  et  détenteur  de  la 
Bourse  Isaac  Newton  pour  l'Astronomie  et  l'Astronomie  physique 
a  été  nommé  «fellow»  du  Collège  de  St-Jean,  Cambridge. 

M.  Bertrani  IIopkinsox,  fils  du  regretté  D""  John  Hopkinson,  F. 
R.  S.,  a  été  nommé  professeur  de  Mécanique  appliquée  et  de  mé- 
canisme à  (Cambridge.  Il  était  dans  la  l'^'^  division  de  la  l^''  classe 
à  l'examen  de  mathématiques,  section  11,  1895,  et  proxi me  accessit 
pour  les  prix  Smith  en  1896. 

Cambridge,  D*"  Hobson,  F.  R.  S.  a  été  nommé  premier  conféren- 
cier de  la  Fondation  Stokes,  et  M.  le  D""  Baker,  F.  R.  S.,  premier 
conférencier  de  mathématiques  de  la  Fondation  Cayley. 
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M.  W.H.  Youxc;,  de  Pcterhouse,  Cambridf^o,  a  pris  le  grade  de 
D.  se. 

La  bourse  annuelle  pour  l'Astronomie, /b/ic^^^/o/i  Sheepshanks  a 
été  attribuée  à  M.  P.  E.  Marrack,  qui  a  été  premier  en  mathémati- 
ques en  1903. 

ITALIE 

Le  3"*  Congrès  des  professeurs  de  mathématiques  des  écoles 
moyennes  en  Italie  a  eu  lieu  à  Naples  en  septembre  1903.  Il  a  été 
organisé,  comme  les  congrès  de  1898  et  de  1901,  par  leur  associa- 
tion «  Matiiesis  ». 

Les  sujets  de  discussion,  qui  étaient  au  nombre  de  trois,  avaient 
été  préalablement  fixés  par  le  comité  de  l'Association,  et  avaient 
été  examinés  dans  le  cours  de  Tannée  scolaire  par  des  assemblées 
partielles  des  professeurs,  tenues  en  plusieurs  villes  d'Italie.  Les 
conclusions  de  ces  assemblées,  publiées  dans  des  rapports  élabo- 
res par  trois  professeurs,  furent  distribuées  à  l'avance  aux  mem- 
bres du  Congrès. 

Le  premier  thème  était  ainsi  conçu  :  «  Etudier  les  causes  pour 
«<  lesquelles  les  èles^es  des  écoles  moyennes  profitent  peu  de  Vètude 
«  des  mathématiques^  et  les  remèdes  quon  peut  y  apporter.  » 

On  a  observé  au  Congrès  qu'il  y  a  des  écoles  où  les  élèves  pro- 
(itent  assez  de  leurs  leçons;  mais  cela  se  vérifie  surtout  dans  les 
écoles  où  l'enseignement  des  mathématiques  est  assez  spécialisé, 
et  non  dans  les  autres,  qui  visent  la  culture  générale,  par  exemple 
les  écoles  classiques.  Je  donne  ici,  parmi  les  conclusions  tirées 
de  la  discussion,  celles  qui  peuvent  intéresser  aussi  les  profes- 
seurs des  autres  pays. 

En  examinant  les  causes  du  peu  de  profit,  qui  sont  communes  à 
toutes  les  matières,  on  a  conclu  : 

i°  Qu'il  faut  que  les  cours  n'aient  pas  plus  de  25  élèves  chacun; 

2**  Que  les  programmes,  le  nombre  et  la  durée  des  leçons  doi- 
vent être  réglés  de  manière  à  éviter  le  surmenage; 

.3**  Que  les  programmes  et  les  règlements  doivent  être  changés 
le  plus  rarement  possible; 

V  Qu'on  doit,  moyennant  Tinstitution  d'écoles  d'agriculture,  de 
commerce,  d'industrie,  etc.,  bien  organisées,  ayant  un  caractère 
pratique,  réduire  le  nombre  des  élèves  qui  fréquentent  aujourd'hui 
les  écoles  de  culture  générale  et  particulièrement  les  écoles  clas- 
siques. 

A  l'égard  des  causes  du  peu  de  profit  qui  sont  spéciales  à  ren- 
seignement des  mathématiques,  on  a  conclu  : 

1°  Que  les  textes  doivent  être  écrits  d'une  façon  synthétique,  et 
avec  des  explications  brèves  et  bien  nettes; 

2®  Que  le  professeur  doit  se  servir  effectivement  du  texte  qu'il 
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a  choisi,  afin  que  l'élève  puisse  retrouver,  quand  il  étudie  chez 
lui,  la  leçon  qu'il  a  entendue  en  classe;  et  que,  là  où  le  professeur 
juge  que  quelques  changements  sont  nécessaires,  il  doit  fournir 
lui-même  aux  élèves  le  texte  de  ses  leçons; 

3*^  Qu'en  classe  on  ne  doit  pas  abuser  des  longues  explications  et 
(les  discussions,  mais  qu'on  doit  destiner  la  plus  grande  partie  de  la 
leçon  aux  exercices  "et  aux  répétitions,  et  rendre  le  cours  intéres- 
sant par  des  exercices  pratiques  et  des  applications  aux  autres 
branches  d'étude; 

fk^  Qu'on  ne  doit  pas  ranger  les  mathématiques,  dans  les  écoles, 
à  un  degré  inférieur  à  celui  des  autres  enseignements; 

T)*»  Que  l'admission  aux  écoles  moyennes  doit  se  faire  au  moyeu 
d'un  examen  spécial  et  seulement  pour  les  jeunes  gens  parvenus  à 
un  lige  convenable,  à  fixer  par  le  règlement; 

(>^  Qu'on  doit  améliorer  renseignement  des  mathématiques  dès 
l'école  primaire; 

T  Que  dans  les  examens  de  promotion  et  de  licence  les  élèves 
doivent  être  soumis  à  deux  épreuves,  l'une  orale  et  l'autre  écrite, 
et  que  celle-ci  ne  doit  se  faire  que  lorsque  les  élèves  auront  été 
admis  à  l'autre  épreuve. 

Le  deuxième  thème  était  le  suivant  :  «  E.v te naion  et  limites  de  l'en- 
«  seignement  des  mathématiques  dans  les  deux  degrés  —  inférieur 
<i  et  supérieur  —  des  écoles  moyennes,  » 

Pour  bien  comprendre  la  signification  de  ce  thème,  il  faut  tenir 
compte  qu'en  Italie  en  dehors  des  écoles  spéciales  pour  les  arts, 
les  métiers,  etc.],  il  y  a  trois  espèces  d'écoles  de  culture  générale  : 
les  écoles  classiques,  les  techniques  et  les  normales.  Dans  cha- 
cune de  ces  écoles  on  a  un  cours  inférieur  de  trois  années  (resp. 
—  gymnase  inférieur,  école  technique,  école  complémentaire 
()Our  les  jeunes  fillesi  et  un  cours  supérieur  (gymnase  supérieur  et 
lycée,  institut  technicpie,  école  normale),  qui  est  resp.  de  5,  4, 
3  années.  —  Les  mathématiques  rationnelles  font  partie  des  pro- 
grammes des  cours  supérieurs.  Le  thème  du  Congrès  se  propo- 
sait déjuger  si  l'on  pouvait  fixer  un  programme  unique  pour  chacun 
des  deux  degrés  inférieur  et  supérieur  qui  aurait  du  représenter 
ce  qu'il  était  nécessaire  d'apprendre  dans  toutes  les  écoles,  sauf 
les  légères  modifications  demandées  par  les  exigences  spéciales 
des  divers  buts  des  trois  branches  de  l'enseignement  moyen. 

Le  Congrès  ne  jugea  pas  convenable  de  fixer  ce  programme 
unique  pour  les  cours  supérieurs  et  se  borna  à  l'établir  pour  les 
cours  inférieurs,  pour  lesquels  il  put  s'accorder  pour  ce  qui  re- 
garde le  but  et  l'extension  des  mathématiques  qu'on  y  apprend. 
Va  voici  le  programme  d'An ithmktiquf-:  pratique  qu'on  a  adopté; 

Propriétés  simples  et  exécution  des  cinq  premières  opérations 
sur  les  entiers  et  les  fractions,  — ■  Extraction  de  la  racine  carrée  et 
cubique  avec  approximation  décimale.  —  Notions  les  plus  élémen- 
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taires  sur  la  divisibilitèy  sur  les  nombres  premiers,  le  plus  grand 
(\  D.  et  le  plus  petit  C.  M. —  Système  métrique  décimal.  —  Mesure 
des  angles  et  du  temps.  —  Problèmes  sur  les  grandeurs  proportion^ 
nelles  en  déclarant  que  ;  «  Le  but  de  l'Arithmétique  pratique  dans 
les  écoles  moyennes  inférieures  doit  être  d'apprendre  le  calcul  facile 
et  rapide  des  nombres  et  d'habituer  les  élè\*es  à  la  solution  rai- 
sonnée  des  problèmes  de  la  vie  pratique,  » 

Pour  la  Géométrie  on  a  «idopté  le  programme  suivant  : 

Notions  élémentaires  sur  l'égalité^  réquiç^alence,  la  similitude,  — 
(instructions  fondamentales  pour  le  dessin  géométrique,-  -  Mesure 
des  lignes,  des  angles,  des  surfacesy  des  solides. 

Ces  programmes  sont  à  peu  près  ceux  qui,  aujourd'hui,  sont  en 
vigueur  dans  les  gymnases  inférieurs. 

Le  troisième  thème  était  :  «  Le  doctorat  en  mathématiques  doit-il 
«  être  considéré  comme  nécessaire  aux  professeurs  des  écoles 
1'  moyennes  P  » 

Ce  thème  avait  été  proposé  en  suite  d'une  discussion  qui  a  eu 
lieu  au  précédent  congrès,  sur  la  question  si  le  professeur  de  ma- 
thématique des  écoles  moyennes  dent  être  docteur,  ou  bien  s'il 
doit,  après  avoir  fréquenté  les  cours  de  ITIniversité,  recevoir  un 
diplôme  qui  diffère  du  doctorat. 

Le  Congrès  reconnut  que  la  différence  entre  les  docteurs  et  les 
professeurs  habilités  à  renseignement  a  son  origine  bien  haut,  et 
repose  sur  la  distinction  entre  la  fonction  scientifique  et  la  fonc- 
tion didactique  du  professeur;  mais  il  conclut  que,  à  cause  des 
conditions  actuelles  de  renseignement  et  de  la  nécessité  de  main- 
tenir le  savoir  du  professeur  aussi  bien  que  son  degré  social  à 
une  hauteur  convenable,  on  ne  devait  pas  changer  le  système 
actuellement  adopté  en  Italie,  c'est-à-dire  d'exiger  le  doctorat 
pour  les  professeurs  des  écoles  moyennes.  Mais  on  conclut,  en 
outre,  que  l'on  doit  exiger  de  lui  aussi  le  diplôme  de  magistère, 
obtenu  dans  des  écoles  dans  lesquelles,  effectivement,  le  profes- 
seur soit  bien  préparé  à  apprendre  les  mathématiques  selon  les 
besoins  pratiques  de  Técole,  et  qu'il  reçoive  une  certaine  culture 
aussi  dans  des  matières  autres  que  les  mathématiques,  qui  ser- 
vent à  le  bien  préparer  pour  ce  but  et  qui  puissent  lui  donner 
l'aptitude  à  Tenseignemenl  des  autres  matières  scientifiques, 
qu'il  doit  effectivement  professer  dans  quelques-unes  des  écoles 
moyennes  inférieures. 

Pendant  le  Congrès  plusieurs  professeurs  ont  lu  des  communi- 
cations, dont  voici  les  auteurs  et  les  titres  : 

C^ANOiDo:  Les  journaux  de  mathématiques  élémentaires  en  Italie. 

AxGELEHi  :  La  fusion  de  la  planimétrie  avec  la  stéréométrie  est- 
elle  utile  dans  Técole? 

BusTELLi  :  L'idée  et  la  mesure  de  la  masse  d'un  corps  dans  les 
institutions  de  la  mécanique  rationnelle. 
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FnATTiNi  :  Sur  le  mouvement  avec  ou  sans  déformation. 

Gallucci  :  Le  formalisme  et  la  critique  dans  les  fondements  des 
mathématiques. 

Gallucci  :  Sur  les  postulats  de  l'égalité  et  de  Téquivalence. 

BiAsi  :  Coordonnées  homogènes  du  2™*  degré. 

De  Âmicis  :  Sur  réquivalence  des  parallélogrammes  équilatéraux 
et  équiangles. 

Les  comptes-rendus  des  séances,  les  relations  sur  les  trois 
thèmes  et  les  abrégés  des  communications  seront  imprimés  par  les 
soins  de  l'Association  «  Mathesis  ». 

Rodolphe  Bettazzi  (Turin". 
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Cours  universitaires. 

Semestre  d'hiver  11)03-1904  ;fin> 

ÉTATS-UNIS  D'AMÉRIQUE 

University  o!  California.  —  By  Professor  I.  Stringham  :  Logic 
of  mathematics,  two  hours;  Analytic  non-euclidean  geometry  of 
spaco,  two  hours.  — By  Professor  G.  C.  Edwars:  Ordinary  diffe- 
rcntial  équations.  —  By  Professor  M.  W.  Haskell:  Theory  of 
functions  of  a  complex  variable.  —  By  Mr.  A.  \V.  Whitney  ;  Theory 
of  probabilitis.  —  By  Dr.  D.  X.  Lehmer:  Synthetic  projeclivo 
geometry.  —  By  Dr.  E.  M.  Blake:  Line  geometry.  —  By  Dr.  T. 
M.Putnam:  Theory  of  numbers,  three  hours;  Mathematical  semi- 
nar,  foundations  of  dynamics. 

Columbia  University.  —  By  Professor  T.  S.  Fiske;  Advanced 
calculus,  three  hours;  Theory  of  functions  of  a  complex  variable, 
three  hours.  — By  Professor  F.  X.  Cole:  Theory  of  groups,  three 
hours;  Theory  of  Invariants,  three  hours.  —  By  Professor  R.  S. 
Woodward:  Advanced  theoretical  mechanics,  two  hours;  Theory 
<if  the  potential  function,  two  hours;  Mathematical  theory  ofelas- 
ticity,  two  hours.  —  By  Professor  D.  E.  Smith:  History  of  mathe- 
matics, two  hours.  —  By  Professor  J.  Maclay:  Application  of  tho 
calculus  to  surfaces  and  curves  in  space,  three  hours.  —  By  Pro- 
fessor (].  J.  Keyser  :  Modem  théories  in  geometry,  three  hours.  — 
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By  Dr.  G.  H-  Linc;:  Infinité  séries  and  products,  two  hours.  - 
By  Dr.  E.  Kasnbr:  Transformations  and  continiious  groups,  two 
hours. 

The  University  of  Chicago.  —  The  following  advaneed  inathe- 
matical  courses,  four  hours  weekly,  are  offered  du  ring  the  four 
quarters  (su,  a,  w,  sp;  of  the  year  beginning  June  17,  1903.  — 
By  Professor  K.  H.  Moore:  Theory  of  funetions  of  real  variables 
isu);  Seminar  la,  w,  sp).  —  By  Professor  ().  Bolza:  Theory  of 
équations  ia,  \vi  ;  Quaternions  i sp)  ;  Elliptic  funetions,  th(»  Weiers- 
trass  theory  (a);  Applications  of  elliptic  funetions  >su s  Âbelian 
funetions  (w,  sp);  Invariants  isui.  —  By  Professor  H.  Maschke: 
Solid  analytics  (sp)  ;  Twisted  curves  and  surfaces  (\v,  sp;;  Inva- 
riants !\vi.  —  By  Professor  H.  E.  Slaught:  Advanced  intégral  cal- 
culus  law).  —  By  Profc'ssor  J.  W.  H.  Younc:  Solid  analytics  and 
déterminants  (su);  conférences  on  the  pedagogy  of  mathematics 
su).  —  By  Professor  !..  E.  Dickson:  Theory  of  funetions  of  a 
complex  variable  (su);  Theory  of  funetions  ta,  wj.  —  By  Mr.  A.  (^ 
Lunn:  The  differential  équations  of  mathematical  physics  isu,sp.; 
(iraphic  methods  in  the  teachingof  elementary  mathematics  su  . 
—  By  Dr.  S.  Epstken:  Historyof  elementary  mathematics  !su,  two 
hoursi.  —  By  Professor  K.  Laves:  Analytic  mechanics  la,  w  .  — 
By  Professor  F.  R.  Moilton:  Introduction  to  celestial  mechanics 
w,  sp  ;  Selected  chapters  of  celestial  mechanics  'sui. 

Cornell  University.  —  By  Professor  L.  A.  Wait:  Advanced  ana- 
lytic geometry  (plane  and  solid),  three  hours  ;  Advanced  differential 
calcuius,  three  hours;  —  By  Professor  G.  W.  Joxks  ;  Higher  alge- 
l>ra  and  trigonometry,  three  hours.  —  By  Professor  J.  McMahox  : 
Iligher  plane  curves,  Two  hours;  Potential  function,  two  hours; 
Quaternions,  two  hours;  Theoretical  mechanics,  Two  hours; 
Mathematical  Theory  of  .sound.  —  By  Professor  J.  H.  Tanneu: 
Theory  of  équations,  Two  hours;  Invariants,  two  hours.  —  By 
Professor  J.  I.  IIutchinson  :  Theory  of  funetions,  two  hours;  Ellip- 
tic and  Abelian  funetions,  two  hours;  Projective  geometry,  three 
hours.  — By  Professor  V.  Snydk»:  Advanced  intégral  calcuius, 
two  hours;  Line  geometry,  three  hours.  —  By  Dr.  W.  B.  Fin:: 
Differential  équations,  two  hours;  Theory  of  groups,  thre<'  hours. 

Harvard  University. —  By  Professor  .1.  M.  Peihce:  Quaternions: 
Theory  and  applications  oftetrahedral  coordinates;  *The  algebra 
of  logic  ;  *Finite  différences;  *The  calcuius  of  probabilities; 
"Linear  associative  algebra.  —  By  Professors  W.  E.  Bveklv  and 
B.  O.  Peirce;  Trigonométrie  Séries,  spherical  harmonies,  an<l 
the  potential  function.  —  By  Professor  W.  E.  Byerly;  (lalculus 
second  course i;  Introduction  to  modem  geometry  and  mo<l(M'n 
algebra  ;  *  Dynamics  of  a  rigid  body.  —  By  Professor  W.  F.  ()s<;ood: 
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The  tlieory  of  functions  (first  course).  —  By  Professer  M.  Bochbr: 
*  Infinité  séries  and  products;  Algebra;  *Linear  diflerential  équa- 
tions. —  By  Dr.  C.  L.  Bouton:  *The  theory  of  numbers;  *The 
elementary  theory  of  differential  équations;  *  Géométrie  transfor- 
mations. —  By  Mr.  J.  K.  Whittemohk  :  Celestial  Mechanics  :  *Hydro- 
mechanics. 

Thèse  courses  will  involve  three  lectures  a  week  throughout 
the  year,  except  those  preceded  by  a*,  which  involve  about  half 
this  number  of  lectures.  Professor  Bocher,  Dr.  Bouton,  and 
Mr.  Whittemork  also  offer  courses  in  reading  and  research  in 
Diflerential  équations,  Continuons  croups,  and  Difl'erential 
gcometry  respectively. 

Johns  Hopkins  University.  —  By  Professor  F.  Morley:  Higher 
geometry,  three  hours;  Vector  analysis,  two  hours,  fîrst  half  year; 
Kinematics,  two  hours,  second  half  year.  — By  Dr.  A.  Cohen: 
Partial  difl*erential  équations,  two  hours;  Differential  geometry, 
two  hours,  fîrst  half-year;  Theory  of  numbers,  two  hours,  second 
half-yeîir;  Elementary  theory  of  functions,  two  hours. 

University  of  Hichigan.  —  By  Professor  W.  W.  Beman:  Advan- 
ced differential  and  intégral  calculus,  two  hours;  Tcachers  semi- 
nary,  algebra  and  geometry,  two  hours;  Solid  analytic  geometry, 
two  hours,  first  half-year;  Diflerential  équations,  three  hours, 
first  half-year;  Quaternions,  two  hours,  second  half-year;  Higher 
plane  curvcs,  two  hours,  second  half-year;  Linear  differential 
équations,  two  hours,  second  half-year.  —  By  Professor  A.  Ziwet: 
Theory  of  the  potential,  three  hours,  first  half-year;  Advanced 
mechanics,  three  hours,  second  half-year;  Projective  geometry, 
three  hours,  first  half  year;  Modem  analytic  geometry,  homoge- 
neous  coOrdinates  and  projective  properties  of  conics,  three 
hours,  second  half-year.  —  By  Professor  J.  L.  Markley:  Theory 
of  functions  of  a  real  variable,  three  hours,  fîrst  half-year  ;  Theory- 
of  functions  of  a  complex  variable,  three  hours;  second  half-year. 
— -By  Professor  .l.W.  Glover:  Higher  algebra,  three  hours;Theory 
of  annuities  and  insurance,  two  hours.  —  By  Mr.  K.  B.  Escott  : 
Theory  of  numbers,  two  hours,  second  half-year. 

Stanford  University.  — By  Professor  R.  E.  Allardice:  Invariants, 
two  hours,  first  semester;  Defînite  intégrais,  two  hours,  second 
semester;  Geometry  of  three  dimensions,  two  hours;  Theory  of 
functions,  three  hours.  —  By  Professor  R.  L.  Green  :  Advanced 
coOrdinate  geometry,  two  hours;  Theory  of  équations,  three 
hours.  —  By  Professor  L.  M.  Hoskins:  Theory  of  attraction  and 
the  potential  function,  two  hours.  —  By  Professor  G.  A.  Miller: 
Elementary  theory  ofgroups,  three  hours;  Theory  of  numbers, 
two  hours,  second  semester;  History  of  mathematics,  two  hours. 
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firsl  seraester;  Semiiiar  in  the  theory  of  groups,  two  hoiiis.  —  By 
Professoi'  H.  F.  Blichfeldt  ;  Déterminants,  two  hours,  lirst  semes- 
ter;  Non-euclidean  geonietry,  two  hours,  second  semestrr;  Diffe- 
rentîal  équations,  three  hours. 

Northwestern  University.  —  First  semester.  —  By  Professoi- 
T.  F.  IIolgate:  I.inear  Systems  of  conics,  two  hours.  —  By  Pro- 
fesser H.  S.  White:  Theory  offunctions,  two  hours;  Planejeuhics 
and  quartîcs,  three  hours.  — Second  se rnester.  ~  By  Professor  T.  F. 
Holgate:  Theory  of*  numhers,  two  hours.  —  By  Professor  H.  S. 
White:  EHiptic  functions,  three  liours;  Projective  geonietry  of 
surface  and  twisted  curves,  two  Jiours. 

Taie  University.  —  By  professor  James  Pierpont:  Advanced 
calculus,  three  hours;  Projective  geometry,  three  hours;  Theory 
offunctions  of  rcal  variahles,  three  hours.  —  By  Professor  1^.  F.. 
Smith:  Continuons  groups,  three  hours;  Higher  analysisfor  engi- 
neers,  two  hours,  first  semester.  —  By  Professor  H.  A.  Bumstead: 
Problems  in  mathematical  physics,  two  hours.  —  By  Dr.  A.  S.  Gai.k: 
Differential  équations  and  function  theory,  three  hours.  —  By 
Dr.  H.  K.  Hawkes:  Iligher  algebra,  two  hours;  Klliptic  functions, 
three  hours.  —  By  Dr.  \V.  A.  Granville:  Differential  geometry, 
two  hours.  —  By  Dr.  E.  B.  Wilsox:  Analytic  mechanics,  two 
hours;  Introduction  to  mathematical  physics,  two  hours;  Non- 
euclidean  geometry,  two  hours. 


FRANCE 

Paris.  Collège  de  France.  —  Mécanique  analytique  et  mécanique 
céleste.  M.  Hadamard  :  Equations  de  l'Elasticité.  Les  mercredis  et 
samedis  à  3  h.  ^J^,  —  Mathématiques.  M.  Jordax  :  De  la  construc- 
tion des  groupes  résolubles.  Les  jeudis  et  samedis  à  midi  74*  - 
Physique  générale  et  mathématique.  M.  Brii.loijin  :  1)  De  la  Cons- 
tante de' la  gravitation  universelle  et  la  Pesanteur.  Les  samedis  à 
5  h.;  2)  De  la  Théorie  électro-magnétique  de  la  lumière  et  les  Ions. 
Les  mercredis  à  5  h.  —  Mathématiques.  (Fondation  Claude- 
Antoine  Peccot).  M.  Baire  :  Rapports  entre  les  notions  de  conti- 
nuité et  de  discontinuité  dans  quelques  questions  d'Analyse.  Les 
lundis,  mercredis  et  vendredis  à  2  h.  ^/^  (à  partir  du  4  jan- 
vier 1904  . 

Renseignements  universitaires. 

Inscription  ou  immatriculation  des  Etudiants  étrangers  à 
la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Licence  es  sciences.  — 
Les  Etudiants  étrangers  qui  désirent  être  admis  à  la  Fa- 
culté    en    vue    de    préparer    la    licence     es     sciences,    doivent 
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demander  une  dispense  du  Baccalauréat.  A  cet  effet  ils  adres- 
seront à  M.  le  ministre  de  Tlnstruction  publique  une  demande 
sur  papier  timbré  à  CO  centimes,  accompagné  des  titres,  diplômes, 
attestations  d'études  possédés  par  le  postulant  et  de  son  acte  de 
naissance  i original  et  traduction  en  français);  les  traductions  doi- 
vent être  faites  par  un  traducteur  assermenté  ou  par  les  soins  du 
Consulat.  Cette  dispense  une  fois  accordée  (à  titre  onéreux  130), 
TRtudiant  sera  admis  à  prendre  ses  inscriptions  en  vue  de  la 
licence.  Lorsque  l'Etudiant  désire  être  immatriculé  en  vue  seule- 
ment de  suivre  les  cours,  les  conférences  et  aussi  lorsque  cela  est 
possible  les  travaux  pratiques,  il  n'est  pas  tenu  d'sLXoir  la  dispense 
du  baccalauréat,  il  peut  se  faire  immatriculer  sur  le  vu' des  titres 
étriuigers  qu'il  possède  et  de  son  acte  de  naissance. 

Doctorat  d' Université.  —  a)  Les  Diplômes  du  Doctorat  d'Univer- 
sité sont  comme  ceux  des  autres  Universités  françaises  ou  étran- 
gères, iV ordre  purement  scientifique.  Ils  ne  confèrent  aux  étudiants 
aucun  droit  aux  fonctions  ou  à  l'exercice  de  professions  pour  les- 
quelles sont  requis  les  grades  d'Etat. 

b)  Les  aspirants  à  ce  titre  doivent  se  faire  inscrire  sur  un 
registre  spécial  au  Secrétariat  de  la  Faculté  des  Sciences. 

Ils  devront  présenter  en  vue  de  leur  inscription  : 

1**  Un  acte  de  naissance  (ou  titres  officiels  en  tenant  lieu),  ac- 
compagné d'une  traduction  authentique  en  français,  visée  au  Con- 
sulat ou  à  l'Ambassade  ; 

2°  Deux  Certificats  d'Etudes  supérieures. 

Dans  certains  cas  les  étudiants  étrangers  munis  de  titres  pour- 
ront être  inscrits  sans  posséder  ces  deux  certificats.  Pour  cela  ils 
devront  adresser  à  M.  le  Doyen  une  demande  spéciale,  sur  timbre, 
accompagnée  des  titres  (originaux  et  traductions  en  français  éta- 
blis par  les  soins  d'un  traducteur  assermenté). 

3°  Avant  toute  soutenance,  l'Etudiant  est  tenu  d'accomplir  une 
scolarité  d'au  moins  une  année  dans  les  laboratoires  de  l'Univer- 
sité. 

C)  Les  épreuves  du  Doctorat  d'Université  comprenent  la  soute- 
nance d'une  thèse  contenant  des  recherches  personnelles  et  des 
interrogations  sur  des  questions  proposées  par  la  Faculté. 

d)  Les  droits  de  scolarité  à  la  Faculté  des  Sciences  compren- 
nent :  Une  immatriculation  annuelle  à  20  fr.  —  Un  droit  de  biblio- 
thèque annuel  à  10  fr.  —  Quatre  droits  trimestriels  de  laboratoire 
de  50  à  1.50  fr.,  soit  200  à  (>00  fr.  —  Un  examen  à  140  fr. 
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Annnaire  du  Bnrean  des  Longitudes  ponr  1904.  Avec  des  notes  scieutifiques. 

Vn  vol.  in-lô®  de  près  de  850  pages  avec  figures;   prix  :  1  fr.  50  (franco, 
1  fr.  85);  Gaulhier-Villars,  Paris. 

La  librairie  Gauthier>Yillars  vient  de  publier,  connue  chaque  année, 
V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  ponr  1904.  Ce  petit  volume  compact 
contient,  comme  toujours,  une  foule  de  renseignements  indispensables  à 
l'ingénieur  et  à  l'homme  de  science.  Parmi  les  Notices  de  cette  année,  si- 
gnalons tout  spécialement  celle  de  M.  P.  Hatt  :  Explication  élémentaire  des 
marées,  et  celle  de  M.  Bouquet  de  la  Grye  :  Sur  ta  conférence  géodésique 
internationale  tenue  à  Copenhague  en  août  1903. 

Ë.  Landfribdt.  —  Théorie  der  algebraischen  Fanktionen  nnd  ihrer 
Intégrale.  —  1  vol.  relié,  in-S"*,  294  p.  ;  t.  XXXI  de  la  Collection  Schubert  ; 
prix  :  Mk.  6,40.  —  Thetalonktionen  nnd  hyperellipUsche  Fnnktionen.  — 
1.  vol.  relié,  in-8°,  146  p.  ;  t.  XLVI  de  la  Collection  Schubert:  prix:  Mk. 
3,40;  G.  J.  Goeschen,  Leipzig,  1902. 

Voici  deux  excellentes  monographies  consacrées  à  certains  chapitres  de  la 
théorie  des  fonctions. 

La  première  contient  un  exposé  succinct  de  la  théorie  des  fonctions  algé- 
briques et  de  leurs  intégrales.  Les  géomètres  y  trouveront  des  renseigne- 
ments utiles,  mais  elle  rendra  surtout  de  grands  services  aux  étudiants  des 
Universités,  en  leur  donnant  une  vue  d'ensemble  sur  des  questions  complexes 
et  difficiles  et  en  les  initiant  aux  belles  découvertes  de  Puiseux.  de  Riemann 
et  des  géomètres  modernes. 

Dans  le  premier  chapitre  de  son  ouvrage  M.  Landfriedt  nous  fait  connaître 
les  propriétés  fondamentales  des  fonctions  algébriques  et  la  méthode  clas- 
sique de  Puiseux  permettant  de  partager  les  racines  en  systèmes  circulaires. 
Ce  chapitre  sert  de  préparation  à  une  étude  plus  approfondie  fondée  sur 
la  considération  des  surfaces  de  Hiemann.  L'auteur  s'attache  à  mettre  en 
relief  l'utilité  de  celle  représentation  géométrique,  il  précise  le  rôle  des 
coupures  qui  transforment  la  surface  de  Riemann  en  une  surface  simple- 
ment connexe.  Nous  passons  à  la  théorie  des  intégrales,  en  commençant  par 
colle  des  intégrales  de  première  espèce  qui  est  exposée  en  détail.  L'étude 
des  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce  est  rattachée  à  celle  d'une 
intégrale  importante  introduite  par  ChristofTel.  Viennent  ensuite  le  théorème 
d'Abel  et  ses  applications,  les  fonctions  spéciales,  le  théorème  de  Riemann- 
Roch  et  enfin  la  théorie  des  transformations  birationnelles. 

Ces  théories  délicates  et  difficiles  sont  exposées  avec  clarté. 

La  seconde  monographie  forme  pour  ainsi  dire  une  suite  naturelle  à 
l'ouvrage  précédent.  Elle  est  consacrée  au  célèbre  problème  de  l'inversion 
des  intégrales  hyperelliptiques.  Le  livre  est  partagé  en  deux  parties.  Dan.s 
la  première,  l'auteur   traite  des  fonctions  thêta  et  de  leurs  applications  (so- 
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lutioii  (lu  problème  «le  Jacobi.  etc.);   la  socoiide  csl    consacrée  à  l'étude  dosi 
l'onlions  hypereiliptiques. 

Nous  recommandons  cet  ouvrage  aux  étudiants  en  mathématiques  et  à 
tous  ceux  qui  désireraient  étudier  cette  belle  théorie. 

D.  MiRiMANOFF  (Genève). 

G. -A.  Maggi.  —  Principii  di  Stereodinamica.  1  vol.,  262  p.  -.  prix  :  L.  7.50; 
Ulrico  Hœpli,  Milano,  1903. 

Tv'ouvrage  de  M.  Mnggi  est  une  importante  ramilicalion  d'un  autre  ouvrage 
du  même  auteur,  ayant  pour  litre  Principii  délia  teoria  mntemaiica  del 
movimento  dei  corpi.  —  Corso  di  Mcccanica  razionale.  II  a  pour  objet  la 
Dynamique  des  systèmes  de  corps  rigides. 

On  conçoit  qu'il  puisse,  sans  sortir  du  sujet,  ne  pas  différer  beaucoup 
d'un  traité  de  Dynamique  générale,  abstraction  faite  toutefois  de  la  Méca- 
nique des  milieux  continus. 

L'ouvrage  se  compose  de  trois  parties,  mises  respectivement  sous  l'invo- 
cation de  trois  théorèmes  importants  de  la  Mécanique  analytique  :  le  théo- 
rème de  d'Alembert,  le  théorème  d'Hamilton,  le  théorème  de  Jacobi. 

Dans  la  première  partie,  l'auteur  commence  par  préciser  les  propriélt's 
analytiques  à  attribuer  aux  liaisons,  avec  application  i\  des  exemples,  qui 
contribuent  à  la  clarté,  l^n  soin  particulier  est  apporté  à  la  distinction,  qui 
a  attiré,  dans  ces  dernières  années,  l'attention  des  Géomètres,  entre  les  sys- 
tèmes holonomes  (suivant  l'expression  introduite  par  Hertz)  et  les  systèmes 
anholonomest  la  position  de  l'un  des  premiers  pouvant  être  déterminée  par 
les  valeurs  de  coordonnées  libres  (paramètres  non  soumis  î\  des  conditions), 
la  position  de  l'un  des  seconds,  au  contraire,  étant  déterminée  au  moyen  de 
paramètres  assujettis  i\  satisfaire  à  des  équations  did'érenlielles  non  complè- 
tement intégrables.  Enfin  les  conditions  de  liaison  peuvent  être  dépendantes 
ou  indépendantes  du  temps. 

L'auteur  établit  ensuite  les  équations  de  d'Alembert  et  celles  de  Lagrange. 
ainsi  que  les  expressions  des  forces  dues  aux  liaisons  (pressioni  vincolari). 

(^ette  partie  se  termine  par  des  applications  :  question  classique  du  mou- 
vement du  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  avec  ses  divers  cas  connus 
d'intégrabilité,  théorie  du  pendule  simple  ou  composé,  de  la  bicyclette,  de  la 
bille  de  billard,  etc. 

La  seconde  partie  est  consacrée  aux  diverses  expressions  de  la  loi  du 
mouvement,  qui  consistent  dans  la  nullité  de  la  variation  de  certaines  intégra- 
les, telles  que  le  théorème  d'Hamilton  et  celui  de  Maupertuis.  Ces  ques- 
tions acquièrent  beaucoup  de  clarté  par  le  soin  avec  lequel  l'auteur  définit 
les  éléments  qui  déterminent  la  variation  et  précise  très  utilement,  dans  les 
cas  autres  que  celui  où  les  liaisons  sont  holonmes  et  indépendantes  du 
temps,  la  nature  des  mouvements  virtuels  qui  entrent  en  comparaison  en 
vue  de  la  détermination  du  minimum  des  intégrales. 

(^ette  partie  se  lerinine  par  l'établissement  des  équations  d'Appell,  du 
théorème  de  la  moindre  contrainte  de  Gauss,  et  enfin  par  l'application  des 
résultats  généraux  à  l'élude  du  gyroscope  de  Foucault. 

Enfin,  dans  la  troisième  partie,  l'auteur  expose  les  propriétés,  au  point  de 
vue  de  l'intégration,  des  équations  canoniques  du  mouvement,  et  la  réduc- 
tion du  problème  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles. 
Application  est  faite,  notamment,  à  la  recherche  des  cas  intégrables  du  mou- 
vement d'un  corps  sol 'de  au  tour  d'un  point  fixe.     G.  Combebiac  (Limoges). 
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C.-H.  Mùller-Pbesler.  —  Leitfaden  der  Projectionslehre.  Eîn  Uebungs- 
buch  der  construireuden  Stereomelrie.  Ausgabe  A.  Vorzugsweise  fur 
Realgymnasien  und  Oberrealschulen  mit  233  Fig.,  320  S.,  Mk.  4.— ; 
Ausgabe  B.  Fur  Gyniuasien  und  sechsstufige  Realanstalten  mit  122  Fig., 
138  S.,  Mk.  2.—  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig.  1903. 

Les  nouveaux  plans  d'études  de  1901  en  Prusse,  font  une  plus  large  place 
au  Dessin  et  à  la  Géométrie  descriptive  que  précédemment.  Il  en  est  résulté 
que  toute  une  série  de  manuels,  plus  ou  moins  complets,  ont  vu  le  jour  dans 
ces  dernières  années;  ils  ont  pour  but  de  donner  une  introduction  à  l'ensei- 
gnement de  ces  branches.  C'est  à  cette  catégorie  d'ouvrages  que  se  ratta- 
chent ceux  qui  nous  occupent  ici.  Les  auteurs  suivent  une  marche  «élémen- 
tairement  propédeutique»,  partant  des  cas  les  plus  simples  et  cherchant  en 
première  ligne  la  construction  de  figures  faciles  à  comprendre.  Les  exem- 
ples traités  sont  empruntés  à  la  Géographie,  à  la  Physique  et  aux  Scienres 
naturelles;  à  notre  avis  ce  sont  ces  exemples  qui  constituent  en  premier  lieu 
la  valeur  de  ce  livre. 

Dans  la  i^  partie  de  l*édition  A,  il  est  parlé  de  la  projection  parallèle 
oblique.  Mais  il  ne  s'agit  pas  d'une  théorie  systématique,  comme  on  pourrait 
le  croire  :  il  y  est  simplement  montré  comment  on  peut  construire  des  figures 
obliques  en  partant  du  carré  et  du  cube.  La  projection  et  l'échelle  des  y 
sont  données  par,  un  angle  a  et  un  rapport  de  réduction.  Les  objets  repré- 
sentés sont  choisis  parmi  ceux  qui  se  rencontrent  le  plus  fréquemment  dans 
l'enseignement  des  branches  ci-dessus  mentionnées.  Le  dernier  paragraphe 
de  la  première  partie  contient  des  «  Notions  théoriques  sur  la  projection 
oblique». 

La  'i^^  partie  expose  la  projection  orthogonale.  Outre  le  dessin  des  posi- 
tions les  plus  simples  des  polyèdres,  de  leurs  sections  normales  et  de  leurs 
intersections,  il  est  aussi  montré  comment  une  projection  centrale  peut  être 
conduite  en  connexion  avec  la  projection  orthogonale  ;  une  adjonction 
esquisse  la  «  Projection  centrale  et  celles  qui  s'y  rattachent  ».  t'n  appendice 
est  consacré  à  des  explications  et  des  théorèmes  de  Stéréométrie  systéma- 
tique, un  deuxième   à  des  remarques  et  à  des  notes  historiques. 

D'après  ce  qui  précède,  le  lecteur  peut  se  rendre  compte  que  le  livre  con- 
tient beaucoup  de  choses,  peut-être  même  aborde-t-il  pour  maintes  personnes 
trop  de  questions  diverses.  C'est  pourquoi  les  auteurs  ont  choisi  un  certain 
nombre  de  pages  de  l'édition  A  et  en  ont  formé  une  édition  B,  destinée  plus 
spécialement  aux  gymnases;  celle-ci  laisse  de  côté  tout  ce  qui  est  théorique 
dans  la  projection  oblique,  ainsi  que  les  intersections  de  corps  et  les  exemples 
tirés  des  sciences  naturelles. 

Le  volume  est  d'une  exécution  parfaite  et  les  figures  sont  correctes.  Pour  ce 
qui  concerne  les  notations,  les  auteurs  ne  se  rattachent  à  aucun  des  grands 
traités  (Fiedler,  Wiener,  Rohn);  tandis  que  par  exemple  ceux-ci  désignent 
les  projections  des  points  par  des  accents  (A'  A"),  ils  trouvent  plus  claire 
la  notation  Ai  At,  «  très  répandue  en  Hesse-Xassau  ».  Notre  tâche  n'est  pas 
d'en  chercher  les  raisons,  nous  remarquerons  toutefois  qu'une  collision  se 
présente  avec  la  désignation  des  points  par  des  chiffres  fréquemment  em- 
ployée en  pratique.  Par  contre  les  auteurs  réservent  les  accents  pour  les  tracés. 

Qu'on  nous  permette  maintenant  d'ajouter  une  remarque  de  principe. 
Nous  ne  pouvons  donner  notre  adhésion  à  la  méthode  populaire^  si  l'on  peut 
s'exprimer  ainsi,   laquelle  n'avance  pas   systématiquement,    mais   qui  veut 

L'Enseignement  mathém.,  %•  année  ;  1904.  • 
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arriver  le  plus  vite  possible.  Nous  atteignons  ce  but  plus  simplement  par 
l'enseignement  indépendant  du  Dessin  d'après  modèles.  Nous  savons  que 
cette  méthode  populaire  semble  arriver  plus  rapidement  au  but,  et  qu*en 
se  bornant  à  des  cas  simples,  elle  écarte  de  la  route  du  commen- 
çant maintes  difficultés  ;  mais  dès  qu'on  exige  davantage  d'elle,  elle  se  dé- 
robe. En  outre  elle  n'a  pas  la  valeur  éducative  qne  l'on  attend  de  la  Géomé- 
trie descriptive.  Nous  ne  saurions  mieux  illustrer  ces  réflexions  qu'en  citant 
l'image  que  les  auteurs  emploient  dans  leur  Préface.  Ils  ne  veulent  pas 
poser  de  questions  squelettiques,  mais  bien  plutôt  des  problèmes  ayant  de 
la  chair  et  du  sang  :  «  Avec  la  sonde  de  l'esprit  analytique,  l'élève  décou- 
vrira de  lui-même  le  squelette  mathématique  ».  C'est  de  ceci  dont  nous 
doutons.  L'élève  ne  le  fera  pas  mieux  pour  les  mathématiques,  que  l'étu- 
diant pour  la  Médecine  ;  c'est  pourquoi  l'on  commence  celle-ci  par 
l'explication  du  squelette.  Et  c'est  cette  voie  seule  que  nous  considérons 
comme  la  bonne  pour  l'introduction  à  la  Géométrie  descriptive  dans  les  gym- 
nases et  les  «  écoles  réaies  o  tout  au  moins  ;  pour  des  praticiens  la  question 
se  pose  autrement.  Nous  n'avons  certainement  rien  à  objecter  à  ce  que  dès 
le  commencement  on  construise,  à  côté  de  la  projection  orthogonale,  des 
figures  en  axonométrie  oblique.  Nous  le  pratiquons  depuis  des  années,  mais 
seulement  comme  auxiliaire  pour  l'établissement  méthodique  de  la  projec- 
tion orthogonale  ;  de  plus  nous  plaçons  le  squelette,  c'est-à-dire  la  théorie, 
au  premier  plan.  L'élève  doit  d'abord  apprendre  à  construire  en  réfléchis- 
sant et  alors  il  pourra  plus  tard  s'approprier  en  un  temps  plus  ou  moios 
court,  les  parties  dites  pratiques,  en  les  travaillant  d'une  manière  générale 
et  rigoureuse.  Sans  vouloir  en  aucune  façon  diminuer  la  valeur  du  beau 
livre  de  MM.  MûUer  et  Presler,  nous  avouons  que  nos  préférences  vont  à 
la  Géométrie  descriptive  envisagée  sous  le  point  de  vue  qu'a  choisi  A.  Hupe 
dans  l'un  des  volumes  du  Cours  de  mathématiques,  publié  par  H.  Mûller  à 
Charlottenbourg.  D'  Chr.  Beyel  (Zurich). 

G.  Papblier.  —  Précis  d'Algèbre  et  de  Trigonométrie,    à    l'usage    des 

élèves  de  mathématiques  spéciales.  Librairie  Nony,  Paris  1902. 

Le  programme  d'Algèbre  exigé  au  concours  d'entrée  à  l'Ecole  poly- 
technique a  subi  cette  année  de  notables  réductions.  On  en  a  retranché 
les  déGnitions  trop  subtiles  et  les  analyses  trop  minutieuses  dont  il  s'était 
chargé  avec  le  temps  et  Ton  est  revenu  aux  données  de  l'intuition.  C'est 
la  mode  nouvelle;   qui  sait  combien  elle  durera? 

Quoi  qu'il  en  soit  des  dispositions  du  nouveau  programme,  le  livre  de 
M.  Papelier  vient  à  point  pour  y  répondre.  C'est  bien,  comme  Ta  dé- 
sigpaé  son  auteur,  un  Précis,  en  ce  sens  qu'on  n'y  trouve  que  ce  qui  est 
demandé  à  l'examen;  mais,  ce  n'est  pas,  comme  on  pourrait  le  croire,  un 
simple  résumé.  Même,  en  feuilletant  ce  court  volume  de  350  pages,  on 
éprouve  quelque  surprise  à  découvrir  qu'aucune  démonstration  n'est 
écourtée  et  que  chaque  question  y  est  traitée  avec  tout  le  développement 
qu'elle  comporte.  Aussi  bien,  dans  tout  l'ouvrage,  on  sent  la  main  d'un 
maître  depuis  longtemps  exercé  à  la  préparation  des  examens,  qui  sait  par 
expérience  ce  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  de  dire  aux  élèves  pour  être 
compris  et  être  sûr  d'être  compris.  A  l'appui  de  ce  que  j'avance,  je 
signalerai,  entre  autres  choses,  la  manière  vraiment  sobre  et  vraiment 
claire   à   la  fois    avec    laquelle    M.   P.  a  développé  la    théorie  des   séries. 

L'ouvrage  de  M.  P.  n'est  certes  pas  un  livre  de  science.    Il  n'a  pas  une 
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telle  prétention;  il  ne  cherche  pas  à  se  substituer  à  d'autres  livres  juste- 
ment réputés  où  l'on  peut  trouver  des  notions  plus  élevées  et  des  déve- 
loppements plus  abondants.  C'est  tout  simplement  un  livre  de  classe,  écrit 
pour  Tusage  quotidien  des  élèves,  dans  une  langue  claire  qui  leur  sera 
facilement  accessible.  Il  faut  dire  qu'un  livre  de  ce  genre  manquait  ;  aussi 
a-t-il  sa  place  marquée  dans  les  bibliothèques  des  classes  de  mathématiques 
spéciales.  Il  se  présente  en  quelque  sorte  comme  le  code  des  connaissances 
juste  nécessaires  et  suffisantes  pour  les  examens.  C'est  pour  cette  raison  que 
je  pense  qu'il  sera  goûté  des  élèves,  comme  il  l'est  déjà  des  professeurs. 

J*ajoute  que,  selon  une  innovation  très  rationnelle  qui  mérite  d'être  re- 
tenue, l'auteur  a  incorporé  à  l'Algèbre  la  trigonométrie  théorique,  comprise 
comme  l'étude  des  fonctions  circulaires.  Ch.  Michel  (Paris). 

£r?i.  Wôlffing.  —  Mathematischer  Bûcherschatl.  Systematisches  Ver- 
zeichnis  der  wichtigsten  deutschen  und  auslândischen  Lehrbiicher  und 
Monographien  des  19.  Jahrhunderts  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen 
VYissenschaften.  In  zwei  Teilen.  I.  Teil  :  Reine  Mathematik,  Mit  einer 
Einleituog:  Kritische  Uebersicht  ûber  die  bibliographischen  Hilfsmittel 
der  Mathematik.  —  Un  vol.  gr.  in-8o.  cart.,  XXXVI-416  p.;  prix:  Mk. 
U.— ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig,  1903. 

En  entreprenant  cette  publication  M.  Wôlffing  8*est  proposé  de  dresser 
l'inventaire  des  travaux  mathématiques  publiés  pendant  le  XIX"»<^  siècle  en 
dehors  des  recueils  périodiques.  S'il  a  écarté  ces  derniers,  ce  n'est  pas, 
coDirac  il  rindique  d'ailleurs  très  nettement  dans  la  Préface,  parce  que  les 
travaux  qui  s'y  trouvent  soient  d'un  intérêt  moindre,  ou  fussent  déjà  cata- 
logués dans  un  répertoire  spécial,  mais  uniquement  parce  qu'il  a  craint  que, 
sous  une  forme  aussi  générale,  l'entreprise  ne  soit  irréalisable  pour  un  seul. 

Bien  que  délimitée  de  la  sorte,  la  tâche  n'en  était  encore  que  trop  aride; 
on  doit  donc  féliciter  l'auteur  de  l'avoir  entreprise  et  de  nous  apporter 
aujourd'hui  cette  première  partie  consacrée  aux  publications  appartenant 
aux  domaines  des  mathématiques  pures.  Un  second  volume  sera  consacré  aux 
mathématiques  appliquées. 

M.  Wôlffing  a  adopté  une  classification  qui  se  rapproche  sensiblement  de 
celle  du  Jahrbuck  ûber  die  Fortschritte  der  Mathematik.  U  a  réparti  les 
publications  en  313  groupes.  L'Histoire,  la  Philosophie  et  la  Pédagogie 
des  Mathématiques  comprennent  ensemble  6  groupes  ;  l'Arithmétique,  TAl- 
gèbre  et  l'Analyse  algébrique  élémentaire  78  groupes;  l'Analyse  supérieure 
et  la  Théorie  des  fonctions  61  groupes  et  les  différentes  branches  de  la  Géo- 
métrie 173  groupes.  Dans  chaque  groupe  les  mémoires  ont  été  ordonnés 
suivant  l'ordre  alphabétique  des  noms  d'auteurs.  Pour  faciliter  les 
recherches  l'auteur  termine  son  ouvrage  par  deux  tables,  1)  une  table  ana- 
lytique des  matières,  2)  une  table  alphabétique  des  noms  d'auteurs. 

On  conçoit  aisément  qu'un  travail  de  ce  genre  présente  des  lacunes  et 
contienne  certaines  erreurs;  aussi  l'auteur  invite-t-il  les  mathématiciens  à 
les  lui  signaler.  Elles  feront  l'objet  d'un  appendice  qui  sera  placé  à  la  fin  du 
second  volume.  Malgré  ces  oublis,  inévitables  dans  un  travail  qui  présente 
tant  de  difficultés  d'ordres  très  divers,  le  livre  de  M.  Wôlffing  constitue 
bien,  comme  l'indique  le  titre,  un  véritable  trésor.  Sa  préface  fournit  aux 
lecteurs  d'intéressants  aperçus  bibliographiques,  et  l'ensemble  apporte  une 
inaportante  contribution  à  la  bibliographie  mathématique.  H.   Fehr. 
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!•  Sommaires  des  prineipaux  périodiques: 

American  Mathematical  Monthly  (The),  publication  mensuelle  dirigée 
par    B.-F.    Fikkel    et   J.-M.    Colaw.    Springfield    (U.    S.    A  ).    Vol.    X. 

Fasc.  4.  —  G. -A.  Miller  :  Appréciative  Remarks  on  the  Theory  of 
Groups.  —  G.-B.  Halsted  :  Our  Symbol  for  Zéro.  —  A.  Hekderson  :  Har- 
monie Pairs  in  the  Gomplex  Plane.  —  H.  Sisam  :  The  General  Euclidean 
Construction.  —  M.-E.  Graber  :  A  General  Iheory  of  Projectiles.  — 
G.-W.  Greekwood  :  A  Pedagogical  Question  in  Spherical  Trigonometry. — 
Problèmes  divers  résolus  et  à  résoudre. 

Fasc.  5.  —  W.-E.  Taylor  :  On  the  Product  of  an  Alternant  by  Symme- 
tric  Function.  —  S.  Newcomb  :  An  Account  of  Professor  Runkle  Mathema- 
tical Monthly.  —  E.-J.  Goodspeed  :  The  Ayer  Papyrus.  —  Problèmes  divers. 

Fasc.  6-7.  —  Ed.  Kasner  :  The  Apollonian  Problem  in  Space.  — 
G. -A.  Miller  :  On  the  Définition  of  an  Infinité  Number.  —  B.-M.  Zerr  ; 
Certain  Loci  Related  to  a  Conic.  —  R.-E.  Moritz  :  On  certain  Proofs  of 
Fondamental  Theorem  of  Algebra.  —  J.-V.  Collins  :  A  General  Notation 
for  Vector  Analysis. 

Annali  di  Matematica  para  ed  applicata,  dirigées  par  L.  Bianchi,  U.  Dim. 
G.  Jung,  C.  Segre;  série  3,  t.  IX.  Robeschini,  Milan,  1903. 

Fasc.  1.  —  Levi-Civita  :  Traiettorie  singolari  ed  verti  nel  problcma  ris- 
tretto  deî  tre  corpi.  —  Fubi.ni  :  Sugli  spazii  a  quattro  dimensioni  che  am- 
mettono  un  gruppo  continuo  di  movimenti.  —  Jukg  :  In  morte  di  L.  Cre- 
mona. 

Fasc.  2.  —  Niccoletti  :  Su  uua  classe  di  equazioni  a  radici  reali.  — 
CiPOLLA  :  Sui  numeri  composti  P,  che  verificano  la  congruenza  di  Fermât 
tf  ''-*  =  1  (mod  P).  —  MoRANDi  :  Sopra  alcuni  probiemi  di  statica  elastica. 
—  PiRONDiNi  :  Integrazione  geometrica  di  alcune  equazioni  differenziali. 

Bibliotheca  Mathematica.  Zeitschrift  fur  Geschichte  der  mathematischen 
Wissenschaften,  herausgegeben  von  G.  Enestrôm,  3.  Folge;  4.  Band; 
B.-G.  Teuboer,  Leipzig. 

Heft  2.  —  M.  Cantor  :  VVie  soll  man  die  Geschichte  der  Malheniatik 
behandeln?  —  W.  Schmidt  :  Zu  dem  Berichlc  des  Simplicius  ùber  die 
Môndchen  des  Hippokrales.  —  H.  Suter  :  Der  Verfasser  des  Bûches 
«  Grûnde  der  Tafelri  des  Chovàrezmi  ».  —  A. -A.  BjôrnAo  :  Hermanuus 
Dalmata  als  Uebersetzer  astronomischer  Arbeiten.  —  J.  Mayer  :  Der  Astro- 
nom  Cyprianus  Leovitius  (1514-1574)  und  seine  Schriften.  —  R.  Sturm  : 
Zusammenstellung  von  Arbeiten,  welche  sich  mit  Steinerschen  Aufgaben 
beschâftigen.  —  A.  Macfarlane  :  Peter  Guthrie  Tait,  bis  life  and  works.  — 
G.   Enestrôm   :    Ueber  zweckmâssige  Abfassung  der  Titel  mathematischer 
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Aufsâtze.  —  G.  Enestrôm  :  Kleine  Bemerkungen  zur  zweiten  Auflage  von 
Cantors  «  YorlesuDgen  ûber  Geschichte  der  Mathematik  >. 

Heft  3.  —  G.  Enestrôm  :  Zur  Frage  ûber  die  Behandlung  der  Geschichte 
der  Mathematik.  —  W.  Schmidt  :  Ueber  die  Gestalt  der  Groma  der  rômi- 
scheo  Feldmesser.  —  A.  An.  Bjôrnbo  :  Die  mathemalischen  S.  Marcohand- 
schriften  in  Florenz.  —  C.-R.  Wallnjek  :  Ueber  die  Enstehung  des  Grenz- 
begriffes,  —  L.  Schlesinger  :  Neue  Beîtrage  zur  Biographie  von  Wolfgang 
und  Johann  Bolyai.  —  F.  Muller  :  Ueber  Vorlesungen  zur  Einfuhrung  in 
dîc  mnthematischo  Litteralur.  —  G.  Vacca  :  Congresso  intcrnazionulc  di 
storia  délie  scienze  mateinatirhe  e  fîsiche  in  Roma.   1903. 

Comptes  rendus  de  rAcadémie  des   Sciences  de  Paris,  publiés  par  les 
Secrétaires  perpétuels.  Gauthier- Yillars,  Paris.  Tome  CXXXVIÏ,  i903. 

6  juillet.  —  J.  BoussiNESQ  :  Sur  un  mode  simple  d'écoulement  des  nappes 
fl'eau  d'infiltration  à  lit  horizontal,  av^c  rebord  vertical  tout  autour,  lors- 
qu'une partie  de  ce  rebord  est  enlevée  depuis  la  surface  jusqu'au  fond.  — 
J.  Mascart  :  Perturbations  séculaires  d'importance  secondaire.  —  G.  Blutel  : 
Sur  les  lignes  de  courbures  de  certaines  surfaces.  —  De  Séguier  :  Sur  les 
groupes  de  Matthieu.  —  S.  Zaremba  :  Sur  les  fonctions  fondamentales  de 
M.  Poincaré  et  la  méthode  de  Neumann  pour  une  frontière  composée  de 
polygones  curvilignes. 

i3  juillet.  —  J.  BoussiNESQ  :  Sur  la  stabilité  d'un  certain  mode  d'écoule- 
ment d'une  nappe  d'eau  d'infiltration.  —  M.  Servant  :  Sur  rhabillage  des 
surfaces. 

20  juillet.  —  J.  BoussiNMSQ  :  Extension,  i\  des  cas  où  le  fond  est  courbe, 
du  mode  d'écoulement  d'une  nappe  d'eau  d'infiltration  reposant  sur  un 
fond  plat.  —  M.  Quénisset  :  Photographies  de  la  comète  Borelly,  1903  c. 

27  juillet.  —  P.  DuHEM  :  Sur  les  ondes  cloisons.  —  M.  Andrade  :  Sur  les 
conditions  de  la  s^Tichronisation.  —  \V.  de  Fosvielle  :  Sur  l'explication 
donnée  par  Fontenelle  de  la  nature  des  queues  de  comètes. 

3  août.  —  J.  Mascart  :  Résidu  des  perturbations  séculaires.  —  M.  Es- 
CLARGON  :  Sur  les  fonctions  quasi-périodiques.  —  H.  Dulag  :  Sur  les  fonc- 
tions de  n  variables  représentées  par  les  séries  de  poiynônes  homogènes.  — 
N.  Saltykow  :  Sur  les  intégrales  de  S.  Lie. 

10  août.  —  M.  le  général  Sébert  :  Sur  l'Aérodynamique  et  la  théorie  du 
champ  acoustique.  —  J.  Janssen  :  Sur  la  mort  de  Prosper  Henry.  — N.  Sal- 
TTKOw  :  Sur  les  relations  entre  les  intégrales  complètes  de  S.  Lie  et  de 
Lagrange.  —  F. -A.  Forel  :  Le  cercle  de  Bishop,  couronne  scolaire 
de  1903. 

17  août.  —  H.  Deslandres  :  Observations  spéciales  de  la  comète  Bor- 
relly.  —  N.  Saltykow  :  Sur  le  rapport  des  travaux  de  S.  Lie  î\  ceux  de 
Liou ville.  —  Ed.  Maillet  :  Les  fondions  entières  d'ordre  zéro.  — 
C.  Stôruer  :  Sur  les  intégrales  dc-Fourier-Cauchy. 

2'i  août.  —  J.  Guillaume  :  Observation  du  Soif  il  faites  à  l'Observatoire 
de  Lyon  pendant  le  deuxième  trimestre  de  1903.  —  N.  Saltykow  :  Sur  le 
problème  de  S.  Lie.  —  C.  Stôrmer  :  Sur  les  intégrales  de  Fourier-Cauchy. 

31  août. — L.  Belzecmi  :  Sur  la  courbe  d'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inex- 
tensible dont  les  éléments  sont  sollicités  par  les  pressions  d'un  remblai. 

7  septembre.  —  E.  Ferron  :  Note  sur  l'anse  de  panier  à  n  centres.  — 
M.'  Stodolkiewitz  :  Sur  un  mode  d'intégration  des  équations  différentielles 
du  premier  ordre. 
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14  septembre.  —  Sur  les  équations  aux  différences  qui  possèdent  un  sys- 
tème fondamental  d'intégrales. 

21  septembre.  —  Ed.  Maillkt  :  Sur  les  fonctions  monodromes  et  les 
équations  différentielles. 

28  sept,  et  5  octobre.  —  A.  Chkssin  :  Sur  une  classe  d'équations  différen- 
tielles linéaires. 

12  octobre.  —  E.  Picard  :  Sur  les  relations  entre  la  théorie  des  intégrales 
doubles  de  seconde  espèce  et  celle  des   intégrales  de   différentielles  totales. 

—  M.  Mittag-Lkffler  :   Sur  les  fonctions  E^  \x).  —  A.  Guldberg  :  Sur  les 

équations  linéaires  aux  différences   finies. 

19  octobre.  —  E.  Picard  :  Sur  les  périodes  des  intégrales  doubles  et 
leurs  rapports  avec  la  théorie  des  intégrales  doubles  de  seconde  espèce.  — 
A.  Guldberg  :  Sur  les  équations  linéaires  aux  différences  finies.  —  E.  So- 
coLOw  :  Sur  les  corrélations  qui  exist^'.nt  entre  les  éléments  des  orbites  du 
système  planétaire. 

27  octobre.  —  E.  Bordage  et  A.  Garsault  :  Observation  de  l'éclipsé  de 
soleil  du  20  septembre  1903,  faite  à  l'île  de  la  Réunion.  —  G.  Millochau  : 
Observation  de  Mars  à  la  grande  lunette  de  l'Observatoire  de  Meudon.  — 
A.  Guldberg  :  Sur  les  grandes  transformations  des  équations  linéaires  aux 
différences  finies.  —  M.  Rabut  :  Sur  la  résolution  pratique  des  éc}uatioQs. 

—  Ed.  Maillet  :  Sur  la  courbe  des  débits  d'une  source. 

2  novembre.  —  W.  de  Tannenberg  :  Sur  les  courbes  gauches  à  torsion 
constante.  —  E.  Borel  :  Sur  la  détermination  des  classes  irrégulières  de 
séries  de  Taylor.  —  E.  Lindelôf  :  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des 
enselïîbles. 

9  novembre.  —  P,  de  Lafitte  :  Lo  carré  magique  de  3.  —  A.-N.  Pakoff  : 
La  Propagation  de  l'ai  traction.  —  M.  Rabut  :  Sur  la  détermination  des 
ligures  invariantes  des  transformations  cycliques.  —  S.  Pincherlk  :  Sur 
l'approximation  des  fonctions  par  les  irrationnelles  quadratiques.  — 
A.  DE  Saint-Germain  :  Généralisation  de  la  propriété  foudameutale  du 
potentiel. 

16  novembre.  —  S.  Bernstein  :  Sur  la  nature  analytique  des  solutions  de 
certaines  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 

23  novembre.  —  II.  Deslandes  :  Relation  entre  les  taches  solaires  et  le 
magnétisme  terrestre.  Utilité  de  reuregistrenienl  continu  des  éléments  va- 
riables du  Soleil. —  L.  Fejer  :  Sur  les  équations  fonctionnelles  et  la  théorie 
des  séries  divergentes.  —  î).  Pompein  :  Sur  un  système  de  trois  fonctions 
de  variables  réelles. 

30  novembre.  —  E.  Bordage  et  A.  Garsault  :  L'écIipse  de  Lune  du  6  oc- 
tobre 1903  observée  à  la  Réunion.  —  J.  Guillaume  :  Dernier  minimum  des 
taches  solaires  et  remarque  relative  à  la  loi  des  zones.  —  VV.  de  Ta.nne»- 
berg  :  Du  problème  de  Cauchy  relatif  à  une  classe  particulière  de  surfaces. 

—  E.  Borel  :  Sur  la  représentation  effective   de  certaines  fonctions  discon- 
tinues. —  S.  LATTès  :  Sur  une  classe  d'équations  fonctionnelles. 

7  décembre.  —  D.  EoLtiris  :  Léonides  et  Biélides  observées  à  Athènes. — 
E.  Borel  :  L*n  théorème  sur  les  ensembles  mesurables.  —  A.  Aurig  :  Géné- 
ralisation d'un  théorème  de  Laguerre. 

14  décembre.  —  J.  Hadamard  :  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
linéaires    du  second   ordre.  —   E.   Goursat  :   Sur  une  généralisation   de  la 
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théorie  des  fractions  continues  algébriques.  —   J.  Wallekb!£rg  :  Sur  l'équa- 
tion difiérenticUe  de  Riccati  du  second  ordre. 

21  décembre.  —  Prix  décernés  et  proposés.  —  Voir  plus  haut,  pp.  67,  68. 

Matheais.  Recueil  mathématique  à  l'usage  des  écoles  spéciales,  publié  par 
P.  Mamsion  et  J.  Neuberg.  Gand,  Hoste.  Paris,  Gaulhier-Villars.  Série  3. 
Tome  III.  1903. 

Août-septembre.  —  M.  Servais  :  Sur  le  complexe  des  axes  d'un  conique. 
—  Barisxek  :  Exercices  de  géométrie  analytique.  —  Déprez  :  Sur  les  trian- 
gles automédians.  —  Problèmes  et  notes  diverses. 

Octobre  :  De  Tilly  :  Géométrie  des  êtres  plans.  —  Problèmes  d'exa- 
mens. 

ZeitSChr.  fur  das  Realschalwesen ,  herausgegebeu  von  Em.  Czuber, 
Ad.  Becmtel  und  Mor.  Gl6ser,  XXVIII,  Jahrg.  1903;  Alf.  Hôlder,  Wien. 

N"  7.  —  Milan  Zdelar  :  Neiier  Beweis   des   pythagoreischen  Lehrsalzes. 

No  8.  —  A.  Bechtel  :  Ueber  die  Vorziige  u.  Schwacheu  der  «  Reform- 
schulcn  V  (Eiuheitschulen)  in  Deulschland. 

No  9.  —  Ad.  Breuer  :  Beilrag  zur  Théorie  der  Orthogonal-Projekliou  des 
Kreisos. 

No»  10  et  12.  —  (Ne  contiennent  pas  de  mathématiques.) 

No  U.  —  Emm.  Czuber  :  Eine  Enzyklopœdie  der  Elementar-Mathematik. 


S.  Liivre»  nouveaux  : 

Alexandroff  (Iw.).  —  Aufgaben  aus  der  niederen  Géométrie,  uachLôsungs- 
methoden  geordnet  und  zu  einem  Uebungsbuche  zusammengestellt,  mit 
einem  Vorwort  von  Dr.  M.  Schuster,  und  100  Figuren  im  Text. — Un  vol. 
cari.  gr.  in-S",  123  p.;  prix  :  Mk.  3. —  ;  B.-G.  Teubncr,  Leipzig,  1903. 

Annuaire  pour  l'an  1904  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes.  Avec  des 
Notices  scientifiques.  —  Un  vol.  in-16,  de  près  de  850  pages;  prix  : 
1  fr.  50  (franco  1  fr.  85);  Gauthier- Villars,  Paris. 

BoREL  (Emile).  —  Cours  de  mathématiques,  rédigé  conformément  aux  nou- 
veaux programmes.  (Quatre  volumes  in-18  Jésus,  reliés  toile).  —  Arithmé^ 
tique  (Classe  de  quatrième  B),  2  fr.  —  Arithméthique  et  notions  d'algèbre, 
(Classe  de  troisième  A),  2  fr.  50.  —  Algèbre  (l*""  cycle),  2  fr.  50.  —  Algèbre 
(2™«  cycle),   3   tr.  —  Librairie  Armand  Colin,  Paris,  1903. 

L.  CouTURAT  et  L.  Leau.  —  Histoire  de  la  Langue  universelle.  —  Un  vol. 
in-8,  576  p.;  prix  :  10  fr.  Librairie  Hachette  &  C*",  Paris  1903. 

II.E?(TzsciiEL  (Em.).  —  Oas  Erdsphârold  und  seine  Abbildung.  —  Un  vol. 
cart.  gr.  in-8,  140  p.;  prix  :  3  Mk.  40:  B.  E.  Teubner,  Leipzig,  1903. 

Laisant  (C.-A.).  —  L'Education  fondée  sur  la  Science.  L  L'initiation  ma- 
thématique. II.  L'initiation  à  l'étude  des  sciences  physiques.  III.  Edu- 
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JUSTIFICATION 
DES  PHOCÉDKS  ET  DE  L'ORDONNANCE 

DES 

NOUVEAUX  ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE' 

PAR    l'aITEI'R 


l.  —  Les  Modernes  ont  (*réé  OU  renouvelé  de  fond  en  comble 
les  parties  supérieures  et  moyennes  de  la  Géométrie,  mais 
quelques  modifications  de  forme  et  d'arrangement,  des  déve- 
loppements plus  ou  moins  prolixes  donnés  à  des  questions 
secondaires,  laissent  toujours  Tesprit  de  l'Antiquité  dominer, 
avec  une  jalousie  tenace,  le  fond  des  parties  élémentaires, 
support  logique  de  Tédifice  entier,  élément  essentiel  de  la 
plus  modeste  éducation  intellectuelle. 

Unique  dans  Thistoire  scientifique  de  Thumanilé,  puisque 
de  véritables  abîmes  se  sont  ouverts  entre  l'Analyse  de  Dio- 
phanté,  la  Mécanique  d'Archimède,  TAstronomie  d'Hippa- 
repe,  la  Physique  d'Aristote...,  et  ce  que  les  mêmes  sciences 
sont  maintenant  devenues,  l'anomalie  est  étrange  et  cepen- 
dant bien  facile  à  expliquer.  La  Géométrie  formait  déjà  une 
doctrine  étendue,  serrée  avec  solidité  et  une  certaine  harmo- 
nie, qu'à  côté  d'elle  tout  n'était  encore  que  ténèbres  ou  em- 
pirisme, et  cette  prééminence  exclusive  a  pu  conserver  une 
telle  saillie  pendant  des  siècles  sans  nombre.  D'où  une  admi- 
ration universelle  pour  l'œuvre  géométrique  des  Anciens,  le 
plus  prodigieux  peut-être  des  efforts  de  l'esprit  humain  dans 
sa  poursuite  incessante  de  la  vérité  scientifique,  d'où  la  place 
hors  rang  que  les  penseurs  ont  faite  unanimement  à  sa  cer- 
titude, à  sa  grandeur,  que  leurs  écrits  ont  célébrée  jusqu'à 


>  2"«  4'>ditioB,  Dijon,  septembre  1903,  chez  Jobnrd,  imprimour-éditeiir.  Prix  :  7  Fr. 
L'Enseignement  mathém.,  6"  année  ;  1904. 


i 


IL 


90  C.  MER  A  Y 

en  faire  un  lieu  commun,  puis,  en  conservant  à  tort  à  l'œu- 
vre elle-même  vouée  à  la  caducité  de  toute  chose  humaine, 
cette  admiration  que  ses  auteurs  seuls  mériteront  toujours, 
Térection,  en  un  dogme  philosophique,  de  sa  perfection  ache- 
vée, de  son  intangibilité  quasi-absolue. 

II.  —  Malgré  son  crédit  toujours  solide,  ce  dogme  est  à  mes 
yeux  une  pure  superstition,  et  une  preuve  a  priori  m'en  est 
précisément  fournie  par  cette  exception  sans  exemple,  des 
éléments  de  la  Géométrie  s'éternisant  encore  dans  leur  sèche 
et  raide  immobilité,  pendant  que  les  autres  connaissances 
scientifiques,  les  Arts  industriels  et  le  surpl  us,  font  dans  toutes 
les  directions,  àreavi,des  progrès  incessants  dont  la  somme, 
actuellement  sans  mesure,  les  a  rendus  méconnaissables. 

Que  les  mêmes  Eléments  aient  fait  plus  que  leur  temps,  ne 
méritant  désormais  qu'une  place  dans  le  musée  des  antiquités 
scientifiques,  place  de  très  grand  honneur  en  vérité,  c'est  ce 
qui  résulte  avec  évidence  pour  les  esprits  non-prévenus,  et 
a  priori  encore,  de  la  simple  comparaison  de  leurs  allures 
propres  avec  celles  de  la  Géométrie  moderne.  Ici,  des 
méthodes  générales  restant  habituellement  au  cœur  de  la 
question,  directes  et  lumineuses  par  conséquent,  ou  bien,  par 
moments,  des  artifices  d'une  habileté  et  d^une  rapidité  saisis- 
santes, un  symbolisme  ingénieux  et  pittoresque  rapprochant 
à  les  identifier  des  faits  séparés  auparavant  par  des  dissem- 
blances extrêmes,  des  théorèmes  amples  et  précis  quoique 
laconiques  apportant  des  solutions  faciles,  souvent  intuiti- 
ves, à  mille  problèmes  inabordables  pour  les  Anciens,  un 
ensemble  limpide  et  cohérent  où  chaque  chose  trouve  im- 
médiatement sa  place,  qu'un  seul  regard  peut  embrasser 
sans  peine,  le  tout  jetant  Tesprit  dans  un  enchantement  sans 
lin  par  la  facilité  et  Télégance  réunies  à  la  hardiesse.  Là  (je 
parle  maintenant  des  Eléments),  des  défauts  si  graves,  si  va- 
riés, si  peu  remarqués  cependant,  qu'un  résumé  ne  peut  suf- 
fire. 

L'ensemble  présente  un  rare  désordre.  11  met  à  part  les 
propriétés  des  droites  conçues  dans  un  plan  unique,  et  les  sé- 
pare de  celles  des  combinaisons  de  droites  et  de  plans  dans 
l'espace,  par  toute  la  Géométrie  plane  comprenante  théorie 
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<lu  cercle  et  les  futilités  à  la  mode.  Cependant  les  propriétés 
générales  de  la  droite  et  du  plan  sont  dans  une  telle  péné- 
tration réciproque,  que  la  connaissance  complète  des  unes  est 
de  toute  nécessité  pour  celle  des  autres.  Après  un  pôle-mèle 
initial  sur  les  angles,  sur  l'égalité  des  triangles,  sur  les  droites 
parallèles,  perpendiculaires,...,  sur  le  parallélogramme,...,  il 
place,  à  part  encore,  un  premier  lot  de  propriétés  du  cercle 
qu'il  abandonne  promptement  pour  revenir  aux  figures  recti- 
lignes,  puis  reprendre  le  cercle,  et  ainsi  de  suite,  par  un  autre 
pêle-mêle  étendu  sur  les  «  lignes  proportionnelles  »,  la  simi- 
litude des  triangles  et  autres  polygones  plans,  le  théorème  de 
Pylhagore,  un  second  lot  de  propriétés  du  cercle...,  la  mesure 
des  aires  planes,  puis  les  polygones  réguliers  en  hors  d'œuvre 
assez  long.  Cependant  la  théorie  d'une  ligne  courbe  de  l'im- 
portance du  cercle,  ne  devrait  pas  être  rompue  en  morceaux  je- 
tés à  travers  celle  de  la  droite,  ainsi  désagrégée.  Vient  enfin 
Tétude  des  droites  etdes plans  de  l'espacée:  Tincohérence  dé- 
sordonnée du  début  s'y  retrouve  plus  choquante  encore, 
parce  que  le  sujet  est  moins  simple,  et  elle  se  soutient  plus 
ou  moins  prononcée  jusqu'au  ternie  du  tout.  S'il  n'y  a  rien 
sur  la  similitude  des  figures  courbes,  en  revanche,  il  y  en 
a  une  théorie  pour  les  polygones  plans,  une  autre  pour  les 
polyèdres,  toutes  deux  séparées  par  un  intervalle  considéra- 
ble,... Or  une  collection  de  propositions  rangées  et  soudées  à 
l'aventure,  ne  fait  pas  plus  une  science,  qu'un  ramassis 
d'hommes  inconnus  les  uns  aux  autres,  sans  chefs  ni  disci- 
pline, ne  fait  une  armée.  L'une  comme  l'autre  veut  le  rap- 
prochement des  éléments  devant  agir  ensemble,  la  sépara- 
tion de  ceux  dont  les  fonctions  sont  difi'érentes,  la  subordi- 
nation constante  de  l'accessoire  au  principal;  Tordre,  en  un 
mot,  est  nécessaire  partout,  ou  bien  on  n'a  plus  qu'un 
chaos  presque  impossible  à  démêler  et  à  manier. 

Les  détails  sont  rabougris,  souvent  mesquins,  sans  haleine 
et  sans  portée  chacun,  donnant  par  leur  monotone  succes- 
sion la  sensation  d'un  piétinement  sur  place.  La  définition 
de  la  ligne  droite  et  celle  du  plan  laissent  à  peine  apercevoir 
leur  .propriété  capitale,  source  de  toutesles  autres,  d'être  in- 
définiment réapplicables  sur  eux-mêmes.  Le  fameux  «  Postu- 
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latiini    d'Eiiclide  »  ne   met  en    jeu  qu'une    perpendiculaire 
et  une  oblique  à    une  même  droite  dans    un  même  plan,  et 
n'apprend  ainsi  presque  rien;   il  en   serait    autrement,  et  il 
\\e\i  aurait  pas  coiilé  davantage,  si  son  énoncé  eut  été  étendu 
à  deux  droites  faisant  avec  une  troisième  dans  un  même  plan, 
des  angles  inégaux  quelconques.  Le  troisième  cas  dVgalitédes 
triangles  est  présenté  complètement  muet  sur  la  construction 
d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  donnés;  et  de  même,  pour 
le  troisième  cas  d'égalité  des  trièdres,  pour  le  quatrième  plus 
encore.   Des  développements  assez  étendus  sur  les  angles 
d'une  sécante  avec  deux  droites  parallèles  laissent  ignorer 
presque  indéfiniment  que  deux  angles  quelconques,   rectili- 
gnes  on  dièdres,  à  côtés  ou  faces  |)arallèles  sont  tout  aussi 
bien  égaux  ou  supplémentaires.  La  bissectrice  de  Tangle  de 
deuxdroites  est  introduite  comme  divisant  cet  angle  dans  un 
certain  rapport,  après  quoi  il  est  prouvé  que  chacun  de  ses 
points  est  équidistant  des  côtés;  mais  tout  en  reste  là,   et 
nulle  part  on   ne  trouve  mention  du  lieu  autrement  impor- 
tant des  points  dont  les  distances  orthogonales  ou  obliques, 
soit  à  deux  droites  dans  un  même  plan,  soit  à  deux  plans,  sont 
entre  elles  dans  un  ra|)port  constant  quelconque.  Le  lieu  des 
points  équidistants  de  doux  autres  est  traité   avec  complai- 
sance, mais  on  s'y  arrête  encore,  et  il  faut  un  nouvel  elfort 
pour  arriver  à   celui  (|ui  renferme  le  premier,  où  il   s'agit 
des  points   dont   les    carrés    dès    dislances    à    deux    points 
fixes  demeurent  dans  une  différence  constante.  Un  théorème 
spécial  établit  l'égalité  des  arcs  interceptés  sur  une  circon- 
férence  par   deux   droites  parallèles,  mais  il  recule  devant 
l'effort  presque  nul  à  faire  pour  pousser  jusqu'à  la  symétrie 
de  toute  la  courbe    par  rapport  à  un  diamèlre  quelconque, 
dont  cette  égalité  est  le  corollaire  le  plus  mince.  \]ne  demi- 
douzaine  de  propositions  ne  donnent  chacune,  et  en  haletant, 
qu'un  menu  point  de  la  relation  générale  entre  un  angle  et 
les  arcs  interceptés  par  lui  sur  une  circonférence.  On  trouve 
une  toute  petite  propriété  de  la  médiane  d'un  triangle,  au  lieu 
de  la  réduction  si  facile  d'une  expression  linéaire  par  rapport 
aux  carrés  des  distances  d'un  point  indéterminé  à  des  points 
fixes.  Il  y  a   un    théorème  sur  la  proportionnalité   des  seg- 
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nieiils  découpés  sur  deux  cotés  d'un  triangle  par  une  paral- 
lèle au  troisième,  un  autre  pour  celle  des  segments  intercep- 
tés sur  deux  droites  d'un  plan  par  deux  paires  de  droites  paral- 
lèles, un  troisième  pour  des  droiles  quelconques  etdes  plans 
parallèles  ;  ce  dernier  cependant  rend  les  deux  autres  inu- 
tiles. Vïi  premier  effort  ne  conduit  qu'à  la  similitude  dans 
les  polygones  plans,  et  il  en  faut  un  second  pour  arriver  à 
i^elle  des  polyèdres,  sans  aller  au  delà,  \^o\\  nombre  de  théo- 
rèmes insignifiants,  ou  ne  servant  chacun  qu'à  soutenir  le 
suivant,  sont  établis  dans  les  mêmes  formes  solennelles  que 
les  plus  importants  (quand  ceux-ci  ne  sont  pas  oubliés*:  iné- 
galité des  cùlés  opposés  à  des  angles  inégaux,  d'abord  dans 
un  même  triangle,  ensuite  dans  deux  triangles  dont  les  au- 
tres ccNtés  sont  respectivement  égaux;  inégalité,  dans  une  cir- 
conférence, des  distances  au  centre  de  deux  (*ordes  inégales, 
<les  arcs  sous-tendus  par  elles,...  La  théorie  des  figures  com- 
posées de  droites  dans  un  plan,  celle  des  combinaisons  de 
droites  et  de  pla  ns  dans  l'espace,  sont  surtout  hachées  ainsi  en 
miettes  sans  suc  ni  saveur. 

I^e  décousu,  l'artificiel  des  moyens  de  démonstration  sont 
mesurés  d'avance  par  le  désordre  des  matières  et  leur  atté- 
nuation outrée,  tant  en  mathématiques  l'enchaînement  des 
ilivisions  du  discours  (»st  l'empreinte  exacte  de  celui  des 
idées  elles-mêmes.  La  théorie  du  parallélisme,  celle  de  la 
perpendicularité  et  d'autres,  multiplient  leurs  emprunts  réci- 
proques, en  dépit  de  leur  dissemblance  extrême.  Pour  la 
perpendiculaire  à  mener  par  un  point  à  une  droite,  il  y  a  un 
raisonnement  quand  il  est  sur  elle,  un  autre  quand  il  ne  s'y 
trouve  pas,  et  de  même,  avec  complications,  quand  il  s'agit 
<run  plan.  L'égalité  de  deux  angles  à  cotés  parallèles  s'éta- 
blit par  des  moyens  tout  différents,  selon  qu'ils  sont  ou  non 
dans  un  même  plan.  Au  mépris  des  analogies  naturelles,  la 
marche  des  idées  dans  la  mesure  des  volumes  polyédriques 
ne  rappelle  presque  en  rien  ce  qu'elle  a  été  pour  les  aires 
planes  polygonales,...  C'est  encore  dans  le  développement 
des  propriétés  de  la  droite  et  du  plan  que  ces  défauts  sura- 
bondent et  font  saillie;  mais  ils  ne  sont  rares,  ni  dans  la 
théorie  du  cercle»,  ni  ailleurs.  Quelquefois,  la  maladresse  est 
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flagrante.  Lo  théorème  «  des  trois  perpendiculaires  »  a  un 
énoncé  tortueux,  difficile  à  formuler  et  à  saisir,  alors  que 
tout  sV  réduit  à  la  propriété  d'une  droite  d'être  réciproque- 
ment dans  quelque  plan  |)erpendiculaire  à  une  autre,  quand 
celle-ci  jouit  de  cette  propriété  relativement  à  la  première. 
Toute  la  théorie  de  la  similitude  des  polygones  plans  s'im- 
misce à  la  mesure  du  volume  de  la  pyramide,  où  suffirait 
la  considération  de  quelques  segments  proportionnels.  Dans 
celle  du  secteur  sphérique,  et  cela  au  rebours  du  modèle 
donné  par  le  secteur  circulaire,  l'attirail  du  triangle  tour- 
nant (et  des  lignes  brisées  régulières)  est  préféré  à  la  vision 
intuitive  de  tétraèdres  infiniment  |)etits  rayonnant  du  centre 
de  la  sphère,  et  le  procédé  perd  toute  vertu  quand  la  base 
n'est  pas  une  zone,...  On  augmente  la  gène,  de  gaieté  de  cœur, 
en  évitant  le  calcul  comme  une  opération  illicite,  cela  pour 
obéir  à  une  esthétique  de  fantaisie. 

Les  vues  fournies  sur  les  faits  géométriques  sont  toujours 
étroites,  souvent  artificielles  ou  imparlailes,  impliquant  par- 
fois une  véritable  logomachie.  Ce  dernier  cas  est  celui  de  la 
célèbre  définition  de  la  ligne  droite  par  sa  propriété  de  tracer 
le  plus  court  chemin  entre  deux  quelconques  de  ses  points, 
puisque  la  comparaison  scientifique  des  longueurs  de  deux 
chemins  courbes  exige  la  considération  de  certains  polygones 
inscrits  variables,  de  leurs  côtés  par  suite,  présuppose  en 
conséquence  la  connaissance  de  la  droite,  c'est-à-dire  de  l'ob- 
jet même  à  définir.  (Où  d'ailleurs  puiserait-on  l'assurance  que 
ce  plus  court  chemin  n'est  pas  multiple,  comme  celui  de  deux 
points  diamétralement  opposés  sur  une  sphère  ?)  La  défini- 
tion des  parallèles  (par  leur  situation  simultanée  dans  un 
même  plan,  avec  absence  de  point  commun)  est  sans  le 
moindre  rapport  avec  leur  construction  théorique  ou  pra- 
tique; bien  plus,  elle  déclare  non  parallèles  deux  droites  qui 
se  confondent.  La  proportionnalité  si  capitale  des  seg- 
ments découpés  sur  deux  droites  quelconques  par  des  plans 
parallèles,  est  introduite  comme  propriété  du  triangle  ou  du 
parallélogramme.  La  relation  générale  de  perpendicularité 
est  traitée  comme  un  simple  développement  du  thème  fourni 
par  deux  droites   faisant  entre  elles  un  angle    d'une  valeur 
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particulière.  L'évaluation,  faite  toujoui-sen  angles  droits,  de 
la  somme  des  angles  d'un  triangle,  par  exemple,  ferait  croire 
<]ue  les  propriétés  des  droites  perpendiculaires  sont  pour 
quelque  chose  dans  sa  constance.  Jamais  personne  n'a  con- 
servé dans  son  souvenir  Tidée  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée d'un  point  sur  un  plan,  sous  la  forme  étrange  et  compli- 
quée que  la  construction  classique  lui  donne.  La  définition 
habituelle  de  la  similitude  des  polyèdres  n'est  plus  celle 
donnée  pour  les  polygones  plans,  et  toutes  deux  doivent  être 
changées  pour  les  figures  courbes.  Celle  de  la  tangente  au 
cercle,  par  la  possession  d'un  point  unique  en  commun  avec 
lui,  n'est  déjà  plus  applicable  dans  l'espace,  et  doit  être  refaite 
pour  les  autres  lignes.  La  construction  d'une  moyenne  pro- 
portionnelle, celle  d'une  moyenne  et  extrême  raison  (épave 
assez  bizarre  des  programmes  antiques;,  celle  des  racines 
d'une  équation  du  deuxième  degré,  sont  données  séparé- 
ment, comme  choses  absolument  distinctes.  L'intimité  des 
rapports  établis  artificiellement  entre  les  polygones  réguliers 
et  la  mesure  de  la  longueur  du  cercle,  de  son  aire,  des 
aires  et  volumes  cylindriques,  coniques,  sphériques,  laissi» 
dans  une  obscurité  fort  épaisse  toutes  les  notions  similaires 
pour  les  autres  figures  courbes.  Par  la  contemplation  exclu- 
sive d'aires,  de  volumes,  empruntés  à  des  cylindres  ou  cônes 
de  révolution,  l'esprit  est  détourné  de  la  conception  la  plus 
sommaire  des  propriétés  générales  des  surfaces  cylindri- 
ques, coniques  et  de  révolution,  si  importantes  partout.  Par 
exemple,  les  Eléments  m'ayant  laissé  toujours  ignorer  l'exis- 
tence de  la  seconde  nappe  du  cône  classique,  je  m'obstinais, 
quand  j'ai  entendu  parler  des  sections  coniques  pour  la  pre- 
mière fois,  à  ne  voir  dans  l'hyperbole  qu'un  accouplement 
de  deux  paraboles.)... 

Une  indication  plus  minutieuse  des  défauts  des  Eléments 
et  de  leurs  lacunes,  m'entraînerait  beaucoup  trop  loin;  je  tiens 
c*ependant  à  signaler  le  contraste  assurément  étrange,  de  la 
réalité  avec  leur  prétention  très  hautement  affichée,  encore 
acceptée,  de  tirer  toutes  choses  avec  la  rigueur  suprême,  de 
trois  ou  quatre  faits  dont  l'évidence  serait  congénitale  pour 
tout  individu  de  l'espèc^e  humaine.  L'ne  telle  nature  dans  cette 
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évidence  est  démentie  a  priori  par  re  simple  fait  que  les 
ligures  géométriques,  fi  commencer  par  le  point,  sont  des 
êtres  sans  matérialité,  dont  la  seule  vision  exige  des  efforts 
d'abstraction  plus  ou  moins  vigoureux  et  prolongés  selon  le 
sujet  et  Tobjet.  Elle  ne  résiste  pas  mieux  à  Texamen. 

J'ai  relevé  tout  à  Theure  le  cercle  vicieux  qui  se  ferme  dans 
une  définition  de  la  ligne  droite,  dont  la  faveur  immémoriale 
n'est  pas  encore  épuisée;  je  poserai  maintenant  quelques 
questions.  La  possibilité  de  trouver  dans  un  même  plan  deux 
droites  nc^  S(»  rencontrant  pas,  crève-t-elle  les  yeux  novices, 
d'emblée?  Non  certes,  puisque  les  plans  et  les  droites  que 
nous  pouvons  réaliser  avec  une  certaine  précision  ne  s'éten- 
dent pas  au  delà  de  quelques  décimètres,  et  qu'ainsi  leurs 
moindres  prolongements  échappent  absolument  à  nos  sens.  En 
est-il  autrement  pour  l'impossibilité  de  mener  dans  ce  même 
plan,  par  un  point  donné,  plus  d'une  droite  n'en  rencontrant 
pas  une  autre?  Non  encore,  pour  la  même  cause.  Ces  obser- 
vations enlèvent  donc  aux  principes  classiques  de  la  théorie 
des  parallèles,  bien  plus  que  leur  évidence  soi  disant  immé- 
diate :  elles  réduisent  leur  aliirmation  à  une  suggestion  accep- 
table jusquà  preuve  du  contraire;  elle  ramène  la  foi  en  eux, 
réclamée  aveugle  de  Télève,  à  une  croyance  ne  méritant  au  fond 
que  A'Hve  \\oi\vvi(}.  provisoi renie nt ,  ne  pouvant  être  érigée  légi- 
timement en  certitude  qu'après  l'attente  de  quelque  démenti 
demeurée  indéfiniment  infructueuse.  Pour  les  principes  de 
la  théorie  des  perpendiculaires,  l'impossibilité  de  seconcréter 
dans  des  objels  matériels  ne  se  |)résente  |)lus,  mais  leur 
évidence  n'en  est  pas  moins  illusoire,  en  tant  (\\\  innée.  Ils 
sont  effectivement  empruntés  à  certaines  circonstances  du 
mouvement  de  rotation:  possibilité  pour  un  plan  de  se  dé- 
placer, avec  fixité  cependant  de  tous  les  points  A'une  droite 
lui  appartenant  (non  de  toute  autre  ligne),  possibilité  d'arriver 
ainsi  à  une  nouvelle  |)osition  oîi  il  est  réappliqué  auln^ment 
sur  lui-nu*Mne,  existence  d'uri  point  commun  à  l'axe  de  rota- 
tion et  à  la  droite  menée  par  les  positions  initiale  et  finale 
d'un  point  de  ce  plan,...  Or  les  mots  seulement  de  ces  aflirma- 
tions  (en  somme  assez  compliquées;  ne  seraicMit  pas  même 
intelligibles  pour   qui  n'aurait  januus  replié  une  feuille  de 
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|)apier  sur  elle-même,  qui  n'aurait  pas  été  mille  fois  Tagenl 
ou  le  spectateur  d'autres  rotations  vulgaires  plaçant  comme 
celle-ci  sous  ses  yeux,  sous  sa  main,  leurs  axes  rectilignes,  des 
plans  tournant  jusqu'à  aulo-réapplication...  ^Ces  emprunts 
forcés  aux  phénomènes  de  Vespace,  mettent  en  pleine  lumière 
le  caractère  factice  de  la  dislocation  séculaire  de  la  Géomé- 
trie en  deux  parties,  dont  Tune  roulerait  exclusivement  sur 
les  figures  d'un  seul  plan.  L'intervention  de  faits  cinémati- 
ques,  montre  encore  la  courte  vue  de  l'école  qui  proscrit  leur 
considération  en  (îéomélrie  purej. 

(^)uant  à  la  rigueur  prêtée  absolue  à  la  Irauu^  du  raisonne- 
ment proprement  dit,  elle  tombe  eu  défaut  daiis  les  circons- 
tances innombrables  où  il  faut  compléter  ses  mailles  par  des 
appels,  habituellement  implicites,  à  l'évidence  procurée  par 
l'exploration  oculaire  de  la  figure  en  jeu.  Ellectivement,  les 
yeux  du  corps,  non  ceux  de  l'esprit,  sont  encore  nos  seuls 
garants  qu'un  coté  d'un  triangle  est  sûrement  rencontré  par 
une  droite  menée  du  sommet  et  à  l'intérieur  de  l'angle  opposé, 
que  la  parallèle  à  ce  côté,  issue  du  sommet  opposé,  est  inté- 
rieure à  l'angle  extérieur  correspondant,  qu'une  parallèle  à 
un  côté  d'un  triangle  rencontre  les  deux  autres,  soit  inté- 
rieurement tous  deux,  soit  extérieurement,...,  que,  sur  une 
circonférence,  les  arcs  découpés  par  un  angle  à  sommet  ex- 
térieur sont  limités,  l'un  aux  points  des  côtés  qui  sont  les 
plus  rapprochés  du  sommet,  l'autre  aux  points  les  plus  éloi- 
gnés,... On  peut  tenir  chacun  de  ces  faits  pour  menu, 
mais  leur  importance  globale  n'est  pas  négligeable;  elle 
donne  au  contraire  de  la  gravité  à  l'isolement  où  ils  sont 
laissés,  au  silence  absolu  qui  est  gardé  sur  eux.  «  Les  ax- 
«  iomesexpérimentaux  grouillent  de  toutes  parts,  et  c'est  par 
V  une  sorte  d'hypocrisie  voulue  qu'on  les  dissimule  au  lieu  de 
<«  les  mettre  franchement  où  évidence  »,  a  écrit  M.  Laisant 
ici  même  (n"  du  15  .Mars  lî)()l,p.  iO;")  . 

III.  —  Un  tel  milieu  séquestre  l'esprit  dans  une  captivité  dé- 
primante chez  une  peuplade  de  Pygmées  barbares,  si  bien  que 
la  moindre  théorie  moderne  est  pour  lui  une  libération,  bien 
mieux  la  révélation  d'un  monde  encore  inconnu,  oîi  l'air  ne 
manque  plus,  où  la  lumière  abonde  ainsi  que  les  merveilles. 
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J'ai  eu  cette  impression  dès  l'âge  de  1(5  ans,  auditeur  au  Lycée 
S'-Louis  de  quelques  conférences  préparatoires  au  Concours 
général,  en  passant  du  terre  à  terre  sans  fin  des  triangles 
égaux  ou  semblables,  des  angles  inscrits...,  a  quelques  no- 
tions sur  le  rapport  harmonique,  les  pôles  et  polaires  dans  le 
cercle.  La  sensation  s'est  précisée  saisissante,  quand  presque 
aussitôt  j'ai  pu  dévorer  la  Géométrie  supérieure,  et  52  ans  bien- 
tôt ne  Tout  pas  émoussée.  Il  y  a  donc  bien  longtemps  que  je 
vois  les  Eléments  impropres  désormais,  môme  funestes, 
comme  base  de  la  première  éducation  mathématique. 

Leur  dogmatisme,  d'une  subtilité  précieuse,  d'une  gauche- 
rie achevée,  manquant  toujours  de  souille,  égare  la  jeunesse 
en  lui  présentant  un  long  assaut  de  Scolastique  comme 
Tidéal  de  la  science.  Leur  horreur  affectée  du  calcul  voudrait 
ravaler  cet  idéal  à  l'art  frivole  d'un  bateleur  tout  lier  de 
marcher  autrement  que  sur  ses  pieds.  Aux  études  théo- 
riques ultérieures,  ils  fournissent  une  préparation  mauvaise, 
puisqu'il  y  faut  changer  leur  méthode  générale,  rectifier 
quantité  de  leurs  aperçus.  Aux  applications  pratiques,  ils 
sont  appropriés  aussi  mal  au  moins,  car  ils  se  perdent 
dans  un  lacis  de  sentiers  tortueux  fuyant  les  réalités  avec 
une  sorte  de  terreur.  Ne  ferment-ils  pas  les  yeux  de  l'élève 
pendant  des  années  sur  l'espace,  théâtre  cependant  fatal  des 
mille  phénomènes  géométriques  qui  les  frappent  chaque 
jour?  Ne  lui  refusent-ils  pas  aussi  longtemps  l'explication 
théorique  de  la  structure  des  objets  qu'il  doit  s'exercer  à 
dessiner?  Et  ce  peu  mis  aux  |)rix  de  longs  et  pénibles  efforts, 
de  cet  ennui  proverbial,  de  ces  découragements  qui  ferment 
l'accès  des  mathématiques  à  tant  d'intelligences! 

IV.  — Quelles  sont  les  causes  de  cette  physionomie  spéciale 
des  Eléments?  L'une  impersonnelle  a  été  l'exiguïté  de  la  som- 
me des  connaissances  scientifiques  acquises  aux  âges  où  leurs 
créateurs  ont  vécu.  Bien  loin  d'être  imputable  à  ces  ouvriers 
de  la  première  heure,  elle  mesure  au  contraire  la  puissance 
des  efforts  intellectuels  qu'ils  ont  pu  fournir  pour  tirer  leur 
(euvre,  pièce  à  pièce,  du  néant.  Ignorant  presque  tout  en 
dehors  d'elle,  absolument  privés  des  méthodes  analytiques 
(|ui,  bien  plus  tard,  en  |)liant  tout  aux  i)rocédés  uniformes  du 
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calcul  bientôt  perfectionné,  devaient  en  combler  les  lacunes, 
en  centupler  Tétendue,  ébaucher  la  synthèse  de  toutes 
les  sciences,  leur  était-il  aisé  de  faire  des  rapprochements, 
do  saisir  les  analogies  pour  marcher  à  leur  lumière,  de  sim- 
plifier et  de  polir  leur  ouvrage,  d'aller  plus  loin,  de  mon- 
ter plus  haut?  Vivant  en  outre  dans  des  milieux  sociaux  oii 
les  sciences  appliquées,  la  grande  industrie  qu'elles  éclairent, 
n'ont  pas  existé,  où  il  n'y  avait  en  conséquence,  ni  popula- 
tion scolaire,  ni  corps  enseignant,  ces  savants  ont  été  rares, 
ils  n'ont  connu  comme  aiguillon,  ni  l'émulation  ardente  excitée 
par  des  rivaux,  ni  les  besoins  pressants  d'une  jeunesse  avide 
d'instruction,  en  couches  profondes  et  variées  ;  éloignés,  pres- 
que inconnus  les  uns  des  autres,  chacun  d'eux  a  travaillé 
plutôt  pour  soi,  excité  par  sa  propre  curiosité,  avec  des 
préoccupations  purement  spéculatives,  pouvant  difllcilement 
connaître  les  idées  des  autres,  les  utiliser,  les  développer. 
Une  autre  cause  est  toute  diflFérente.  Les  savants  antiques 
paraissent  avoir  été  grisés  par  la  vue  de  tout  ce  que  l'art  de 
raisonner  peut  faire  sortir  d'un  seul  fait  géométrique,  fùt-il  des 
plus  simples,  par  la  comparaison  de  ces  torrents  d'idées  en- 
chaînées, avec  les  gouttes  isolées  que  les  autres  sources  don- 
naient de  leur  temps,  si  rares,  si  petites,  si  mal  formées;  et 
ils  ont  conçu  l'illusion,  qu'en  Géométrie  tout  pouvait  sortir  de 
rien  ou  presque  rien,  par  la  seule  vertu  du  syllogisme;  ils 
ont  caressé  ce  rêve,  ils  l'ont  nourri  en  oubliant  pour  lui 
presque  tout  le  reste,  comme  les  alchimistes  la  pierre  philo- 
sophale,  comme  les  joueurs  un  quine  à  la  loterie.  De  là,  ce 
choix  de  pointes  d'aiguilles  aiguisées  à  outrance  pour  y  em- 
piler les  théorèmes,  ce  nom  de  «  Postulatum  »  donné  à  la 
moins  atténuée,  comme  un  regret,  une  excuse,  de  n'avoir 
pu  encore  suspendre  tout  au  vide,  comme  un  espoir  d'y 
réussir  plus  tard.  D'une  telle  monomanie  proviennent  l'éma- 
ciation  des  détails,  leurs  formes  rachitiques,  leur  assemblage 
en  porte-â-faux  donnant  un  labyrinthe  inextricable.  Les 
Anciens  sont  pardonnables  d'avoir  commis  cette  faute,  car 
si  la  chaleur  de  la  course  les  a  entraînés  au  delà  du  but,  les 
premiers  ils  l'ont  discerné,  et  ils  y  avaient  bien  passé,  en 
produisant  dans   la    (iéométrie   un  modèle   pour  toutes    les 


i 


100  C.   MER  A  y 

sciences  mathéniatiques.  Les  Modernes  ne  le  sont  pas,  eux 
dont  l'adoration  s'attache  précisément  aux  défauts  mêmes  de 
Tœiivre,  au  lieu  de  les  efFacer  en  admiration  autrement  sage 
pour  le  génie  dos  ouvriers,  eux  en  possession,  si  ancienne 
maintenant,  de  tous  les  outils  qui  ont  manqué  aux  créateurs. 
V.  —  Les  Anciens  ont  multiplié,  quintessencié  leurs  syllo- 
gismes avec  excès,  comme  talonnés  par  Tespoir  qu'un  jour 
viendrait  où  la  sûreté,  la  ()récision  de  ce  mécanisme,  rempla- 
cerait universellement  l'aléatoire,  le  précaire  des  autres 
moyens  dont  nous  disposons  pour  atteindre  la  vérité.  Cet  abus, 
où  certaines  écoles  de  philosophie  proprement  dites  sont  tom- 
bées jusqu'au  délire,  sont  devenus  moins  criants,  et  il  est  peu 
utilequeje  m'attarde  à  rappeler  le  caractèreabsolumentchimé- 
riquede  l'espoir  en  question.  Un  syllogisme  ne  lait  que  donner 
la  vision  d'un  (certain  fait,  par  celle  de  quelque  autre  lié  à  lui  et 
auparavant  aperçu.  In  nouveau  syllogisme  peut  procurer  la 
vision  de  ce  lait  préalable,  mais  aux  frais  d'un  troisième  laissé 

sans  appui  de  ce  genre, ,  et  ainsi  de  suite,  indéfiniment, 

si  loin  qu'on  pousse  en  arrière  ce  pointage  de  prémisses. 
Mais  on  ne  peut  marcher  toujours,  et  quand  on  s'arrête 
épuisé,  la  main  ne  tient  encore  qu'un  fait  indéiuontré,  sans 
existence  en  logique  |)ure,  dont  ce  caractère  se  maintient  tel, 
jusqu'au  moment  où  l'on  aura  pu  et  préféré  lui  substituer  un 
remplaçant  de  même  valeur.  Ces  faits  indémontrés  sont  les 
axiomes  o\i  postulats  des  mathématiques,  cela  selon  la  faci- 
cilité  plus  ou  moins  grande  de  leur  vision  empirique,  les  hy- 
pothèses, presque  toujours  plus  douteuses,  des  sciences  où 
l'observation,  l'expérimentation,  dominent,  et  leur  présence 
est  falalt»  ainsi  dans  tous  les  compartiments  de  nos  connais- 
sances. Réussirait-on  par  im|)ossible  à  en  allranchir  toutes 
les  sciences,  que  planerait  encore  au-dessus  d'elles  celui  de 
V existence  de  lois  pour  tous  les  phénomènes,  dont  la  croyance 
inspire  le  moindre  des  actes  de  notre  intelligence,  dont  la  ré- 
|)udiation  paralyserait  immédiatement  la  faculté  de  connaître. 
I^ar  nature,  on  doit  ne  jamais  l'oublier,  ils  ne  sont  pas 
moins  certains  que  les  théorèmes,  la  seule  différence  avec 
eux  gisant  dans  le  sens  des  liens  par  lesquels  nous  les  ratta- 
chons les  uns  aux  autres,  dans  la  dissemblance  des  movens 
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qui   nous   ont   procuré  le  savoir   des    premiers  et  des  der- 
niers. 

L'abus  dont  je  viens  de  parler  a  pu  avoir  une  part  dans  la 
division  outrée  des  Eléments  en  théorèmes  minuscules,  en- 
tassés sur  des  axiomes  trop  exigus  pour  donner  aisance  et 
grùce  à  tout  Téchafaudage.  Mais  une  part  autrement  large  dé- 
rive bien  plus  sûrement  d'un  préjugé  connexe,  très  spécieux 
et  toujours  debout,  qui  a  tracé  le  plan  du  labyrinthe,  que  je 
voudrais  ruiner  une  bonne  ibis  :  il  consiste  dans  la  pensée 
que,  sans  violer  une  règle  quasi-sacrée,  sans  s'exposer  à 
Terreur  (car  où  serait  la  faute  autrement?;,  on  ne  peut  choisir 
ces  faits  indémontrés,  primordiaux,  que  parmi  les  axiomes 
réputés  évidents^  à  Texcliision  des  postidats  trop  sujets  à  cau- 
tion. 

Or,  je  nie  Texistence  de  faits  assez  privilégiés  pour  pos- 
séder une  évidence  imniédinte,  innée  chez  un  individu  quel- 
conque. La  marche,  par  exemple,  est  devenue  pour  nous  un 
acte  si  facile,  que  sa  répétition  remplit  littéralement  la  vie, 
sans  que  nous  en  conservions  seulement  C()nscien(!e,  qu'on 
pourrait  croire  inné  aussi  le  pouvoir  de  Taccomplir.  L'tl^lresse 
nécessaire  ne  vient  pourtant  qu'au  bout  du  long  apprentissage 
semé  de  bien  des  chutes,  que  la  première  enfance  recommence 
sans  cesse  sous  nos  yeux.  De  même,  la  moindre  de  nos  con- 
naissances est  le  fruit  d'efforts,  latents  pendant  l'enfance,  plus 
tard,  trèssou vent  môme,  et  bientôt  oubliés,  mais  dont  la  réalité, 
dont  la  longueur  et  les  tî\tonnements  au  début,  n'en  sont  pas 
moins  certains  :  il  a  fallu  aperçei'oir  des  détails,  les  revoir  sous 
d'autres  faces,  et  les  comprendre,  c'est-à-dire  en  faire  des  rap- 
prochements, saisir  des  liens  enlre  eux;  il  a  fallu  aussi  com- 
mettre des  erreurs,  les  rectifier  ensuite,...  Rendez  seulement 
ces  eflbrls  conscients  et  méthodiques,  donnez-leur  on  objec- 
tif déterminé,  décuplez,  centuplez  leur  intensité,  et  vous  au- 
rez ceux  d'un  élève  se  livrant  à  l'étude,  d'un  savant  de  pro- 
fession s'acharnant  à  la  conquête  de  l'inconnu  ;  mais  leur  urr- 
tare  intime  sera  toujours  la  même.  Ce  qu'il  y  a  d'inné  chez 
l'enfant,  ce  n'est  pas  un  savoir  quelconque,  plus  que  le 
pouvoir  de  marcher,  c'est  l'aptitude  à  connaître  plus  tard 
comme  à  faire  des  pas. 
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Un  fait  est  évident,  quand  sa  certitude  est  complète  et  que 
la  réitération  de  sa  vision  s'opère  sans  le  moindre  effort 
désormais.  Cette  qualité  toutefois  n'existe  jamais  « /?/7or/*,* 
elle  vient  après  viwi",  incubation  préalable  dont  la  difficulté  et  la 
durée  dépendent  du  rapport  existant  à  son  moment  entre  la 
nature  propre  du  fait  et  l'aptitude  du  sujet  à  l'apercevoir, 
aptitude  naturelle  ou  acquise,  peu  importe.  Cela  est  d'autant 
plus  vrai,  que  Vabstraction  se  mêle  fatalementà  tous  nos  actes 
intellectuels,  et  que  ses  résultats  ne  sont  jamais  instantanés. 
Pour  qui  a  fait  tant  soit  peu  de  Géométrie,  il  est  évident  par 
exemple,  qu'un  plan  mobile  peut  être  déplacé  indéfiniment 
en  demeurant  appliqué  sur  un  plan  fixe;  mais  auparavant  il 
faut  que  la  notion  du  mouvement,  celle  de  la  coïncidence  géo- 
métrique, celle  enfin  du  plan  illimité,  aient  été  acquises,  c'est- 
à-dire  que  l'abstraction  ait  fonctionné,  et  ceci  exige  quelque 
dépense  d'eftbrts  et  de  temps.  Analysons  encore  l'évidence  du 
fait  mathématique  où  elle  est  considérée  comme  ayant  le  plus 
d'éclat,  dont  le  doute  rendrait  impossible  au  journalier  le  rè- 
glement de  ses  salaires,  savoir  l'indépendance  de  la  valeur 
d'unei»somme  relativement  à  l'ordre  de  ses  parties.  Pour  arri- 
ver à  en  être  pénétré,  il  a  fallu  dégager  Vidée  de  nombre^  de 
la  nature  variable  à  l'infini,  des  objets  pouvant  nous  la  procu- 
rer; il  a  fallu  observer  des  totalisations  difi^érentes  de  groupes 
d'objets;  il  a  fallu  apercevoir  l'identité  numérique  de  ces  totaux 
diversement  formés,  la  poser  en  loi  générale  par  un  effort 
d'induction,  éprouver  enfin  par  des  expériences  variées  Vex^c- 
titude  de  cette  loi  inductive.  Maintenant  sans  doute,  le  pro- 
cessus est  prodigieusement  abrégé  par  la  vue,  dès  la  pre- 
mière enfance,  des  mille  faits  vulgaires  qui  mettent  la  loi  en 
action,  par  l'existence  d'un  enseignement  méthodique  où  elle 
est  énoncée  catégoriquement^  par  la  foi  de  l'élève  dans  les  pa- 
roles du  maître,  mais  il  n'est  pas  absolument  anéanti.  Je  me 
rappelle  très  distinctement  une  époque  de  ma  vie,  où  j'admi- 
rais qu'on  retrouvât  toujours  le  même  total  en  écrivant  autre- 
ment des  nombres  à  additionner,  où,  la  plume  à  la  main, 
j'ai  fait  des  expériences  pour  revoir  et  revoir  encore  cette 
invariabilité  surprenante  du  résultat.  A  ce  moment^  elle 
n'avait  donc  pas  pour  moi  une  évidence  aussi  complète  qu'au- 
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jourd'hui^  où  (*es  expériences  ne  in'ai)porlerai(Mit  que  de 
rennui. 

J'avancerai  pareillement  que  la  certitude  d'un  lait  donné, 
son  évidence  à  plus  forte  raison,  puisqu'elle  n'en  est  que  le  ren- 
forcement suprême,  s'acquièrent  par  un  mécanisme  compor- 
tant presque  toujours  rintervention  de  moyens  indirects.  Mis 
en  présence  du  fait  en  question,  l'esprit  conçoit  soudain  pour 
lui,  par  une  voie  qui  nous  échappe,  une  nature  présumable^ 
après  quoi  ce  jugement /;romo//*e  est  soumis  à  toutes  sortes 
de  vériHcalions,  pour  devenir  un  arrêt  définitif  si  celles-ci  le 
confirment.  Sinon,  une  autre  conception  remplace  la  pre- 
mière sur  la  sellette,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  disparition  du 
doute.  Cette  procédure  peut  être  peu  visible;  mais  pour  bien 
l'apercevoir,  il  suflit  encore  d'agrandir  son  théâtre,  d'analy- 
ser la  genèse  d'une  découverte  scientifique.  Là,  il  est  clair 
que  l'imagination  est  le  premier  acteur  entrant  en  scène.  Elle 
seule  propose  au  savant  des  interprétations  variées,  plus 
ou  moins  contradictoires,  pour  les  phénomènes  sondés  pai* 
ses  investigations.  Il  en  essaie  ensuite  les  valeurs  relatives, 
en  les  appliquant  aux  mêmes  faits,  à  toutes  sortes  d'autres, 
par  l'observation,  l'expérimentation  ou  le  calcul,  et  ces  tâ- 
tonnements de  l'imagination,  le  nombre  des  démentis  ulté- 
rieurs qui  sont  nécessaires  à  leur  redressement,  nous  sont 
racontés  par  tous  les  chapitres  de  l'histoire  des  sciences. 
Kepler  par  exemple,  n'a  pu  {^oir  une  orbite  de  planète,  puis- 
c|u'aucune  n'est  tracée  dans  le  ciel  ;  il  a  imaginé  la  possibilité 
d'une  ellipse,  il  l'a  soumise  au  contrôle  de  mille  faits  d'obser- 
vation, et  il  a  fallu  à  cette  possibilité  22  ans,  dit-on,  pour  de- 
venir une  certitude  chez  lui. 

Le  terme  de  la  voie  où  nous  marchons  est  l'allirmation 
que  la  certitude  d'un  fait  n'est  pas  pour  lui  un  apanage 
individuel^  mais  qu'elle  est  liée  indissolublement  à  celle 
de  mille  autres  voisins  ou  éloignés;  je  dis  en  d'autres 
mots,  que,  pour  une  théorie  entière,  elle  est  une  propriété 
collective,  ne  pouvant  se  concentrer  sur  une  des  propositions 
qui  la  composent.  Telle,  dans  une  voûte,  une  pierre  tom- 
berait si  elle  était  isolée,  qui  se  soutient  au  contraire 
par  la  vertu  globale  de  toutes.    J'imagine   que   la     solidité 
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de  la  Géométrie  serait  médiocre,  si  celle  de  ses  seuls 
axiomes  était  son  unique  caution,  si,  mille  et  mille  fois,  elle 
n'avait  été  éprouvée,  ne  pouvait  Tétre  de  nouveau,  par  TaccorcI 
constant  de  ses  déductions  avec  les  faits  observables.  Tout 
au  moins,  cette  solidité  n'est  pas  plus  grande  pour  Thomme 
instruit  l'ayant  étudiée  méthodiquement,  (|ue  pour  l'ouvrier 
l'appliquant  par  la  règle  et  le  compas,  sans  savoir  lier  par  le 
raisonnement  les  théorèmes  aux  axiomes,  sans  pouvoir  seule- 
ment distingtier  les  uns  des  autres.  Je  ne  la  vois  pas  moindre 
en  Mé(-anique  rationnelle  où,  bien  loin  d'avoir  une  visibilité 
immédiate,  les  pro|)ositions  placées  à  la  base  de  tout  l'échafau- 
dage sont  d'oiigine  toute  moderne,  et  n'ont  d'autre  légimité 
(|ue  l'exactitude  constante  de  celles  de  leurs  déductions  qui 
se  prêtent  au  contrôle  de  l'expérience.  Bien  plus,  et  c'est 
assez  plaisant,  l'Analyse  elle-même  a  vécu  jusqu'à  nos  jours 
d'énormes  postulats,  au  rebours  des  allures  prudes  et  pré- 
cieuses de  la  Géométrie.  Maintenant,  par  exemple,  on  dé- 
montre très  aisément,  que,  certaines  conditions  précises 
étant  remplies,  une  équation  différentielle  possède  des  in- 
tégrales. Les  Rernoulli,  Euler...,  n'auraient  |)u  le  faire,  il  n'y 
songeaient  même  pas,  et  cependant  ils  ne  doutaient  du  fait 
pas  plus  que  nous-mêmes,  Leurs  calculs  ayant  toujours 
réussi. 

Je  me  résume,  je  conclus,  en  disant  que  tout  axiome  a 
été  postulat,  que  tout  postulat  peut  à  la  rigueur  devenir 
axiome,  que  le  choix  des  faits  à  démontrer  ou  à  prendre 
[)Our  premières  prémisses  dans  l'édification  d'une  théorie,  est 
indifférent  à  sa  certitude^  que  le  seul  précepte  à  suivre  est 
de  donner  le  plus  de  clarté  et  de  brièveté  à  cette  théorie,  le 
plus  de  facilité  à  son  assimilation,  à  son  extension,  à  ses 
applications.  La  règle  tenue  pour  quasi-sacrée  n'est  qu'un 
égarement  de  l'instinct  du  raisonnement,  son  culte,  un  pur 
dilettantisme,  son  aulorité,  une  tyrannie  à  abattre  pourguérir 
les  maux  qu'elle  fait  encore. 

Vl.  —  Ces  diverses  réflexions  m'ont  amené  à  essayer  la  ré- 
fecMion  des  Eléments,  en  faisant  table  rase  de  toute  tradition 
contraire;  d'où  le  volume  que  j'ai  publié  en  1874,  puis  recom- 
mencé en   1901-02-03,  ii  la  première  apparition  d'une  faveur 
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très  longtemps  attendue.  Je  ne  parlerai  naturellement  que 
de  ce  dernier  travail. 

Certains  axiomes  (ou  postulats,  mais  je  n'écrirai  plus  ce 
mol  marquant  une  distinction  qui  nréchappe)  visaient  un  peu 
I<»s  figures  courbes,  en  particulier  dans  la  définition  classique 
de  la  ligne  droite.  Je  les  ai  tous  abandonnés  pour  d'autres 
concernant  exclusivement  la  droite,  le  plan,  et  leurs  pre- 
mières combinaisons,  à  cause  de  la  possibilité  de  le  faire  et  de 
la  dissemblance  existant  entre  les  figures  des  deux  sortes, 
dissemblance  aussi  profonde  que  celle  si  marquée  en  Algè- 
bre, entre  les  expressions  du  premier  degré  et  toutes  les 
autres.  La  théorie  de  la  droite  et  du  plan  peut  être  faite  auto- 
nome; au  contraire,  celle  des  figures  courbes  exige  au  moin- 
dre pas  rimmixtion  de  ces  concepts  primordiaux;  en  outre, 
elle  ne  saurait  se  passer  d'un  procédé  spécial,  la  Méthode  des 
limites^  dont  le  rôle  est  extraordinairemenl  effacé  quand  des 
droites  et  des  plans  sont  seuls  en  question.  Pour  ces  mêmes 
motifs,  pour  rendre  l'unité  à  chaque  théorie,  je  les  ai  soi- 
gneusement séparées,  j'ai  commencé  par  la  droite  et  le  plan, 
et  j'ai  épuisé  le  sujet  avant  de  prononcer  le  nom  des  figures 
courbes. 

Si  cette  ordonnance  est  naturelle,  si  notamment  elle  per- 
met de  faire  la  monographie  du  cercle  d'une  seule  traite, 
comme  premier  modèle  donné  pour  les  cas  moins  simples, 
elle  la  repousse  fort  loin,  alors  que  les  applications  graphi- 
ques comportent  très  promptement  des  tracés  de  cercles. 
L'inconvénient  n'est  qu'apparent,  car  pendant  longtemps  ces 
tracés  ne  mettent  la  circonférence  eu  jeu  que  par  ses  pro- 
priétés tout  à  fait  élémentaires,  qui  sont  presqu'évidentes 
(symétrie,  etc.),  en  sorte  que  le  maniement  courant  du  com- 
pas est  explicable  en  peu  de  mots. 

VIL  —  Les  pénétrations  réciproques  des  propriétés  de  la 
<iroite  et  du  plan  sont  si  multipliées,  si  profondes,  ai-je  dit  déjà, 
queTintelligence  des  unes  est  imparfaite  tant  que  les  autres 
ne  sont  pas  connues  également;  et,  pour  moi,  malgré  sa  date 
immémoriale,  leur  séparation  est  aussi  factice,  aussi  fâcheuse, 
qu'elle  le  serait  pour  les  monômes  et  les  polynômes,  chacune 
de  ces  deux  notions  impliquant  Tautro   forcément.    Sur  ce 
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point,  d'ailleurs,  les  répugnances  classiques  ont  dû  capitu- 
ler, car  leur  théorie  des  perpendiculaires  commence  par 
détourner  précisément  les  yeux,  du  plan  unique  où  elles  pré- 
tendent les  emprisonner.  Pour  la  pratique,  c'est  encore  plus 
regrettable,  car  pendant  un  temps  fort  long,  il  faut  refouler 
jusqu'à  Toubli  les  notions  spatiales  que  cependant  la  nature 
nous  impose  à  tout  instant  par  tous  nos  sens,  et  la  jeunesse 
est  condamnée  à  dessiner  des  objets  dont  elle  ne  peut  ana- 
lyser la  structure. 

J'ai  donc  mis  fin  à  cette  séparation,  en  opérant  radicale- 
ment et  sans  hésitation  ce  qu'une  grande  école  italienne 
préconise  hautement  aujourd'hui  sous  le  nom  de  «  fusion  » 
des  deux  Géométries;  (il  se  pourrait  même  que  j'eusse  inau- 
guré la  «  fusion  »  par  le  fait,  car,  en  mettant  à  part  le  livre  de 
Mahistre,  où  les  détails  du  plan  et  de  l'espace  sont  bien  moins 
fusionnés  que  rapprochés,  je  croirais  mon  édition  de  1874 
antérieure  à  la  naissance  du  mouvement  italien).  Dans  le  do- 
maine des  figures  courbes,  le  principe  de  la  «  fusion  »  est 
tout  aussi  rationnel,  et  ceci  est  bien  montré  pour  le  cercle, 
par  l'importance  de  son  axe,  de  ses  relations  avec  la  sphère, 
dans  les  questions  de  Cinématique  et  d'Astronomie,  qui  vivent 
littéralement  de  lui.  Mais,  en  dehors  de  la  droite  et  du  plan 
où  il  n'y  a  que  des  avantages  à  l'adopter,  il  est  sage  aussi 
que  sa  rigueur  fasse  des  concessions  à  l'importance  de  cer- 
taines courbes  planes  et  à  l'étendue  de  leurs  propriétés  dans 
leur  plan,  dont  l'étude  pour  chaque  ligne  se  trouve  mieux 
d'une  exposition  séparée. 

La  définition  de  la  droite  et  celle  du  plan  se  confondent  avec 
renonciation  de  propriétés  générales  que  l'abstraction  leur 
prête,  qu'ensuite  le  raisonnement  peut  développer  librement 
et  sans  contradictions  ultérieures.  En  cela,  j'ai  commencé  à 
m'écarter  de  la  sécheresse  classique:  j'ai  mis  au  premier 
rang  la  propriété  presque  exclusive  à  ces  figures,  de  pou- 
voir, les  unes  sur  les  autres,  s'appliquer  indéfiniment  et 
glisser,  c'est-à-dire  rester  en  application  imperturbable  pen- 
dant des  déplacements  illimités  et  extrêmement  variés,  Vau-- 
tO'identité  de  chacune  en  tous  ses  points.  Si  l'on  y  réfléchit, 
si  l'on  considère  que  le  fond  de  la  Géométrie  consiste  à  tout 
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ramener  en  dernière  analyse,  à  des  superpositions  réa- 
lisées par  application  mutuelle^  on  verra  en  effet  que  tout 
y  sort  en  majeure  partie  de  cette  identité  existant  de  mille 
manières,  d'une  droite  avec  elle-même  ou  toute  autre,  d'un 
plan  tout  aussi  bien,  de  cette  quasi-identité  analogue  entre 
une  droite  et  un  plan;  par  là,  s'explique  en  même  temps  la 
prééminence  incomparable  des  rôles  joués  partout  par  ces 
deux  concepts  en  telle  pénétration  réci|)roque.  Je  n'ai  pas 
craint  d'en  exposer  les  premières  conséquences  moins  laco- 
niquement que  de  coutume. 

A  ces  préliminaires,  s'ajoutent  très  naturellement  la  notion 
des  deux  directions  concevables  sur  une  droite,  celles  tout  à 
fait  connexes  des  demi-droites,  demi-plans,  demi-espaces,  que 
j*ai  expliqués  avec  un  peu  de  soin.  Leur  utilité  se  montrera 
très  grande  en  Géométrie  de  position,  c'est-à-dire  dans  les 
cas  innombrables  et  cependant  laissés  jusqu'ici  sans  analyse, 
où,  à  côté  des  valeurs  métriques  des  éléments  d'une  figure, 
il  y  a  à  discuter  Xevxvç^  positions  relatives. 

Aurais-je  érigé  à  tort  en  axiome  indépendant,  un  fait  sus- 
reptible  de  quelque  démonstration?  Je  serais  sensible  à  ce 
reproche  comme  à  celui  d'une  menue  redite,  mais  pas  davan- 
tage, tant  les  principes  embryonnaires  de  toute  science  se 
mêlent,  se  rapprochent  en  groupes  d'une  cohérence  extrême, 
tant  il  me  parait  puéril  d'armer  un  microscope  d'un  objectif 
a  immersion  pour  essayer  de  les  distinguer.  En  même  temps, 
j'invoque  des  circonstances  atténuantes  toutes  semblables, 
pour  le  règlement  des  autres  axiomes  que  j'ai  posés  en  tête 
des  deux  théories  suivantes. 

VIII.  —  En  appuyant  les  propriétés  des  parallèles  et  des  per- 
pendiculaires sur  celles  du  triangle,  les  traditions  classiques 
sont  condamnées  à  l'introduire  avec  une  hâte  précipitée,  et 
<*ela  est  mauvais,  parce  que  les  segments  rectilignes  et 
les  angles,  éléments  du  triangle,  ont  été  encore  nommés 
seulement,  non  suffisamment  étudiés,  parce  que  la  théorie  du 
parallélisme  et  celle  de  la  perpendicularité  sont  hachées 
menu  et  embarrassées  l'une  dans  l'autre,  parce  qu'ainsi, 
elles  prennent  dans  l'espace  une  réelle  complication,  parce 
que  celle  du  triangle  est  elle-même  rompue  en  deux  parties, 
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l'une  soutenant  ces  dernières,  l'autre  appuyée  sur  oUes  (théo- 
rème de  Pythagore,  etc.);  bref,  ce  n'est  que  confusion.  J'ai 
pu  éviter  la  faute  en  construisant  ces  théories  d'une  ma- 
nière et  dans  un  ordre  de  succession,  où  chacune  est  entière- 
ment dégagée  des  suivantes  :  parallèles,  perpendiculaires, 
segments  rectilignes,  angles,  triangles.  J'y  ai  trouvé  cet  au- 
tre avantage,  de  condenser  au  début,  et  bien  en  saillie,  l'étude 
du  parallélisme  et  de  la  perpendicularité  qui  dominent  le^ 
arts  du  Dessin  tout  autant  que  ta  Géométrie  théorique,  la 
première  surtout  visant  la  position  relative  la  plus  remar- 
quable de  deux  droites  ou  plans,  indistinctement. 

J'ai  assis  toutes  les  propriétés  générales  des  droites  ot 
plans  parallèles,  sur  lescirconstances  fondamentales  du  mou- 
vement de  translation  érigées  en  axiomes.  Mes  définitions 
font  de  l'état  de  superposition  de  deux  droites,  plans,  indis- 
tinctement, un  simple  cas  particulier  du  parallélisme,  corrigent 
en  conséquence  une  faute  assez  grave  des  vues  classiques  où 
par  exemple  une  droite  et  un  plan  parallèles  sans  rencontre, 
sont  représentés  comme  formant  une  figure  absolument  dis- 
tincte de  ce  qu'elle  est  en  cas  d'application  mutuelle.  Les  dé- 
monstrations sont  brèves  et  d'une  rare  uniformité,  par  consé- 
quent très  faciles  à  s'assimiler  età  retenir.  Cette  entrée  dans  la 
trame  du  raisonnement  proprement  dit,  par  des  énoncés  bien 
nets,  par  des  démonstrations  expéditives  partant  toutes  d'un 
même  principe,  exigeant  rarement  le  concours  d'une  figure, 
fournit  ce  semble  la  meilleure  gymnastique  préparatoire,  à  dt*s 
débutants  auxquels  l'art  d'analyser  une  figure,  de  combiner 
méthodiquement  des  idées  différentes,  est  encore  inconnu. 
La  discussion  des  cas  généraux  où  des  droites,  plans,  sont 
en  concours  ou  en  parallélisme  termine,  le  chapitre  :  je  !!(>> 
crois  pas  qu'elle  soit  un  hors-d'œuvre,  ni  qu'elle  pourrait  être 
mieux  placée. 

On  a  trouvé  mes  axiomes  trop  nombreux  et  chargés  de 
faits  précaires.  Aux  reproches  de  ce  genre,  j'ai  fait  déjà  une 
réponse  générale;  ici,  j'ajoute  que  le  mouvement  de  transla- 
tion s'observe  dans  des  cas  assez  vulgaires  et  nombreux  pour 
donner  à  sa  vision  une  facilité  suffisante,  qu'au  rebours  des 
axiomes  classiques  (définition  des  parallèles  par  leur  coexis- 
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teiioe  dans  quelque  plan,  sans  rencontre,  etc.),  ceux-ci  se 
prêtent  immédiatement  aux  vérifications  expérimentales  les 
plus  simples,  qu'ils  sont  absolument  conformes,  non  les 
autres  en  aucune  façon,  au  tracé  pratique  des  parallèles  par 
ré<|uerre  et  la  règle.  On  a  dit  que  Tidée  de  mouvement  doit 
être  bannie  de  la  Géométrie.  Je  proteste  d'abord  contre  un 
tel  byzantinisme;  puis  je  nie,  en  rappelant  que  la  superposi- 
tion des  figures,  âme  de  la  Géométrie,  est  inséparable,  dans 
son  essence,  de  la  coiiceptioad'un  certain  déplacement  pour 
la  réaliser;  je  riposte,  en  revenant  à  la  théorie  classique  de 
la  perpendiculaire,  où  quelque  demi-plan  est  assurément  mis 
eu  mouvement  autour  de  sa  charnière. 

Cette  théorie  des  parallèles  se  recommande  encore  par  des 
démonstrations  extraordinairement  faciles  qu'elle  procure 
ailleurs:  égalité  des  angles  rectilignes  ou  dièdres  à  côtés  ou 
faces  parallèles,  homothétie, etc.  Maintenant  d'ailleurs,  elle  se 
trouve  couverte  par  des  sanctions  pédagogiques  :  dans  des 
écoles  primaires  supérieures,  plus  de  quatre  cent  cinquante 
enfants  âgés  de  moins  de  13  ans  l'ont  entendue  déjà  en  classe, 
l'ont  repassée  généralement  sur  mon  livre,  et  se  la  sont 
assimilée  avec  une  grande  facilité,  puisque  certaines  démon- 
strations en  ont  été  souvent  improvisées  par  quelques-uns, 
même  avec  une  certaine  prédilection,  car,  sur  leurs  visages, 
les  maîtres  ont  observé  le  retour  d'une  satisfaction  marquée, 
chaque  fois  que  le  déroulement  du  cours  a  remis  la  transla- 
tion en  scène. 

A  un  autre  point  de  vue,  je  réfléchis  à  l'importance  vraiment 
capitale  du  mouvementde  translation  en  Mécanique  théorique, 
en  Mécanique  appliquée;  je  vois  même  sa  notion  se  mêler 
intimement  à  l'énigme  toujours  trop  obscure  du  repos  et  du 
tîiouvenient  absolus  dans  l'Univers.  J'en  tire  pour  ma  théorie 
une  justification  nouvelle;  et  une  autre  serait  encore  appor- 
tée par  sa  bonne  adaptation  aux  besoins  des  arts  du  Dessin. 

IX.  —  Les  mêmes  choses  à  fort  peu  près,  peuvent  être  dites, 
dans  l'étutle  des  perpendiculaires,  en  faveur  du  choix  des  axio- 
mes parmi  les  particularités  simples  de  la  rotation,  l'autre 
élément  de  tout  déplacement  d'une  figure  solide.  Ce  mouve- 
ment se  montre  effectivement  à  nos  yeux  plus  souvent  en- 
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core  que  la  translation,  et  plus  tangible  ;  il  anime  toutes  nos 
machines,  il  est  une  sorte  de  lieu  commun  dans  TUnivers. 
Dans  la  construction  mécanique,  y  compris  celle  des  instru- 
ments de  précision,  il  procure  le  moyen  le  plus  siir  de  réa- 
liser l'assemblage  d'une  droite  et  d'un  plan  en  perpendicula- 
rilé  mutuelle;  dans  le  tracé  des  épures,  les  rabattements  et 
autres  procédés  courants  le  mettent  continuellement  enjeu. 
Aidées  par  la  théorie  des  parallèles  maintenant  achevée,  les 
démonstrations  restent  courtes,  se  divisent  en  trois  groupes 
naturels  dont  Tensemble  est  homogène.  Elles  commencent  à 
être  un  peu  moins  simples,  mais,  par  les  pas  faits  antérieu- 
rement, les  débutants  commencent  aussi  à  être  façonnés  à  la 
marche:  la  remarque  en  a  été  faite  à  propos  de  la  recherche 
de  la  perpendiculaire  commune  à  deux  droites,  dont  la  com- 
plication relative  ne  les  a  pas  du  tout  embarrassés. 

J'ai  donné  au  théorème  «  des  trois  perpendiculaires  »  la 
forme  nouvelle  à  laquelle  j'ai  fait  une  allusion  :  elle  facilite 
autant  son  emploi  ultérieur,  qu'elle  simplifie  son  énoncé  et 
sa  démonstration. 

Ces  théories  du  parallélisme  et  de  la  perpendicularité  ont 
avec  la  Cinématique  des  corps  solides,  en  même  temps  qu'avec 
les  arls  du  Dessin,  des  rapports  dont  l'intimité  me  parait 
précieuse,  parce  qu'elles  se  trouvent  ainsi  être  des  introduc- 
tions à  ces  deux  études,  faites  d'avance  et  sans  frais  nouveaux. 
Dans  son  essence,  la  première  me  paraît  bien  plus  spéciale 
à  la  droite  et  au  plan,  que  la  seconde  confinant  aux  spécula- 
tions sur  le  cercle  et  les  surfaces  de  révolution  ;  c'est  une  des 
raisons  qui  m'ont  conduit  à  la  dégager  entièrement  de  celle- 
ci,   à  la  placer  avant  elle,  et  à  en  faire  un  appui'. 

X.  —  Les  moyens  employés  dans  les  théories  dont  je  viens 
de  parler,  ont  cet  autre  avantage  de  laisser  en  lumière  inté- 
grale l'idée  d'infinité  dont  il  faut  favoriser  la  prompte  et  défini- 
tive fixation  sur  la  droite  et  le  plan,  tandis  que  les  traditions 


*  Une  homogénéité  inHunisantc  peut  être  critiquée  dans  les  princi|>es  de  ces  deux  théuries. 
parce  qu'une  droite  et  un  plan  perpendiculaires  sont  définis  comme  guides  d'un  mouvement 
t^lémentiiire,  après  que  deux  objet  parallèles  l'ont  été  comme  positions  succtssives  d'une  figure, 
acquises  par  un  autre  déplacement  simple.  N'y  ayant  pas  sungé  plus  tôt,  j'ijgnoro  actuellcmenl 
s'il  serait  facile  et  opportun  de  corriger  ce  défaut,  en  prenant  |>our  définition  de  deux  droites 
parallèles  par  exemple,  leur  pi<opriété  d  être  deux  gUsières  de  quelques  même  translation  : 
mais  ji9  reviendrai  sur  cetto  question  s'il  y  a  lieu. 
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classiques  en  contrarient  la  naissance  par  leur  abus  préma- 
turé du  triangle.  L'étude  du  segment  rectiligne  inaugure 
dans  mon  livre  celle  des  éléments  métriques  des  figures,  où 
cette  idée  passe  au  second  rang.  J'ai  procédé  ainsi,  parce  que 
la  notion  de  longueur  (rectiligne;  est  bien  plus  familière  que 
celle  des  angles,  moins  complexe  en  elle-même  puisque 
celle  du  plan  ne  sV  mêle  pas,  et  qu'au  contraire  d'un  angle, 
un  segment  rectiligne  peut  augmenter  toujours  sans  venir 
jamais  en  duplication  avec  lui-même.  L'extrême  simplicité 
de  ce  thème,  son  pittoresque,  l'immensité  du  rôle  joué  dans 
la  Géométrie  entière  parles  rapports  àe  segments  rectilignes, 
se  réunissent  pour  en  faire  la  matière  la  plus  convenable  à 
l'exposition  des  règles  générales  qui  président  à  la  mesure 
des  grandeurs  géométriques. 

Des  considérations  très  simples,  auxquelles  les  angles  et 
les  triangles  demeurent  encore  étrangers,  permettent  d'éta- 
blir immédiatement  le  théorème  capital  attribué  à  Thaïes,  qui 
domine  toute  la  Géométrie,  d'aussi  haut  que  l'égalité  des  an- 
gles à  côtés  ou  faces  parallèles.  De  prime  abord,  on  pourra 
juger  bizarre,  l'intervention  des  figures  que  je  nomme  ban- 
des  et  murs;  je  crois  cependant  leur  considération  utile,  ail- 
leurs comme  ici  ;  elles  s'associent  bien  aux  segments  recti- 
lignes, et  comblent  une  sorte  de  lacune  entre  eux  et  les 
angles.  Enfin  les  enfants  ont  parfaitement  accepté  le  tout. 

Par  son  importance  et  son  utilité  extrêmes,  le  théorème  sur 
les  angles  à  côtés  ou  Faces  parallèles  Tait  un  pendant  très 
équilibré  à  celui  de  Thaïes  sur  les  segments  rectilignes,  et 
ma  théorie  des  parallèles  m'en  permet  une  démonstration 
absolument  intuitive  ;  ce  qui  concerne  les  angles  correspon- 
dants^ etc.,  s'en  présente  comme  des  cas  minimes.  Très  peu 
de  mots  suffisent  ensuite  pour  achever  par  les  angles  dièdres, 
et  le  rapprochement  a  excité  une  autre  satisfaction  mani- 
feste chez  les  élèves  de  deuxième  année  de  l'enseignement 
primaire  supérieur. 

Pour  des  angles  formés  simultanément  par  des  parties  de 
deux  mêmes  droites  :ou  plans»,  pour  les  relations  de  position 
entre  deux  angles  rectilignes  dans  un  même  plan,  pour  d'au- 
tres questions  encore,  plusieurs  termes  nouveaux  ont  étonné 
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au  début  les  habitudes  des  maîtres  ;  mais  ils  ont  été  parlai- 
tement  compris  et  retenus  par  les  mêmes  élèves,  que  de  tels 
antécédents  ne  pouvaient  gêner,  et  qui  ont  «  jonglé  »  très 
promptement  avec  eux,  m'ont  répété  leurs  professeurs. 

XI .  —  Aux  deuxgrands  théorèmes  précités  dont  j'ai  refaitles 
démonstrations,  les  moyens  spéciaux  à  la  Géométrie  se  rat- 
tachent tous  bien  plus  naturellement,  directement  et  solide- 
ment, qu'aux  propriétés  du  triangle,  que  la  tradition  classique 
invoque  avec  une  réitération  presque  insupportable,  qu'elle 
présente  en  véritable  état  de  dislocation.  Mais,  outre  qu'il 
est  l'élément  irréductible  dans  la  mesure  des  aires,  le  triangle 
fournit  par  ses  éléments,  des  intermédiaires  précieux  dans  la 
comparaison  des  angles,  dans  celle  de  segments  empruntés 
à  des  droites  différentes.  En  conséquence,  il  mérite  toujours 
de  faire  l'objet  d'une  théorie  soignée,  et,  à  celle-ci,  les 
mêmes  théorèmes  m'ont  permis  de  donner  une  cohésion  et 
un  coulant  qui  ont  plu   aux  élèves  comme  aux  maîtres. 

J'ai  fait  rentrer  les  cas  d'égalité  dans  ceux  de  similitude, 
parce  que  je  n'en  ai  |)resque  plus  besoin,  et  que  déjà  on  ren- 
contrait des  triangles  semblables  vingt  fois  plus  souvent  que 
des  triangles  égaux.  A  ce  moi  semblable^  ]2i\  substitué  Tépi- 
thète  équiangle  rappelant  directement  la  plus  apparente  des 
propriétés  qui  se  groupent  sous  celte  dénomination,  et  aussi 
pour  ne  pas  particulariser  sans  utilité,  pour  ne  pas  déflorer^ 
la  grande  théorie   de  la  similitude  qui  sera  unifiée  plus  loin. 

Une  extension  bien  facile  de  la  démonstration  moderne 
du  théorème  de  Pythagore,  m'a  permis  de  le  faire  rentrer  par 
un  mot  dans  la  relation  générale,  établie  d'emblée  mainte- 
nant, entre  les  côtés  d'un  triangle  et  la  projection  de  l'un 
d'eux  sur  un  autre.  Le  troisième  cas  de  similitude  (ou  d'éga- 
lité) a  pu  ainsi  être  rattaché  aux  particularités  propres  aux 
triangles  rectangles,  en  conformité  cette  fois  avec  la  résolu- 
tion, la  construction  même,  d'un  triangle  dont  les  trois  cô- 
tés sont  donnés. 

En  analyse  pure,  dans  l'étude  approfondie  du  mouvement 

de   rotation, ,  les  lignes  trigonométriques   se  présentent 

certes  comme  des  fondions,  mais,  en  Géométrie  générale,  et 
exception  faite  des  questions,  bien  souvent  de  fantaisie,  que 
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Ton  fait  rouler  sur  les  coordonnées  polaires,  on  a  trop 
oublié  <|u'elles  interviennent  seulement  comme  nombres 
«araclérisliques  des  assemblages  de  droites  ou  de  plans,  dite 
angles,  nombres  fort  utiles  à  considérer  de  préférence  aux 
paires  de  segments  individuellement  indéterminés  dont  ils  sont 
les  rapports.  Je  suis  revenu  à  cette  conception  bien  plus 
simple,  et  j'ai  rasssemblé  dans  un  paragraphe  la  nomencla- 
ture des  sinus,  cosinus...,  d'un  angle  saillant,  leurs  relations 
mutuelles,  leurs  propriétés  les  plus  élémentaires,  toutes 
choses  facilitant  bien  des  raisonnements,  simplifiant  bien 
des  formules.  Cette  innovation  a  été  fifoùtée  dans  renseigne- 
ment  primaire  et  plus  haut  encore. 

Le  chapitre  suivant  contient  la  définition  des  diverses  dis- 
tances, préliminaire  indispensable  à  la  mesure  des  aires  et 
volumes,  mais  surtout,  comme  application  immédiate  de  la 
théorie  du  triangle,  la  recherche  de  lieux  rectilignes  et  plans 
remarquables  par  leur  extrême  simplicité  et  leur  grande  uti- 
lité ultérieure.  En  particulier,  leur  connaissance  générale  et 
raisonnée  réduira  à  un  simple  choix  de  notations  commodes, 
récriture,  en  Géométrie  analytique,  des  équations  de  la  droite 
et  du  plan  rapportés  à  des  coordonnées  rectilignes  ;  il  est 
fî^cheuxque  les  habitudes  scolaires  la  laissent  presque  totale- 
ment dans  Tombre. 

Je  reviens  un  instant  à  la  Trigonométrie,  pour  blâmer  les 
programmes  en  passant,  d'imposer  en  vue  du  simple  Bacca- 
lauréat, Tétude  desangles  positifs  et  négatifs  de  toutes  valeurs, 
la  discussion  complète  de  leurs  lignes  trigonométriques, 
la  recherche  générale  des  formules  d'addition,  duplication, 
bissection,...,  le  savoir,  sur  la  «construction  des  Tables  », 
de  vieilleries  aussi  prodigieusement  usées  que  fastidieuses. 
La  disproportion  est  trop  flagrante  entre  la  pompe  encom- 
brante de  cet  appareil,  et  les  trois  ou  quatre  théorèmes  si  mo- 
destes qui  pourraient  fournir  toutes  les  formules  réellement 
utiles  à  ce  niveau. 

Je  protesterai  encore  contre  les  abus  de  la  «  Géométrie  du 
triangle  »,  thème  toujours  inépuisé  d'élucubrations  qui  rem- 
pliraient déjà  des  volumes.  Une  droite,  un  cercle,  liés  d'une 
manière  quelconque  à  un  triangle,  passent  assurément  par 
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quelque  point,  sont  tangents  à  quelque  chose,  comme  une 
balle  tirée  au  hasard  frappe  toujours  quelque  part.  Mais 
chercher  où,  donner  des  noms  comme  à  des  rues,  pour  le  seul 
plaisir  de  la  trouvaille,  est  une  occupation  dont  la  frivolité  est 
égale  dans  les  deux  cas.  Je  regrette  qu'un  réel  talent  s'y  soîl 
dépensé  avec  une  telle  prodigalité  ;  je  regrette  surtout  que, 
pour  la  jeunesse,  certaines  habitudes  scolaires  aient  fait  do 
cela  (et  d'aulres  choses,  une  perte  appréciable  d'efforts  et  de 
temps.  On  la  fatiguerait  bien  moins,  et  on  l'instruirait  presque 
autant,  en  lui  faisant  collectionner  des  timbres-poste  oblitérés. 

XII.  — Le  périmètre  d'un  triangle,  ai-je  indiqué  plus  haut, 
est  le  plus  simple  des  contours  pouvant  délimiter  une  aire,  et 
ceci  est  montré  immédiatement  par  le  diviseur  2  dont  le  choix 
de  l'unité  reçue  a  compliqué  l'expression  de  sa  surface;  il 
reste  triangulairey  nonobstant  tout  déplacement  de  ses  som- 
mets. Ces  considérations  m'ont  porté  à  prendre  la  compa- 
raison des  aires  de  deux  triangles  pour  base  de  la  théorie 
des  aires  planes,  et  tout  autant,  la  préoccupation  de  donner 
à  cette  théorie,  des  allures  générales  fournissant  d'avance 
un  modèle  à  copier  seulement  pour  faire  celle  des  volumes, 
d'où  l'intervention  presque  immédiate  du  tétraèdre  ne  peut 
être  écartée.  Jusqu'à  un  certain  point,  je  comparerais  la 
commodité  de  cette  innovation  à  celle  de  la  substitution  de 
l'hydrogène  à  l'oxygène  dans  l'établissement  de  la  Table 
des  poids  atomiques,  car  elle  éclaire  et  accélère  l'exposition 
de  ce  qui  concerne  les  autres  polygones,  et  plus  tard,  par 
extension,  ce  qu'on  retrouve  d'analogue  pour  les  polyèdres. 

Les  simplistes  regretteront  l'abandon  des  procédés  classi- 
ques, dont  la  facilité  est  en  vérité  très  grande  :  je  ferai  valoir 
la  double  compensation  procurée  par  l'établissement  d'une 
conformité  extérieure  parfaite,  entre  deux  théories  dont  les 
fonds  se  ressemblent  au  dernier  point,  par  l'épargne  d'efforts 
et  de  temps  à  réaliser  plus  tard  à  propos  des  polyèdres.  Les 
puristes  critiqueront  l'introduction  de  la  méthode  des  limites 
dans  une  question  où  ils  l'évitent:  je  répondrai  qu'elle  y 
était  déjà  quoique  à  leur  insu,  piii-squ'elle  est  inéluctable 
dans  la  comparaison  des  segments  rectilignes  quand  ils 
sont   incommensurables.    Les  rigoristes    pourront    appuyer 
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les  puristes  en  objectant  le  manque  de  rigueur  de  celle  mé- 
thode, imputable  à  Fimpossibilitéde  l'approprier  convenable- 
ment aux  Eléments  :  je  riposterai  alors  par  la  même  réponse, 
je  leur  demanderai  ensuite  comment  ils  pourraient  bien  pro- 
céder autrement  dans  la  mesure  de  la  pyramide  ou  des  figures 
courbes.  Quand  il  faut  nouer  des  brins  de  cordelette  pour 
suspendre  un  fardeau,  ce  n'est  vraiment  pas  la  peine  d'y 
mêler  un  câble,  puisque  sa  résistance  n^mpèchera  jamais  la 
rupture  de  la  partie  la  plus  faible.  Pour  lous,  j'ajouterai 
qu'une  telle  décomposition  de  Taire  d'un  triangle  se  trouve 
ainsi  toute  faite  pour  conduire  à  son  centre  de  gravité,  et  je 
ferai  observer  qu'ici  aucun  expédient  ne  pourrait  suppléer  à 
la  proscription  de  la  méthode  des  limites. 

XIII.  —  Les  demi-plans,  bandes,  angles  rectilignes-..., 
aires  planes  polygonales,  sont,  pour  le  plan,  les  pendants  des 
demi-droites,  segments  (rectilignes;,  pourla  droite,  et,  pardes 
soudures  variées,  ils  conduisent  aux  dièdres,...,  et  autres  sur- 
faces polyédriques,  comme  on  avait  été  amené  aux  lignes 
brisées.  En  tète,  j'ai  placé  la  surface  prismatique,  parce  que  sa 
considération  se  mêle  à  celle  des  projections  des  aires  planes 
sur  un  plan,  question  succédant  naturellement  au  chapitre 
précédent.  L'étude  de  ces  projections  est  traitée  de  manière  à 
se  présenter  comme  un  simple  prolongement  du  théorème 
de  Thaïes.  Certes,  on  pourrait  abréger  un  peu,  mais  il  n'est 
aucune  branche  des  connaissances  humaines,  où  la  vision 
nette  et  le  souvenir  persistant  des  analogies  ne  me  semblent 
avoir  plus  de  prix  que  le  gain  de  quelques  minutes. 

Dans  la  théorie  des  trièdres,  j'introduis  immédiatement  la 
notion  A' amplitude^  dont  Tncquisition  directe  supprime  l'en- 
tremise artificielle  et  compliquée  au  fond,  de  l'aire  du  triangle 
sphérique,  qui  étendra  plus  nettement  à  la  sphère  les  rela- 
tions des  arcs  d'un  cercle  à  leurs  angles  au  centre.  J'ai  chan- 
gé presque  toutes  les  démonstrations,  en  vue  de  les  rendre 
naturelles  et  directes  par  l'abandon  des  moyens  tirés  du 
trièdre  supplémentaire,  afin  de  les  mieux  modeler  sur  celles 
analogues  intéressant  les  triangles,  d'ébaucher  d'avance  et 
d'assez  près  la  construction  d'un  trièdre  dont  les  trois  faces  ou 
les  trois  angles  sont  donné. 
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La  mesure  des  volumes  polyédriques  n'est  plus  qu'une 
copie  presque  servile  de  celle  des  aires  polygonales.  A  une 
ressemblance  utile  à  procurer  pour  elle-même,  s'ajoute  ainsi 
une  facilité  augmentée  encore  par  Télimination  des  appels 
aux  propriétés  des  aires  semblables  qui  s'imposaient  aupara- 
vant (équivalence  de  deux  tétraèdres  à  bases  équivalentes  et  à 
hauteurs  égales).  Ces  procédés  ont  plu  aux  élèves  des  écoles 
normales,  et  à  ceux  d'un  cours  de  Baccalauréat,  les  seuls  en- 
core qui  les  aient  étudiés. 

XIV.  —  Pour  rhomotliélie,  la  similitude,  les  trois  symétries, 
études  dont  l'importance  théorique  et  pratique  est  capitale, 
l'antériorité  des  matières  dont  je  viens  d'achever  la  revue,  et 
la  nature  des  moyens  employés  pour  elles,  ont,  entre  autres 
avantages,  celui  d'en  permettre  une  exposition  étendue  d'elle- 
même  à  l'espace,  presque  simultanée,  et  facile  au  point  de 
rendre  les  tracés  à  peu  près  inutiles,  les  propositions  géné- 
ralement intuitives.  Je  regrette  seulement,  que  la  sobriété, 
ce  devoir  étroit  de  (juiconque  parle  à  la  jeunesse,  m'ait  em- 
pêché de  traiter  toutes  ces  correspondances  comme  de  simples 
variétés  de  l'homographie  étudiée  généralement. 

J'ai  défini  deux  figures  homothétiques  par  leur  propriété 
permanenle  et  la  plus  apparente,  savoir  le  parallélisme  cons- 
tant, soit  direct,  soit  inverse,  des  segments  (dirigés)  qui  unis- 
sent deux  points  quelconques  de  l'une,  et  leurs  homologues 
dans  l'autre.  Une  modification  légère,  avec  introduction  du 
rapport  anharmonique,  suffirait  pour  traiter  la  théorie  des 
figures  homologiques  d'une  manière  aussi  expéditive. 

La  considération  des  éléments  doubles  dans  ces  diverses 
correspondances,  est  un  emprunt  à  la  Géométrie  supérieure, 
qui  est  légitimé  par  la  facilité  singulière  conférée  ainsi  à 
quantité  de  démonstrations. 

Je  n'avais  trouvé  nulle  part  la  démonstration,  ni  même 
l'affirmation,  de  l'existence  d'un  axe,  centre  ou  plan  de  symé- 
trie, pour  une  figure  douée  d'auto-égalité  réciproque,  directe 
ou  inverse.  L'utilité  de  ces  théorèmes  est  manifeste  dans 
ma  digression  finale  sur  les  lignes  brisées  régulières  (gau^ 
ches  ou  planes).  Je  me  suis  laissé  aller  à  cet  épisode,  parce 
qu'il  réduit  à  très  peu  de  mots   l'analyse  d'un  déplacement 
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quelconque   cPun  corps  solide,  et  encore   pour  commencer 
largement  rélude   ultérieure    des  polygones  réguliers.   En 
outre,  la  considération  de  ces  lignes  confine  aux  propriétés 
de  rhélice,  et  intervient  dans  certaines  questions  de  niorpho-  - 
logie  biologique. 

XV,  — Si,  dans  leur  enchaînement,  les  propriétés  des  com- 
binaisons de  droites  et  de  plans  doivent  être  amorcées  par  des 
axiomes,  celles  des  figures  courbes  n'en  ont  plus  aucun 
besoin,  et  j'ai  montré  depuis  longtemps  que  ce  qu'il  y  a  de 
général  en  elles,  peut  être  établi  par  des  moyens  aussi  précis 
et  rigoureux  que  s'il  s'agissait  du  théorème  de  Pythagore. 
Mais  le  caractère  de  généralité  qui  alors  est  imposé  aussi  à 
ces  moyens,  en  place  impérieusement  la  source  dans  la  théo- 
rie des  fondions^  combinée  avec  la  représentation  uniforme 
que  les  coordonnés  rectilignes  fournissent  pour  ces  figures. 
A  cause  de  cela,  la  recherche  de  àémoxis\r?L\.\oiïs  élémentaires 
demeurera  toujours  chimérique.  Pour  Texistence  du  plan 
tangent  par  exemple,  on  peut,  trop  facilement  hélas!  faire 
croire  aux  élèves  qu'on  leur  a  donné  une  démonstration 
sérieuse;  elle  est  cependant  condamnée  a  priori^  par  le  fait 
seulement  qu'elle  serait  impuissante  à  distinguer  les  points 
ordinaires  des  points  singuliers  où  le  plan  tangent  disparait 
aussi  souvent  qu'il  subsiste.  Tout  cela  n'est  en  réalité  qu'un 
village  de  carton  bâti  sur  le  sable,  s'elTondrant  sous  le 
moindre  souffle  des  objections. 

Bien  loin  d'instruire  la  jeunesse,  de  tels  procédés  ne  sont 
propres  qu'à  relarder  l'affermissement  de  son  sens  critique,  à 
le  fausser  comme  une  monnaie  de  cuivre  neuf  donnée  pour 
une  pièce  d'or.  J'y  ai  donc  absolument  renoncé,  me  conten- 
tant de  poser  des  définitions  correctes,  de  formuler  sur  la 
tangente,  sur  les  figures  variables  à  considérer  dans  la 
mesure  des  figures  courbes,...,  des  énoncés  précis  et  suscej)- 
tibles,  à  un  niveau  plus  élevé,  de  démonstrations  irrépro- 
chables. Il  est  certain  que  l'ensenible  des  raisonnements 
donnerait  satisfaction  plus  complète  à  l'esprit,  si  l'on  n'y 
trouvait  pas  de  ces  vides;  mais,  pour  les  combler  de  ïmid' 
rinux solides,  il  faudrait  des  années,  et,  pour  ceux  qui  ne  sont 
pas  appelés  aux  études  supérieures,  ce  temps  serait  perdu 
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au  délrinient  de  connaissances  autrement  précieuses;  or,  un 
bénéfice  de  naUire  purement  esthétique  ne  compensera 
jamais  une  perte  aussi  dommageable  à  cet  âge.  En  quoi 
d'ailleurs,  Tajournement,  l'omission  de  ces  démonstrations, 
pourraient-ils  nuire  à  l'assimilation  de  .ce  qui  s'appuie  sur 
elles,  puisque  tant  de  raisonnements  boiteux  ne  Tont  pas  ren- 
due impossible  ? 

La  manière  dont  les  correspondances  homothétiques  et 
autres  ont  été  présentées  permet  d'y  faire  rentrer  les  figures 
courbes  en  très  peu  de  mots. 

Les  surfaces  cylindriques  et  coniques  sont  rapprochées  de 
ces  généralités,  par  ce  qu'il  y  a  d'indéfini  aussi  dans  les  spécu- 
lations pouvant  être  développées  sur  elles  sans  spécifications; 
elles  le  sont  même  des  figures  non  courbes,  par  le  rôle  domi- 
nant que  la  droite  y  joue  et  par  la  possibilité  de  leur  déve- 
loppement sur  un  plan.  A  ces  considérations  s'est  ajoutée 
leur  importance  extrême  en  Physique,  en  Astronomie,  dans 
le  Dessin,  en  Géométrie  pure  aussi,  pour  me  déterminer  à 
en  placer  l'étude  avant  celle  du  cercle.  L'interversion  de  cet 
ordre  de  succession  n'en  demeure  pas  moins  faisable  sans 
aucune  retouche. 

XVI. — Les  propriétés  du  cercle  considéré  dans  son  propre 
plan,  sont  assez  importantes  et  étendues,  relativement  aux 
autres,  pour  mériter  une  dérogation  au  principe  de  la  «  fu- 
sion »,  qui  est  conforme  à  la  tradition  cette  fois.  Mon  ordon- 
nance générale  m'a  permis  de  les  grouper  en  une  monogra- 
phie homogène  et  condensée,  et  je  me  suis  appliqué  à  la  faire 
aussi  ressemblante  que  possible  à  celles  de  l'ellipse  et  autres 
coniques,  pour  rendre  le  passage  plus  facile  par  la  conser- 
vation dans  la  forme,  des  analogies  de  fond.  C'est  ainsi  que 
j'ai  abandonné,  pour  des  moyens  mettant  en  jeu  les  seuls 
segments  rectilignes,  ceux  tirés  de  l'égalité  des  angles  ins- 
crits dans  un  même  segment  circulaire,  qui  deviennent 
impuissants  pour  l'ellipse,  etc.  J'ai  même  subordonné  aux 
premières  considérations,  la  recherche  du  lieu  connu  sous  le 
nom  de  «  segment  capable  d'un  angle  donné  ». 

De  la  mesure  des  longueurs  et  surfaces  circulaires,  j'ai  fait 
un  chapitre  spécial  où  j'ai  rassemblé  en  un   seul  théorème 
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loiiles  les  relations  des  angles  situés  dans  le  plan  d'une  cir- 
ronférence,  avec  les  aros  interceptés  par  ses  cotés. 

i^es  lieux  circulaires  dont  la  connaissance  est  la  plus  utile, 
sont  étudiés  successivement  dans  un  autre  chapitre  où  je  me 
suis  étendu  sur  Tinversion,  moyen  précieux  dans  de  nom- 
breuses <|uestions  impliquant  des  cercles  (ou  sphères  .,  et  sur 
la  réduction  d'une  expression  contenant  linéairement  les 
distances  d'un  point  indéterminé  à  des  droites  lixes  et  les 
carrés  de  ses  distances  à  des  points  fixes.  Cette  transforma- 
tion, qui  introduit  naturellement  en  Géométrie  la  notion  du 
centre  de  gravité  de  masses  situées  dans  un  nu^jne  plan,  et 
(|ui  conduit  à  beaucoup  de  lieux  particuliers,  a  une  impor- 
tance qui  n^est  pas  sans  se  montrer  ailleurs. 

Dans  Tétude  du  système  de  deux  cercles,  j'ai  ramené  la 
recherche  de  leurs  points  comnums,  à  celle  de  l'intersection 
de  l'un  d'eux  par  leur  axe  radical.  Cette  marche  qui  n'a  plus 
l'empirisme  des  traditions  classiques,  est  conforme  à  la  na- 
ture de  la  question  et  à  sa  portée  dans  la  résolution  des  pro- 
blèmes ;  elle  l'est  encore  à  la  méthode  préférée  dans  la 
discussion  générale  des  points  communs  à  deux  coniques, 
et  ces  diverses  qualités  m'empêchent  de  regretter  les  lon- 
gueurs qui  pourront  choquer  certains  lecteurs. 

A  la  construction  géométrique  des  racines  d'une  équation 
du  deuxième  degré,  j'ai  donné  une  forme  embrassant  tous 
les  cas,  se  prêtant  à  une  discussion  très  facile,  et  n'ajant 
besoin  que  de  simples  particularisations  pour  se  confondre, 
même  extérieurement,  av^ec  la  construction  classique  d'une 
moyenne  proportionnelle  ou  d'une  «  moyenne  et  extrême  rai- 
son ».  C^'est  une  bagatelle  assurément,  comme  cent  autres 
détails  de  mon  livre;  mais  elle  économise  un  peu  de  temps, 
et  surtout  elle  empêche  de  voir  distinctes,  des  choses  qui  ne 
le  sont  pas. 

Les  polygones  réguliers  ne  touchent  guère  au  cercle  que 
par  des  côtés  historiques,  savoir  leur  construction  de  date 
immémoriale  par  inscription  dans  un  cercle  donné,  et  surtout 
leur  application,  par  les  mains  d'Archimède,  au  calcul  du 
nombre  tt.  Comme  nulle  en  Géométrie  pure,  leur  utilité 
mérite  cependant  leur  mention  habituelle,  parce  qu'elle  est 
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appréciable  en  Cristallographie,  dans  quelcjues  tracés  indiis- 
Iriels,  çà  et  là  encore,  par  exemple  dans  le  graphique  de  la 
discussion  de  Féquation  binôme.  J'ai  rattaché  leur  théorie 
générale  à  celle  des  lignes  brisées  régulières  dans  Tespace, 
et  je  lui  ai  donné  quelques  soins  parce  qu'il  ne  faut  rien  faire 
avec  négligence.  Pour  le  calcul  de  tt  par  la  duplication  du 
nombre  des  côtés  d'un  polygone  régulier,  je  me  suis  contenté 
(le  la  méthode  «des  périmètres  »,  et  je  crois  l'avoir  rendue 
un  peu  plus  nette  en  faisant  tout  pivoter  sur  l'apolhême  du 
polygone  variable.  Ces  calculs  ne  m'en  semblent  pas  moins 
oiseux  autant  qu'ils  sont  pénibles  et  fastidieux  :  ils  ne  mettent 
en  action  aucune  méthode  digne  d'un  souvenir,  ils  mesurent 
(Ml  grimaçant  et  avec  une  rare  avarice,  des  décimales  (|ue  les 
procédés  modernes  prodiguent  plus  tard  avec  une  grâce  par- 
faite, ils  trompent  enfin  en  contribuant  à  laisser  croire  pen- 
dant un  temps,  que  la  duplication  du  nombre  des  côtés  d'un 
polygone  régulier  est  essentielle  à  la  conception  métrique 
d(\s  figures  courbes.  Je  m'étonnerai  donc  toujours,  que  les 
habitudes  classiques  infligent  à  la  jeunesse  cet  inutile  sup- 
plice, en  le  raffinant  trop  souvent  encore  par  la  méthode  «  des 
isopérimètres  »  et  autres  variations  du  même  goût. 

XVII. — Autant  que  possible,  j'ai  appuyé  la  théorie  de  la 
sphère  sur  celle  des  surfaces  de  révolution,  ceci  étant  justifié, 
même  indiqué  d'avance,  par  les  facilités  en  résultant  pour  réta- 
blissement decertaines  propriétés  de  la  sphère,  et,  plusencore, 
par  la  place  que  le  caractère  révolulif  de  cette  surface  occupe 
en  Astronomie.  J'ai  songé  enfin  à  Timportance  capitale  des 
surfaces  de  révolution  en  Cinématique  appliquée,  dans  la 
taille  de  mille  objets  usuels,  dans  les  arts  du  Dessin  par  con- 
séquent, et  j'ai  trouvé  à  leur  étude  le  droit  d'être  faite  aussi 
(Complète  que  le  niveau  des  Eléments  le  permet.  Celle 
(lu  cercle  considéré  maintenant  dans  l'espace,  en  est  le  préli- 
minaire obligé;  le  cylindre  et  le  cône  droits  y  trouvent  la 
place  la  plus  convenable.  En  parlant  de  la  sphère,  je  me 
suis  encore  appliqué,  et  ce  pour  les  motifs  allégués  à  propos 
du  cercle,  à  suivre  au  plus  près  les  allures  propres  à  la  mo- 
nographie des  surfaces  de  second  ordre. 

Tout  ce  qui  concerne  la  mesure  des  corps  ronds  a  été  rejeté 
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dans  un  paragraphe  où  j'ai  été  aussi  sobre  que  possible. 
D'abord,  rintérét  théorique  de  ces  questions  est  médiocre; 
ensuite,  j'ai  tenu  à  prendre  le  contre-pied  des  traditions  clas- 
siques égarant  Tesprit  sur  des  aires  et  des  volumes,  avant  de 
l'avoir  bien  fixé  sur  les  propriétés  générales  <les  surfaces 
qui  les  fournissent. 

XVI II.  —  Cinq  Additions  sont  consacrées  à  des  questions  ne 
rentrant  pas  essenliellement  dans  les  éléments  réduits  au  né- 
cessaire. Les  deux  premières  contiennent  des  démonstralions 
un  peu  plus  nettes  pour  les  théorèmes  de  Menelaiis  el  de 
Ova  sur  le  triangle  et  le  quadrilatère  gauche,  et  la  décompo- 
sition du  déplacement  général  d\in  corps  solide  en  une  trans- 
lation et  une  rotation,  opérée  d'une  manière  extrêmement  fa- 
cile. A  ce  dernier  propos,  on  y  trouvera  encore  une  propriété 
des  axes  de  figures  qui  me  parait  ne  pas  manquer  d'intérêt. 
.M.  le  colonel  Mannheim  a  bien  voulu  Iburnir  la  matière  de 
la  troisième,  par  son  théorème  général  sur  le  quadrilatère 
inscriptible,  élargissant  infiniment  les  théorènies  classiques 
en  une  seule  proposition  fort  intéressante. 

La  quatrième  contient  une  théorie  élémentaire  des  co- 
niques autres  que  le  cercle;  pour  base,  j'ai  pris  leur  pro- 
priété commune  fournie  par  Texisteiu^e  d'une  directrice,  au 
lieu  dV  entrer  par  celle  des  foyers  qui  place  la  parabole  à 
part.  Il  ne  m'a  pas  été  diHicile  d'y  insérer  la  propriété  de 
l'ordonnée  perpendiculaire  à  un  axe:  elle  unit  ces  figures  au 
cercle,  ce  dont  elle  tire  une  grande  importance  pour  le  tracé 
et  la  quadrature  de  rellipso;  elle  permet  enfin  une  démons- 
tration très  facile,  de  celle  d'être  aussi  des  sections  planes  du 
cylindre  et  du  cône.  J'ai  modelé  de  mon  mieux  cette  exposi- 
tion sur  cel  que  certains  élèves  retrouveront  en  Géométrie 
analytique. 

Dans  la  dernière,  on  trouvera  quelques  soins  donnés  à  la 
théorie  élémentaire  de  l'hélice. 

L'adjonction  d'exercices  spéciaux  sur  mes  premiers  cha- 
pitres, leur  fournit  une  illustration  utile  aux  cours,  qui  leur 
manquerait  autrement,  et  que  les  maîtres  ont  appréciée.  Pour 
le  surplus,  cette  précaution  n'était  pas  indispensable,  puisque 
le  nécessaire  se  trouve  partout  avec  surabondance.  A  ce  pro- 

L*En»oigneineiit  mathém.,  6«  annôc  ;  1904.  i* 
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pos,  j'ex|)rimerai  le  regret  que  trop  de  problèiues  destinés 
aux  élèves  soient  des  charades  à  deviner,  non  des  thèmes 
niétliodiques  dont  le  travail  explique,  enracine  les  connais- 
sancos  enseignées,  et  développe  normalement  la  faculté  d'in- 
vention. La  cause  en  est  dans  rcncombrement  des  cours  par 
(les  matières  oiseuses  ((utilités  sur  le  triangle  et  sur  le 
cercle,   calcul  de  ::  par  les    polygones   réguliers,    triangles 

tournants ),  au   détriment  des  théories  fécondes  qui  s'y 

substitueraient  si  facilement.  Ayant  sous  la  main  trop  peu  de 
matériaux  utilisables,  on  est  bien  forcé,  pour  varier,  d'en 
pousser  les  combinaisons  au  delà  du  point  où  Ton  n'a  plus  que 
des  rébus.  Devient-on  adroit  de  ses  mains  en  s'exerçant  à 
marcher  sur  elles?  Sait-on  l'Algèbre,  par  exemple,  pour 
s'être  épuisé  dans  les  chinoiseries  qu'on  a  fait  pulluler  sur 
le  deuxième  degré  ? 

XIX. — J'ai  attendu  la  fin  de  cet  examen,  pour  signalerune 
amélioration  générale,  apportée  aux  démonstrations  qui  exi- 
geni  la  prise  v\\  considération  de  la  i\\^\iO^\ùo\ïtopograi)hiqn(* 
relative  des  diverses  parties  d'une  (igure.  Auparavant,  il  fal- 
lait se  contenter  d'appels  décousus  et  presque  toujours  tacites, 
à  l'évidence  naissant  de  l'inspet-lion  du  tracé.  J'ai  réussi  à 
rattacher  tous  ces  points  de  Géométrie  de  position,  à  quelques 
axiomes  très  simples  sur  les  demi-droites,  demi-plans,  demi- 
espaces,  d'où  se  tirent  inunédiatement  des  définitions  main- 
lenanl  très  précises  pour  l'intérieur  ou  l'extérieur  d'un  seg- 
nuMit  rectiligue,  d'une  bande,  d'un  mnr,  des  angles,  etc.  De 
celte  manière,  on  démontre  par  exemple,  qu'entre  des  points 
sur  une  droite  et  entre  leurs  projections  sur  une  autre,  les 
dispositions  relatives  sont  identiques. 

Dans  le  iuéme  ordre  d'idées,  j'ai  pu  oler  son  caractère 
r(»sté  trop  vague,  à  la  (conception  de  deux  figures  ayant 
égaux  leurs  longueurs  (rectilignes),  angles  plans  et  dièdres, 
sans  qu'elles  soient  superposables  (cela  dans  le  cham[),  soit 
d'une  simple  droite,  soit  d'un  plan,  soit  de  l'espace  entier  . 
<^)uand  on  descend  aux  applications,  quand  on  veut  par  exem- 
ple définir  l'allure  dextrorsuniou  sinistrorsum  d'unehélice,  il 
faut  bien  user  d(»  références  à  la  structure  d'objets  univer- 
sellement connus,  tels  que  le  corps  humain;  mais  dans  cette 
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tiléorie,  j'ai  évité  les  indications  de  cette  nature  (à  droite,  à 
gauche,  en  /i«w^...),  et  j'ai  appelé  simplement  homoLa.rie,  la 
disposition  relative  permettant  la  superposition  des  figures  en 
cas  d'iso/né/'ie,  antita.vie^  celle  qui  la  rend  impossible.  Ces  vues 
m'ont  procuré  en  particulier  une  démonstration  qui  manquait 
encore,  pour  la  réciprocité  iopographique^  existant,  comme 
la  réciprocité  métrique,  entre  deux  Irièdres  supplémentaires. 

XX.  —  Au  moment  où  j'écris  ces  lignes,  mon  ouvrage  a 
l'honneur  d'être  enseigné,  textuellement  ou  à  fort  peu  près, 
dans  une  trentaine  de  cours  d'écoles  normaU^s  d'instituteurs  et 
d'écoles  primaires  supérieures,  même  pour  la  première  fois 
dans  une  classe  de  Baccalauréat  scientifique.  Je  ne  cacherai  pas 
ma  joie  très  vive,  de  voirunanimeet.de  plus  en  plus  accentuée 
chez  tous  les  professeurs,  chez  leurs  élèves  eux-mêmes,  me 
disent-ils,  la  satisfaction  dont  les  marques  me  sont  prodiguées 
depuis  qu'après  l'initiative  hardie  prise  par  M.  Cliancenotte 
en  1876,  MM.  Ch.  Adam  recteur,  Brémond  et  Mironneau  direc- 
teurs, Billiet  professeur,  ont  inauguré  ce  nouvel  enseignement 
à  l'Kcole  normale  d'instituteurs  d'Auxej-re  (1899  et  1900).  Je 
n'en  conclus  pas  que  mon  travail  est  sans  défaut,  (|u'un 
plus  habile  ne  saurait  mieux  faire.  Je  me  sens  seidement 
autorisée  croire  que  mes  longs  ell'orts  n'auront  pas  été  dépen- 
sés en  pure  perte,  que  les  Eléments  classiques  ont  bien  fait 
leur  temps  comme  je  l'avais  pensé,  et  que  leurs  remplaçants 
futurs  se  trouveront  sur  la  voie  où  j'ai  marché. 

Je  ne  signerai  pas  ce  long  plaidoyer /;/'o  domo  niea,  avant 
d'avoir  remercié  mille  fois  la  Rédaction  de  ce  Recueil  pour 
son  hospitalité  accordée  avec  une  bonne  grâce  et  une  libéra- 
lité sans  pareilles,  avant  d'avoir  remercié  particulièrement 
M.  Laisant  dont  l'amitié  m'est  devenue  bien  précieuse,  de 
son  appui  chaleureux,  prêté  ici  même  à  mon  œuvre  écrasée 
alors  sous  le  poids  d'un  dédain  qu'un  quart  de  siècle  n'avait 
pas  (léchi. 

Charles  Mkkay  (Dijon). 


SLR  LA  THEORIE  ELEMENTAIRE  DES  SERIES 


TI  est  permis  de  penser  que  la  théorie  élémentaire  des 
séries,  telle  qu'elle  est  enseignée  dans  les  cours  de  mathé- 
matiques spéciales,  présente,  peut-être  par  la  force  des 
choses,  un  caractère  artificiel  et  disparate.  L'exposé  de  cette 
théorie  consiste  surtout  à  passer  en  revue  un  certain  nombre 
de  caractères  de  convergence  ou  de  divergence,  sans  qu'au- 
cun lien  logique  apparaisse  entre  ces  différents  énoncés. 
L'élève  à  qui  on  a  remis  ces  outils  entre  les  mains,  une  fois 
en  présence  d'une  application  à  traiter,  en  est  réduit  à  les  es- 
sayer tour  à  tour,  à  peu  près  au  hasard  ;  il  est  assez  remar- 
quable même  que  les  caractères  qui  réussissent  le  moins 
souvent,  comme  la  règle  de  d'Alembert,  sont  justement  ceux 
que  les  élèves  sont  le  plus  portés  à  employer. 

Je  me  propose  de  montrer,  dans  les  considérations  qui 
suivent,  comment  on  peut,  sans  sortir  du  terrain  élémentaire, 
diriger  l'application  de  la  théorie  dlme  manière  plus  rai- 
sonnée  et  éviter,  dans  bien  des  cas,  des  tâtonnements  inu- 
tiles. 

Je  supposerai  qu'il  s'agit  de  séries  à  termes  positifs,  et  je 
m'occuperai  surtout  des  caractères  de  convergence. 

Remarquons  tout  d'abord  que  Tétude  d'un  caractère  de 
convergence  et  de  divergence  consiste  le  plus  souvent  en  ceci  : 
on  forme  une  certaine  fonction  du  rang  w,  soit  f(n)^  on  cherche 
ce  que  devient  cette  fonction  quand  n  croît  indéfiniment  ;  si 
elle  satisfait  à  certaines  conditions  d'inégalité,  on  en  déduit 
la  convergence  ou  la  divergence,  la  démonstration  se  faisant 
par  comparaison  avec  une  certaine  série  ;  de  sorte  qu'en 
dernière  analyse,  si  un  caractère  de  convergence  réussit 
pour   la  série  (z/),   c'est   parce  qu'il  permet  de   définir   une 
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série  (y)^  telle  qu'on  a  u^<i^^  pour  //  assez  grand,  ce  que 
nous  exprimerons  en  disant  que  [u]  décroit  plus  vite  que  (v). 

Ainsi  la  règle  de  d'AIembert  (  -^  <  k  <  l  )  emploie  comme 
série  de  comparaison  une  progression  géométrique  décrois- 
sante, la  règle  n^u  iii^  1)  emploie  la  série — ,  etc. 

Cela  étant,  considérons  les  séries  de  comparaison  les  plus 
employées,  et  comparons-'les  entre  elles.  Soit,  parexemple,  les 

deux  séries  :  a,^  =  AA"(^  <  1)  et  /3n  =  —  ''a>  1).  On  reconnaît 

(jue  -i'  tend  vers  0,  car  k^  X  n^,  si  k  <  l,  tend  vers  0. 

C'est  là  un  fait  bien  connu,  qui  s'exprime,  comme  on  sait, 
en  disant  que  la  progression  géométrique  décroît  plus  vite 

1  .      . 

que  la  série  — .  Mais  il  est  utile  d'en  déduire  les  consé- 
quences suivantes  : 

Si  'u)  décroît  plus  vite  que  (a;,  elle  décroît  à  fortiori  plus 
vite  que  i/3  ;  mais  il  peut  exister  des  séries  décroissant  plus 
vile  que  (j3  sans  décroître  plus  vite  que  (a  .  Par  suite,  au  point 
de  vue  de  la  recherche  de  la  convergence,  la  comparaison 
avec  (ji)  est  plus  avantageuse  qu'avec  (a),  car  toutes  les  fois 
que  la  comparaison  avec  («  s'applique,  il  en  est  de  même  de 
la  comparaison  avec  (/3),  sans  que  la  réciproque  soit  vraie. 
On  peut  de  la  même  manière  comparer  entre  elles  les  diffé- 

.   .         »  ^  .        ,  ,  .  1 

rentes   séries  —   quand    u    varie,     les    séries  — ; etc. 

ni*-  f^X'H')^ 

Un  résultat  très  simple,  mais  très  frappant,  se  déduit  de 
<e  qui   précède.    Si   la  règle   de   d'Alenibert  (-^*</ir<M 

ou  celle  de  Cauchy  (V^«„<  ^  <  1)  s'applique  à  une  série,  la 
ri'gle  n  u^  (ou,  plus  généralement,  n^u^^  quel  que  soit 
fx  >  1),  s*y  applique  aussi.  En  effet,  d'après  l'hypothèse,  on 
peut   démontrer  qu'on  a:  «^  <  A/r";  il  en  résulte  que  n^ u^ 
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tend  vers  0.  II  est  bien  entendu  que  pour  Tinstant  nous  fai- 
sons abstraction  des  difficultés  que  peut  présenter  la  consta- 
tation de  ces  différents  faits  pour  l'exemple  qui  sera  donné. 
Il  s'agit  en  quelque  sorte  d'un  fait  considéré  intrinsèque- 
ment, d'une  comparaison  in  abstracto. 

Voici  maintenant  un  second  point.  Certains  caractères  de 
convergence   emploient   la    même    série    de    comparaison. 

Il  n     _ 

comme  -^'  ei\/a    ;   quel  est  celui  des  deux  qui   réussira 
u  ** 

n 

le  plus  souvent?  On  démontre  généralement  dans  les  cours 

,  w     .  ,         » 

que  si  -^^  a  une  limite,  [/iT  a  la  même  limite.  Mais  on 
^  if  •>  ^      n 

n 

peut  obtenir  des  résultats  plus  complets  ;  on  peut  donner, 
en  effet,  le  théorème  suivant. 

Soit  une  série  (//).  Si,  parmi  toutes  les  progressions  géomé- 
triques décroissantes,  il  en  existe  une,  soit  ic^),  telle  que  (//) 

n   

décroît  plus  vite  que  (t^),  \/u^  reste  inférieur,  pour  n  assez 
grand,  à  un  nombre  plus  petit  que  1.  En  effet,  d'après  Thy- 
pothèse,  il  existe  une  série  de  terme  général  i^^=  AA*'V»*<C  '  ^ 
telle    qu'on     finit    par    avoir  :    w^<  AA**;    on    en   déduit   : 

n  »i    _  n 

\/it^<^  k\/A;  le  second  membre  tend  vers  /t\  donc  \/u^ 
devient  inférieur  à  un  nombre  //  <  1. 

Ce  résultat  permet  en  quelque  sorte  de  dire  que  le  carac- 
tère de  Cauchy  tire  tout  le  parti  possible  de  la  comparaison 
avec  les  progressions  géométriques. 

Une  simple  réflexion  ïuontre  qu'il  n'en  est  pas  de  même 

pour  la  règle  de  d'Alembert,  qui  introduit  la  fraction  -"t*  (^,, 

général  plus  compliquée  que  //^,  de  même  que  la  dérivée  d'une 
fonction  est  en  général  plus  compliquée  que  la  fonction,  sauf 
(|uelques  cas).  Les  quantités  u^^  peuvent,  en  effet,  devenir  in- 
finiment petites,  le  rapport  -^*  ayant  des  valeurs  très 
grandes  pour  certaines  valeurs  de  n. 
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Les  exemples  étudias  dans  ce  qui  précède  suffisent  pour 
montrer  Timportance  et  Tiitilité  pratique  de  la  comparaison 
des  différents  critères  de  convergence.  On  vérifiera  de  môme 
que  la  règle  de  Duhamel,  qui  sert  à  compléter  la  règle  de 
dWlembert,  introduit  la  comparaison  avec  une  certaine  série 

de    la    forme  — ,    de    sorte   que    si    cette   règle    permet  de 

démontrer  la  convergence  d'une  série  (wi,  le  caractère  n^n^ 
s'applique  aussi  à  la  même  série,  pour  une  valeur  convenable 
de  a. 

Nous  venons  d'étudier  les  différents  critères  de  conver- 
gence au  point  de  vue  de  leur  puissance,  il  faut  maintenant 
nous  placer  à  un  autre  point  de  vue,  celui  de  leur  commo- 
dité. Par  exemple,  nous  avons  fait  voir  que  si,  pour  une  série, 

-^^  reste  inférieur  à  /r  <  1 ,  n  u    tend   vers  0  ;   mais    cela 

n'empêche  pas  que,  dans  certains  exemples,  il  est  plus  facile 
de  constater  le  premier  fait  que  le  second  ;  c'est  pour  ce 
motif  qu'il  peut  y  avoir  malgré  tout  avantage  à  employer  la 
règle  de  d'Alembert.  Dans  quels  cas  est-il  logique  d'essayer 
tel  caractère  plutôt  que  tel  autre  ?  Nous  pourrons  donner 
une  réponse  à  cette  cpiestion  à  la  condition  de  nous  borner 
aux  cas  les  plus  usuels. 

Tout  d'abord  un  caractère  de  convergence  aura  des 
chances  d'être  d'autant  plus  commode  (|ue  la  fonction  de  n 
qu'il  introduit  sera  plus  simple.  D'autre  part,  ce  qu'on  doit 
étudier  en  dernière  analyse,  c'est  la  rapidité  avec  laquelle 
//^tend  vers  0  ;  pour  cela,  on  met  //^  sous  forme  à\\n  pro- 
duit de  facteurs,  en  faisant  abstraction  de  ceux  qui  restent 
finis,  et  portant  l'attention  sur  ceux  qui  sont  infiniment  petits. 
Cela  posé,  passons  en  revue  les  différentes  manières  dont  // 
entre  dans  u^  dans  les  cas  les  plus  fréquents. 

l".  Un  prenu'er  cas  est  celui  où  //  neiiire  c]ualgébriqueme/it 
dans  //^j.  Comme  cas  plus  particulier,  u^  est  fonction  ration- 
nelle  de  n\  Dans  ce  cas,  u  est  comparable  à  une  expression 
de  la  forme  A/^**,  et  l'application  des  règles  relatives  à  n^n^^ 
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donne  iiumédiatemeul  la  réponse  à  la  question  posée.  L'essai 
(le  tout  autre  caractère  doit  être  considéré  comme  une  mala- 
dresse. 

2**.  n  entre  de  la  manière  précédente,  et  en  outre,  en  expo- 
sant. C'est  le  cas,  par  exemple,  oii  il  y  a  un  fadeur  .r".  Ici, 

les  Fonctions  -^^  et  \'' u^  contiennent  le  facteur  .r,  qui  cor- 

n 

respond  à  ce  facteur  .r",  et  e^i  plus  simple  que  lui\  il  y  a  des 
chances  pour  que  ces  caractères  réussissent. 

3".  //   entre  par  dos  factorielles,  par  exemple  par 

a  a+  I).  .  .'>  +  '?  —  1  • 


u 


Ici, -^-  est  tout  indiqué,  parce  que  le  facteur  qui,  dans 
-^,  correspond  à  la  factoriellc,  est  la  quantité  très  simple 

n 

V'.  //  entre  dans  //^  par  des  facteurs  irréguliers  au  point 
de  vue  de  la  variation  quand  n  croît  indéfiniment,  par  exemple 
par  des  fonctions  trigonométriques  telles  que   sin/?.r;  ici, 

-^  est  à  proscrire  complèt(*ment.  Il  y  a  en  général  avan- 
tage, dans  c(»  cas,  à  considérer  d'abord  la  série  obtenue  en 
supprimant  ces  facteurs  irréguliers  ;  par  exemple,  le  moyen 

Il  *     1  .  I  .     sin  w.r      ^ 

le    plus  court   de    montrer   que    la    s(»rie -—  est  conver- 

n\ 

gente   seia   de  dire  qu'on  l'obtient   en  multipliant  par   des 

1 
facteurs  <  I  les  termes  de  la  série  -y  ^  dont  on  démontre  la 

//! 

convergence  par  la  règle  de  dWlembert. 

W\  n  entre  par  L//  ;  la  fonction  L//  croît  moins  vite 
qu'une  puissance  positive  quelconque  de  //  ;  on  se  trouve 
dans  des  conditions  moins  avantageuses  que  dans  le  cas  1", 
en  ce  qui  concerne  du  moins  le  facteur  logarithmique;  par 
suile,   si   les  caractèies   u^u    échouent,   il  n'y  a  pas  d'autre 


SUH  LA   THEORIE  ELEMENTAIRE  DES  SÉRIES     129 
ressource  que  cl  avoir  recours  aux  séries  ■•  ;/>  1 

etc.,  qui,  comme  on  sail,  sont  précisément  les  intermédiaires 

11 
entre  les  séries  —  et  -       u>  l,,  au  point  de  vue  de  la  rapi- 
n        n^   '  '  * 

dite  de  la  convergence  ou  de  la  divergence.  Moins  que  jamais, 

on  ne  doit  ici  eniplover  — ^• 

Nous  avons  constaté,  en  résumé,  que  l'emploi  de  la  règle 
de  d'Alembert  est  utile  dans  Aiixw  cas,  celui  oii  n  entre  en 
exposant,  et  en  iactorielle.  Il  est  bon  de  remarquer  que  c'est 
précisément  le  cas  des  séiies  qu'on  obtient  quand  on  déve- 
loppe en  série  de  Maclaurin,  les  fonctions  simples,  L  1  +  r  , 
1  +  .r;^,  etc.  Mais  il  n'en  est  pas  moins  vrai  qu'il  s'agit  là 
d'un  fait  qu'on  doit  considérer  (!omme  exceptionnel. 

Il  serait  facile  de  compléter  l'aperçu  qui  précède,  en  ce  qui 
concerne,  soit  d'autres  caractères  de  convergence,  soit  des 
caractères  de  diveriifence. 


"r)"^ 


René  Haihk   Montpellier^. 


UN  tiiix)hi:mk  suh  lk  triangle 


Voici  un  théorème  que  je  crois  nouveau  ;  il  comprend 
comme  cas  parliculier  des  théorèmes  déjà  connus. 

Thkohkme.  —  Inscrivons  un  cercle  O  dans  un  triangle 
donné  ABC;  nommons  respcclivement  X,Y,Z  les  points 
de  contact  avec  les  trois  côtés  BC,  CA,  AB.  Si  Tort  prend  sur 


les  droites  OX,OY,OZ  des  points  D,E,F  également  dis- 
tants du  point  (),  les  trois  droites  AD,  BE.  CF  con<!ourent 
en  un  môme  point  que  je  me  pei-metlrai  d'appeler  le  «  Point 
de  Kariya.  » 

DÉMONSTRATION.  —  Ni  la  géométrie  analytique,  ni  la  géo- 
métrie élémentaire  ne  me  donnent  d'une  façon  intéressante 
la  démonstration  de  ce  théorème.  J'établis  celle-ci  de  la  ma- 
nière suivante  : 


Si  dansiiii  triangle 
donné  ABC,  on  a 


UN  THEOREME  Slli  LE   THF  ANGLE 

A 


i:u 


BD.CK.AF^DC.EA.KB 

les  trois  droites  AD, 
BE,  CV  concourent 
en  un  nième  point.   B^ 

Posons 

BC  =:  a 

ex  =  h 

AC  z=  c 

On  a  évidemment  : 


a  -^  h  -\-  c  z=z  '2s 

OX  =  OY  ---  OZ  =  r 

OI)  =  OE  =z  OF  =  k 

[k  étant  une  longueur  doiiiH'ci. 


B\  zn  BZ  z=  s-  —  h, 
ex  =  CY  z=s  —  c, 
A  Y  =z  AZ  =  .s  -  a. 


Si  je  prolonge  les  di'oites  AD,BE,CF  jusqu'aux  poinls 
G,H,K  où  elles  rencontrent  les  côtes  HC,CA,AB,  et  si 
j'abaisse  de  chaque  sommet  la  perpendiculaii^e  sur  le  côté 
opposé,  j'obtiens  alors,  en  vertu  des  triangles  semblables 
AGP  et  DGX 


AP  _  GP 
i)X  ~~  (ÎX 


AP—  DX        GP_(;X 


GX 


DX 
GP  —  G\ 


G\ 


AP  —  DX 


:  DX  . 


Mais 


AP  =3  -iAABC  :  a  DX  =:;•  —  / 

GP  —  (iX  =:  «  —  c  —  6<'Os('  :=.  h  -\-  rcosli 

{h  -f  crosB  —  s)   . 


GX  := 


(1-  —  kj 

a 


On  a  (le  nuune 
M  Y 


—  / 


•Il 
h 


[s  —  V  —  avus  V.\ 


KZ  = 


[I'  —  k\ 

—  k 


a  —  /y<M>sAl  . 
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Finalement  on  a 

BG  =  BX  —  GX  —  \s  —  h]  —  .---  ''~  ~ (/;  -f  rrosB  —  .s) 

a 

'Il  r/rir  — /icosB 

"  2à  —  a  \r  —  X|         2a  -  ^  (r  —  X| 

BG  =  BX  -  GX  =  •2A:.s-/;^-.r(r-^)oosB         ■ 

2  A  —  a{r  —  A) 

en  =  CY  +  HY  =  -^^^^  -J;"'L^/}^'l  ,     ^  M, 

2 A  < .^  —  n)  —  hcir  —  ^1  ros  A 

AK   zrz   A/   —    ZK   = T -    - 

2A  — clr-^  X) 

2A  (.*f  —  r)  —  hoir  —  /l  ros  (' 


(iC  =:  ex  +  GX 


/ 


2A  — rt(r—  X") 

AH  =  AY  _  HY  =  ^^'l^-^'l^-i^-^f --^  .  ri, 

2A  — ^|r—  X)  . 

BZ  =  BK  -  KZ  =  2^Jl^"--^':"l^l^[i£!^«    .     \ 

2  A  —  c(r  — X-) 

Ofi  a  évideninuMil 

BG.CH.AK  =  CG.AH.BK  ; 

c'est-à-diro  que  les  trois  droites  AD,  BE,  CK  coneoiii'ent  en 
lin  même  point. 

CoROLLAiHK  I.  --  Picnons  /r  =  X  .  Dans  ce  cas,  les  droites 
sont  perpendiculaires  aux  côtés  opposés  et  on  a  le  théorème  : 

Les  trois  perpendiculaires  abaissées  de  chaque  sommet  d'un 
triangle  sur  les  côtés  opposés  concourent  en  un  même  point, 

Coroll.vire2.  —  Prenons /ï^rr.  LestroisdroitesAX,  HY,  CZ 
concourent  en  un  même  |)oinl. 

CoHOLL.viHE  3.  —Prenons  /,-=:--/•.  On  mesure  la  longueur 
en  sens  opposé. 

Les  deux  derniers  cas  particuliers  fournissent  des  théo- 
rèmes que  Ton  trouv(»  ordinairement  dans  la  géométrie  mo- 
derne. J.   IvARiYA  (ïokio). 
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Nous  receçons,  et  nous  sommes  heureux  de  pouvoir  reproduire 
V  important  document  qu*on  va  lire  et  qui  concerne  les  programmes 
d'admission  à  V Ecole  poli/technique  de  France, 

La  Dihkctiox. 

RAPPORT  PRÉSENTÉ  PAR  LK  VICE-RECTKUR 
DE  L  ACADÉMIE  DE  PARIS 
Ar    CONSEIL   ACADÉMIQl'E    ET  AU    CONSEIL    DE    E  l'MVEKSïTÉ 
DE  PARIS  RÉUNIS 

Dans  sa  session  d'hiver,  le  Conseil  académique,  sur  Tinitiative 
de  plusieurs  de  ses  membres,  m'a  demandé,  par  un  vote  unanime, 
de  rechercher  quelle  influence  exerçaient  sur  les  études  h*s  pro- 
jrrammes  d'admission  aux  Ecoles  du  Gouvernement  (jui  devien- 
nent fatalement  les  programmes  d'enseifçnement  des  classes  où 
sont  formés  les  candidats  à  ces  Ecoles.  Il  m'a  paru  (|ue  le  meilleur 
moyen  de  répondre  au  vœu  du  Conseil  était  de  m'a(h*esser  aux 
professeurs  chargés  de  ces  classes.  Je  les  ai  donc  réunis  par 
groupes  :  Ecole  Polytechnique  et  Ecole  Centrale,  Ecole  spéciale 
militaire.  Ecole  navale,  Institut  national  agronomique,  et  les  ai 
priés  de  me  dire  en  toute  sincérité  et  en  toute  liberté  ce  qu'ils 
avaient  constaté. 

Comme  il  fallait  s'y  attendre,  l'étude  la  plus  intéressante  et  la 
plus  approfondie  a  eu  pour  objet  les  programmes  de  l'Ecole 
Polytechnique.  C'est  que  ces  programmes  ne  commandent  pas 
seulement  Taccès  de  l'Ecole  Polytechnique  ;  par  la  force  des  cho- 
ses, ils  sont  devenus  ceux  de  l'F^cole  normale  (section  des  scien- 
ces), ils  inOuent  sur  ceux  de  l'Ecole  Centrale,  sur  ceux  de  l'exter- 
nat de  l'Ecole  des  Mines  et  de  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées  ; 
ils  déterminent  également  le  degré  de  culture  requis  à  l'entrée 
des  Facultés  des  sciences.  En  fait,  les  programmes  d'admission 
à  l'Ecole  Polytechnique  sont  devenus  les  programmes  d'enseigne- 
ment de  la  classe  de  mathématiques  spéciales  ;  la  classe  de  mathé- 
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niati(jues  spéciales  est  l'unique  préparation  aux  études  scientifiques 
supérieures;  il  en  résulte  que  les  programmes  d^adniission  à 
l'Kcole  Polytechnique  déterminent  d'une  manière  absolue  toute 
la  préparation  scientifique  des  jeunes  jrénérations  françaises.  La 
question  soulevée  par  le  vœu  du  Conseil  académique  de  Paris  a 
donc  une  portée  fçénérale.  Il  importe  de  savoir  ce  que  valent  en 
soi  ces  programmes,  quel  usage  en  est  fait  par  ceux  qui  ont  charge 
de  les  appliquer,  et  si  la  direction  commune  qu'ils  impriment 
fatalement  à  nos  classes  de  spéciales  est  la  meilleure  pour  Védu- 
cation  scientifique  des  jeunes  Français. 

Devant  une  question  de  cette  importance  et  de  cette  étendue, 
les  criti(iues  de  détail  passent  à  l'arrière-plan.  Aussi  ne  mention- 
nerai-je  pas  celles  que  j'ai  recueillies.  La  vraie  ({uestion,  question 
vitale  s'il  en  fut  pour  le  haut  enseignement  scientifique  de  ce  pays 
et  pour  toutes  les  branches  de  l'activité  nationale  où  il  faut  de  la 
science,  est  de  savoir  si  l'enseignement  (juimposent  à  nos  classes 
les  programmes  de  l'Kcoh*  Polytechni<|ue  a,  pour  les  esprits, 
toute  la  valeur  é'ducalive  |>ossil>le  et,  pour  les  activités,  toute  Tuli- 
lit«'*  pratique  désirable». 

A  ces  deux  questions,  qui  en  fait  n'en  sont  qu'une,  nos  profes- 
seurs, mathématiciens  et  physiciens,  tous  hommes  de  savoir  et 
d'expérience,  ont  été  unanimes  à  répondre  :  non. 

Voici  d'abord  ce  qu'ont  dit  les  mathématiciens  : 

Le  programme  comprend  de  l'algèbre,  de  la  géométrie  analyti- 
(jue  et  de  la  mécanicpie.  L'algèbre  y  est  sacrifiée  ;  la  géométrie 
analyti([ue  y  est  trop  développée  ;  la  mécanique  y  est  altérée. 

D'abord,  trop  peu  d'algèbre.  L'algèbre  ou  l'analyse  est  cependant  la 
base  de  tout  enseignement  mathématiciue  supérieur.  Elle  apprend  à 
calculer,  à  raisonner,  à  réfléchir;  elle  exige  un  effort  continu,  une 
attention  sans  défaillance,  une  vue  incessante  de  la  route  parcou- 
rue ;  elle  procède  par  des  méthodes  générales  ou  généralisables. 
Par  tous  ces  caractères  et  ces  effets,  elle  est  une  excellente  éduca- 
trice  des  esprits.  Klle  n'a  pas  une  moindre  utilité  pratique:  elle 
est  Toutil  mathématique  vraiment  universel,  celui  dont  tous  auront 
besoin  :  savants,  ingénieurs,  officiers,  j)hysiciens.  Elle  devrait, 
par  suite,  avoir  dans  les  programmes  la  place  dominante  ;  or  elle 
n'y  a  qu'une  place  subordonnée.  Examinateurs  et  [)rofesseurs 
semblent  d'accord,  ceux-ci  i)our  la  restreindre  dans  l'examen, 
ceux-là  pour  l'expédier  au  plus  vite  dans  l'enseignement,  trop 
oublieux  de  sa  grande  vertu  éducative  et  de  sa  supériorité  prati- 
(|ue. 

En  revanche,  trop  de  géométrie  analyti({ue  ;  non  pas  que  cette 
branche  des  mathématiques  soit  sans  ellicacité  éducative  ;  elle 
vaut  par  les  représentations  graj)hiques  et  par  les  expressions 
concrètes  des  formules  abstraites  ;  mais  poussée  trop  loin,  et  elle 
est  j)oussée  trop  loin,  elle  aboutit  à    un  pur  mécanisme.   En   très 
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f)eu  de  temps,  Télève  s'accoiitunic  à  apprendre  par  cceiir  des  «Wpia- 
tions,  à  les  aligner  inaehinalement  ;  il  sait  qu'au  Ixml  il  n'y  a  plus 
qu'à  éliminer.  Il  élimine,  souvent  sans  savoir  pour(|uoi.  C'est  le 
triomphe  de  la  mémoire  et  du  mécanisme  stérile.  De  plus,  telle 
(|u'on  Tenseiffiie  et  telle  (|u'on  est  forcé  de  l'enseigner  par  la  faute 
des  programmes  et  des  examens,  elle  s'est  peu  à   [)eu  charj^ée  de 

i  détails,  de  futilités,  de  questions  de  luxe,   -disons  le  mot,  dejon- 

jrleries, — qui  ne  sontutiles  à  personne,  pas  même  à  un  mathéma- 
ticien de  profession.  Plus  d'une  fois,  à  l'étranger,  j'ai  entendu  des 
savants  éminents  critiquer  vivement  nos  programmes  de  spé'cia- 
les  et  me  dire  :  vous  abusez  de  la  géométrie  analytique.  J'ai  ét<'» 
frappé  de  retrouver  la  même  critique  dans  la  bouche  de  nos  pro- 
fesseurs. Sans  doute  il  n'en  est  pas  un  (jui  conteste  l'utilité  théori- 
que et  pratique  de  c<»tte  partie  de  la  science,  à  condition  qu'elle 
soit  contenue  dans  de  justes  limites;  mais  ils  sont  unanimes  à  en 

j  condamner  l'excès. 

I  D'où  vient  donc  cet  excès  ?  Il  faut  bien  le  dire,  des  examens,  et 

plus  exactement  des  examinateurs.  Ici  je  m'abrite  sous  l'autorité 
d'un  des  illustres  de  l'Kcole  Polytechnique,  Joseph  Beuthand. 
Dans  sa  déposition  devant  la  Commission  d'enquête  de  la  (Cham- 
bre des  déi)ulés,  il  a  fait  du  mode  actuel  d'examiner  pour  l'entrée» 
à  l'Kcole  Polytechni((ue  une  criticjue,  très  douce»  en  la  foi'ine,  mais 
d'autant  plus  sévère  au  fond.  Vous  l'avez  certainement  présente  à 
l'esprit  ;  je  vous  prie  de  vous  y  rej)orter. 

Si  Ton  abuse  de  la  géométrie  analyti(|ue,  si  on  la  surcharge 
de  questions  inutiles,  c'est  qu'elle  est  une  mine  inépuisable  de 
jolies  ({uestions,  de  n'H*réations  mathémati(pies,  et,  pour  le  dire» 
<run  mot,  de  questions  d'examens.  Sur  1200  ou  1500  candidats, 
il  faut  éliminer.  On  élimine  donc  par  ces  sortes  de  questions, 
i\\\\  n'ont  d'autre  utilité  <jue  celle  d'une  élimination  plus  rapide 
des  candidats.  Kt  voilà  comment  la  cultun»  vraiment  scientifique» 
de  nos  jeunes  généi'ations  |)eut  se  trouver  comjjromise.  Et  puis, 
comme  le  nombre  de  ces  ((uestions,  si  grand  (pi'il  soit,   n'est  pas 

I  illimité,  comme  parmi  elles  chaque  examinatenr  a  ses  privilégiées, 

cpii  reviennent  plus  souvent  que»  les  autres,  comme  chaque  exa- 
minateur apour  ces  ([uestions  une  solutie)n  de  son  goût,  on  sait 
vite,  dans  le  monde  des  candidats,  les  ({uestions  et  h's  solutions 
préférées.  Kt  ces  questions  et  solutions,  il  faut  bi<»n  les  ensei- 
gner, sous  peine  de  compromettre  le»  succès  des  élèves.  Du  temps 
où  le  P.  JouBEKT,  qui  fut  un  bon  professeur  de  spéciales,  ensei- 
gnait à  l'Kcole  Sainte-Geneviève,  après  avoir  traité  une^  ([uestion 
[)ar  la  méthode  (pi'il  e»stimait  la  me»illeure,  il  ajoutait  une  ou  deux 
autres  solutions  de  cette  ({U(»stion,  sous  les  titres:  «  Solution  <le  M. 
l'examinateur X...  »  —  «  Solution deM.l'e'xaminateur  Y...  ».  Kncore» 
aujourd'hui,  dans  nos  lycée»s,  pendant  les  seniaine»s  <|ui  précèdent 
l'examen,   la   plupart    des   professe'urs   se»  creuent  tenus  d'initier 
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hnirs  élèves  «iiix  idées  personnelles  des  divers  examinateurs,  et 
de  leur  imposer  ainsi  un  surcroît  de  travail  tout  à  fait  inutile 
pour  leur  instruction  et  le  développement  de  leur  esprit.  Les  pro- 
jrrammes  d'examens  doivent-ils  donc  être  faits  pour  Tinstruction 
des  candidats  ou  pour  la  commodité  des  examinateurs  ?  Et  est-ce 
la  meilleure  façon  de  cultiver  scientifiquement  des  esprits  que 
d'exiger  dVux,  suivant  la  terrible  parole  du  plus  grand  de  nos 
savants  actuels  «  un  effort  énorme  pour  connaître  le  détail  des 
(jucstions  définies  par  la  routine  ou  la  fantaisie  des  examina- 
teurs ?  » 

La  mécanique  est  dénaturée.  On  en  a  fait  un  enseignement  à 
j)eu  près  exclusivement  théorique,  oubliant  (juVlle  est  une  science 
exj)éri mentale,  que  ses  vérités  n'ont  rien  d'absolu  et  qu'elle  nVst 
(|U(»  le  premier  et  le  plus  l)el  exemple  de  l'application  des  mathé- 
matiques à  Texpérience.  On  en  est  venu  peu  à  peu  à  oublier  les 
origines  de  cette  branche  de  la  science  ;  on  a  construit  des  théo- 
ries (jui  n'ont  avec  les  choses  que  de  rares  points  de  contact.  Par 
suite,  au  lieu  de  placer  l'élève  en  pleine  réalité,  on  le  fait  vivre 
dans  l'irréel  ;  au  lieu  de  lui  donner  le  sens  des  choses,  on  Tac- 
coutume  à  une  fausse  notion  de  l'absolu,  et  ainsi  s'affaiblit  le  sons 
du  réel  et  du  possible,  qui  est  un  facteur  essentiel  de  l'initiative 
et  de  la  découverte.  Contre  cette  tendance,  il  est  grand  temps  <le 
réagir.  Il  faut  rendre  à  la  mécanique  son  caractère  original  et  ori- 
ginel, y  déterminer  très  nettement  la  part  de  l'expérience  et  celle 
de  l'hypothèse,  et  former  les  esprits  à  se  rendre  compte  avec  cer- 
titude des  cas  et  des  conditions  dans  lesquels  les  résultats  théo- 
riques peuvent  être  appliqués  aux  réalités.  Ainsi  l'enseignement 
<le  la  mécanique  reprendra  son  rùlc  propre,  son  rôle  éducatif,  et 
il  redeviendra  ce  qu'il  doit  être,  le  lien  entre  les  mathématiqueset 
la  |)hysique. 

A  ce  point  précis  se  raccorde  la  plainte  des  physiciens.  Kux 
aussi  se  plaignent,  et  avec  plus  de  force  encore,  (pie  l'enseigne- 
ment mathématique  tel  qu'il  est  donné  aux  élèves  de  spéciales 
sous  la  tyrannie  des  programmes  et  des  examens,  affaiblit  en  eux 
le  sens  des  réalités,  sans  lequel  les  sciences  expérimentales  devien- 
nent œuvres  verbales  et  mortes.  Quelques-uns  vont  même  plus 
loin  et  déclarent,  non  sans  raison  ce  semble,  qu'entre  l'enseigne- 
ment delà  mécanique,  tel  qu'il  est  donné,  et  celui  de  la  physique 
et  de  la  chimie,  tel  qu'il  devrait  être  donné,  il  y  a  discordance  et 
conflit.  Par  exemple,  les  mathématiciens  parlent  aux  élèves  de 
liaisons  sans  frottement  ;  les  physiciens  leur  disent  que  toujours  il 
y  a  frottement  et  que  ce  frottement  produit  de  la  chaleur.  Pour- 
tant il  est  établi  (jue  les  lois  de  la  mécanique  générale  s'étendent 
aux  phénomènes  physiques  et  aux  phénomènes  chimiques.  Plntre 
l'enseignement  de  la  mécanicpie  et  celui  de  la  physique  et  tle  la 
chimie,  il  devrait  donc  v  avoir  unité  de  direction  ;  à  cette  unité, 
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résultant  de  la  nature  même  des  choses,  on  a  substitué  un  dualisme 
artiliciel,  funeste  à  la  culture  des  esprits,  funeste  au  progrès  de  la 
science,  funeste  à  l'esprit  d'invention. 

Et  si  l'on  se  rappelle,  comme  il  a  été  dit  au  début,  que  les  pro- 
jrraranies  et  les  examens  d'admission  à  THcole  Polytechnique 
sont  devenus,  en  fait,  les  régulateurs  de  tout  renseignement  pré- 
paratoire aux  études  scientifiques  supérieures,  en  quelque  lieu 
de  France  qu'elles  se  poursuivent,  il  faut  reconnaître  qu'il  y  aurait 
péril  pour  la  culture  scientifique  et  pour  le  progrès  de  la  science 
en  notre  pays,  à  trouver  que  tout  est  pour  le  mieux  dans  ce  coin 
du  pays. 

Comme  conclusion,  les  professeurs  des  classes  de  spéciales, 
mathématiciens  et  physiciens,  ont  été  unanimes  à  demander,  que 
pour  cette  classe  comme  il  est  fait  pour  toutes  les  autres,  il  soit 
établi  en  Conseil  supérieur  de  l'Instruction  publique  des  program- 
mes d'algèbre,  de  géométrie  analytique,  de  mécanique,  de  physique 
et  de  chimie,  d'après  les  directions  générales  plus  haut  indi- 
quées, et  que  ces  programmes,  qui  seront  des  programmes  d'en- 
seignement, soient  pris  comme  programme  d'admission  aux  dif- 
férentes Ecoles  spéciales  pour  lesquelles  ces  parties  de  la  science 
sont  re<iuises. 

Le  ifice-Iiertcur, 

L.  LiARD. 

•  A  l'unanimité,  le  Conseil  académique  et  le  Conseil  de  l'Univer- 
sité, réunis  en  séance  commune  le  24  juin  1903,  renouvellent  le 
vœu  qu'il  soit  établi,  pour  la  classe  de  mathématiques  spéciales, 
en  conseil  supérieur  de  l'Instruction  publique,  un  programme 
d'enseignement  qui  deviendrait  le  programme  d'admission  aux 
grandes  Ecoles  du  Gouvernement.     • 


I/autorité  qui  s'attache  au  nom  de  M.  Liard  et  le  caractère 
oiliciel  du  document  qui  précède  donnent  à  ce  document  une  im- 
portance trop  grande  pour  ne  pas  mériter  quelques  observations. 

Tout  d'abord,  nous  regrettons  que  ce  rapport,  tel  que  nous 
l'avons  sous  les  yeux,  ne  porte  pas  de  date.  Mais  le  vœu  qui  y 
fait  suite  nous  donne  l'indication  du  24  juin  1903,  nécessairement 
postérieure  au  rapport  lui-même.  Or,  cette  date  du  24  juin  est  à 
peu  près  exactement  celle  où  commençaient  les  examens  d'admis- 
sion, c'est-à-dire  où  pour  la  première  fois,  les  nouveaux  program- 
mes, actuellement  en  vigueur,  étaient  appliqués.  Il  est  difficile 
de  supposer  que  les  considérations  et  les  critiques  développées 
dans  le  rapport  puissent  s'appliquer  à  l'avenir,  à  des  faits  qu'on 
ne  connaissait  pas  encore  ;  en  sorte  qu'on  est  obligé  de  se  de- 
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niaiider  si  la  <liscussion  porte  sur  les  aïK'ieiis  pro^i'ammes  aban- 
donnés en  1903,  au([uel  eas  elle  tombait  dans  le  vide,  ou  bien  si 
ou  doit  y  voir  surtout  un  exposé  de  vues  générales,  ce  qui  se  con- 
cilie péniblement  avec  la  précision  de  certains  passapfes.  Il  esl 
juste  d'ajouter  (jue  les  programmes  nouveaux  étaient  publiés 
alors  depuis  plusieurs  mois.  On  les  connaissait  donc,  mais  on 
n'avait  pu  en  observer  l'application .  Dans  le  doute  nous  pou- 
vons admettre  comme  vraisemblable  (pie  les  observations  de 
M.  LiARD  s'applitpient  aux  nouveaux  programmes,  c'est-à-dire 
au  |)résent,  en  ce  (jui  touche  l<»s  programmes  eux-mêmes,  et 
au  passé  en  c<*  qui  concerne  les  examens. 

Il  y  a  juste  un  an,  à  cette  même  place,  dans  le  n°  du  lô  mars 
HK).'{,  j'étudiais  cette  même  question,  et,  après  une  analyse  ra- 
j)ide  des  matièn^s  h'gurant  dans  les  programmes  nouveaux,  je 
(lisais  : 

u  Tel  est  dans  s(»s  lignes  princi[)ales  le  nouveau  programme 
«  (Tadmission.  Il  est  mauvais,  par  cette  raison  qu'un  programme 
«  n'est  jamais  et  ne  peut  jamais  être  bon  ;  mais  nous  l'approu- 
«  vous  (|uand  même  i)arce  qu'il  représente,  il  faut  le  répéter, 
a  un  immense  progrès  sur  celui  qui  vient  de  disparaître,  et  une 
«  tentative  très    honorable   de  retour  à  des    idées   raisonnables. 

«  Il  est  facile  de  voir  quelles  sont  les  préoccupations  légitî- 
<c  mes  (jui  l'ont  inspiré.  Klles  peuvent  se  résumer  en  deux  lignes  : 
«  désir  de  donnei*  aux  candidats  des  notions  utiles  et  même  iii- 
«  dispensables  au  point  de  vue  de  leur  enseignement  futur; 
«  souci  d'éviter  les  arguties  ralïinées,  aussi  bien  que  les  théories 
u  sans  application  directe.  » 

Il  semble  bien,  d'après  cela,  (jue  les  idées  générales  des  au- 
teurs du  programme  soient  précisément  celles  de  M.  Liard  ;  et 
on  a  ([ueUpie  peine  à  s'ex|)liquer  son  appréciation  si  nettement 
défavorable  dans  l'ensemble. 

Si  nous  ï)énétrons  dans  le  détail,  lorsqu'il  dit  :  trop  peu 
d'algèbre,  trop  de  géométrie  analytique,  nous  arriverons  peut- 
être  à  tomber  d'accord  avec  lui.  Cependant  si  Ton  se  place  au 
point  de  vue  des  examens,  il  ne  faut  pas  oublier  que  l'algèbre 
peut  donner  naissance  à  des  subtilités  dangereuses  contre  les- 
quelles on  a  eu  raison  de  se  mettre  en  garde.  Les  coupes  som- 
bres opérées  dans  l'analyse  combinatoire,  dans  la  théorie  de 
l'interpolation  et  celle  des  difl'éreuces  ne  se  justifient  pas. 
Mais  les  «jongleries»,  les  «questions  de  luxe»  dont  a  bien 
raison  de  se  plaindre  M.  le  vice-Recteur,  ne  sont  pas  particulières 
à  la  géométrie  analytique  ;  c'est  une  mauvaise  herbe  qui  peut 
pousser  partout.  Si  elle  pousse,  à  qui  la  faute  ?  «aux  examina- 
teurs »  —  répond  M.  Liard,  invoquant  la  mémoire  de  Josepb 
Bertrand,  qui  est  mort  ;  il  eut  peut-être  été  plus  utile  et  plus 
équitabb»  d'appel(M*  à  s'expliquer  les  vivants  qu'on  met  en  cause. 
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J'avais  écrit,  moi  :  «  la  faute  est  à  tout  le  monde  et  n'est  à  per- 
sonne »>,  —  et  je  persiste  à  croire  que  j'étais  dans  le  vrai  ;  j'aurais 
<Mi  plaisir  à  essayer  de  montrer  à  M.  Liard  que  l'organisation  est 
plus  coupable  que  les  personnes. 

Je  ne  veux  plus,  fie  son  rapport,  retenir  que  le  passajçe  concer- 
nant la  mécanique  ;  ici,  on  reste  confondu  ;  car  les  considératioTis 
très  justes  qu'il  produit  semblent  être  identiquement  celles  qui 
«int  inspiré  les  auteurs  mêmes  des  projrrammes.  Si  bicMi  qu'on  en 
arrive  à  se  demander  si  ses  critiques  ne  porteraient  pas  sur  un 
autre  objet,  que  nous  ignorons  et  ne  saurions  deviner.  Klles  se 
perdent  dans  le  vide. 

Malf^ré  tout,  j'estime  qu'il  faut  se  féliciter  de  l'intervention  de 
ri'niversité  dans  la  question  ;  c'est  le  début  de  la  collaboration 
<|ue  j'ai  appelée  de  tous  mes  vœux  et  que  je  ne  cesserai  d'appeler. 
Le  rapport  de  M.  Liard  est  une  excellente  base  de  discussion,  non 
pas  un  monument  indestructible.  Contenant  d'excellentes  idées, 
il  eût  fça^né  à  faire  montre  d'un  peu  plus  de  bienveillance  envers 
ceux  qu'il  condamne  sans  même  lesavoir  entendus.  Je  n'en  éprouve 
j>ersonnellement  aucun  ressentiment  contre  lui,  d'autant  plus  que 
j'avais  fait  d'avance  mon  confiteor  dans  l'article  dont  j'ai  parlé 
fdiis  haut.  J'y  déclarais  que  je  ne  me  prétends  pas  infaillible,  et 
j«'  suppose  que  M.  Liard  n'a  pas  non  plus  cette  prétention, 
(domine  je  crois,  en  outre,  que  ses  seules  préoccupations  sont  la 
grandeur  scientifique  de  notre  pays,  et  le  perfectionnement  de 
l'i'tlucation  intellectuelle  de  la  jeunesse;  comme  ses  idées  sont 
sur  beaucoup  de  points  très  justes,  il  est  souhaitable  que  sans 
aucune  passion,  on  examine  bien  posément  le  problème,  après 
Lavoir  nettement  et  loyalement  énoncé.  Le  rapport  que  nous  ve- 
nons de  reproduire  y  aidera;  il  y  eût  aidé  davantaj/e  encore,  si 
son  auteur  avait  rais  un  peu  moins  de  hâte  à  inslruiie  le  procès 
sans  entendre  toutes  les  parties,  et  un  peu  moins  d'empressement 
à  rendre  un  jugement,  heureusement  révisable.  C'est  par  l'auteur 
même  que  ce  jugement  sera  revisé  ;  nous  connaissons  trop  son  es- 
prit d'équité  pour  en  pouvoir  douter  un  seul  instant. 

C.-A.  Laisaxt. 
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Délégation  pour  radoption  d'une  langue  auxiliaire  internationale. 

On  sait  que  la  Délégation^  sans  préconiser  aucun  projet  parti- 
culier de  langue  internationale,  se  propose  seulement  d'unir  dans 
une  action  commune  tous  ceux  qui  désirent  en  voir  adopter  un« 
et  une  seule,  et  d'obtenir  de  V Association  internationale  des  Aca- 
démies queWc  se  charge  du  choix  de  cette  langue.  A  cette  fin,  elle 
s'adresse  aux  sociétés  de  savants,  de  commerçants  et  de  voya- 
geurs de  tous  pays  en  les  invitant  à  adhérer  à  son  programme  el 
à  nommer  des  délégués.  Elle  a  déjà  reçu  l'adhésion  de  170  sociétés 
françaises,  étrangères  ou  internationales.  D'autre  part,  elle  a 
organisé,  d'abord  en  France,  puis  à  l'étranger,  un  vaste  pétition- 
nement,  destiné  à  appuyer  son  action  auprès  des  Académies,  qui  a 
déjà  reçu  les  signatures  de  43  membres  de  l'Institut  de  France  et 
de  400  professeurs  des  Universités  françaises  et  étrangères. 

Depuis  quelques  mois  surtout,  la  Délégation  a  fait  de  notables 
progrès  etobtenu  d'importants  résultats  dans  plusieurs  Académies. 

L'Académie  rot/aie  des  sciences  d'Amsterdam  lui  a  fait  savoir 
officieusement  qu'elle  approuve  le  programme  de  la  Délégation,  et 
qu'elle  est  disposée  à  voter  pour  le  principe  d'une  langue  auxi- 
liaire internationale  le  jour  où  la  question  sera  portée  devant  T-l*- 
sociation  internationale  des  Académies.  (Décision  prise  en  juin  1903 
sur  le  rapport  d'une  commission  composée  de  MM.  les  professeurs 
Kern,  Speijer,  Van  de  Sande  Bakmuyzen  et  Van  derWaals). 

\j  Académie  impériale  des  Sciences  de  Vienne  avait,  le  26  juin 
1902,  chargé  un  de  ses  membres,  M.  le  professeur  Hugo  Scnr- 
CHARDT,  de  Graz,  «  de  suivre  le  mouvement  tendant  à  la  création 
d'une  langue  auxiliaire  internationale  artificielle,  et  de  lui  en 
rendre  compte».  M.  Hugo  Schuchardt  a  envoyé  son  rapport  dans 
le  courant  du  mois  de  décembre  1903.  Ce  rapport,  imprimé  dans 
V Almanach  de  l'Académie  pour  1904  (16  pages  in-H"*),  étudie  la 
question  surtout  au  point  de  vue  théorique  et  conclut  nettement 
en  faveur  du  programme  de  la  Délégation,  Après  avoir  parlé  du 
Volapiik  et  de  V Espéranto,  il  dit  :  «  Le  vrai  problème,  le  problème 
final  est  celui-ci  :  assurer  à  une  telle  langue,  ne  fût-elle  pas  la 
meilleure,  un  monopole  exclusif»...  «  Ce  n'est  que  par  une  auto- 
rité centrale  que  le  mouvement  relatif  à  une  langue  commune 
peut  être  mené  à  bonne  fin  »...  «  Aucun  organe  ne  parait  à  la  Dé- 
légation plus  propre  à  exercer  cet  office  de  juge  que  Y  Association 
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int(*rnatmnalc  des  Académies,  et  avec  toute  raison»....  «J*espcre 
ne  pas  dépasser  mon  mandat  de  rapporteur  en  ajoutant  qu'il  est 
de  l'intérêt  des  Académies  elles-mêmes  de  saisir  le  moment  favo- 
rable pour  diriger  et  mener  au  but  un  mouvement  qui,  selon 
toute  apparence,  ne  se  laissera  pas  refouler...  L'Association  des 
Académies  ne  soriïraiit  pas  du  cercle  des  problèmes  qu'elle  s'est 
assignés,  en  s'occupant  de  la  pensée  d'universalité  qui  hantait  si 
profondément,  il  y  a  deux  siècles,  l'àme  de  celui  qu'on  peut  bien 
appeler  par  excellence  l'Académicien  (Leibniz)  ». 

A  V Académie  rot/aie  de  Belgique,  M.  De  Tilly  a  fait  à  la  Classe 
«les  Sciences,  le  4  juillet  1903,  comme  délégué  de  l'Académie  au 
Comité  de  VAssociation  internationale^  une  communication  où  il 
exposait  Futilité  d'une  langue  auxiliaire  pour  des  réunions  inter- 
nationales de  savants  comme  sont  les  assemblées  de  VAssociation. 
Dans  la  séance  du  9  janvier  1904,  M.  De  Tilly,  présentant  à  l'Aca- 
<lémie  Y  Histoire  de  la  langue  universelle  de  MM.  Couturat  et 
Leait  *,  résumait  le  programme  de  la  Délégation,  et  concluait  en  ces 
lermc*s  :  «  Le  mouvement  en  faveur  d'une  langue  auxiliaire  inter- 
nationale est  aujourd'hui  si  bien  organisé  et  dirigé,  que  rien  ne 
l>ourra  plus  l'arrêter  ni  le  faire  dévier  du  but.  La  langue  interna- 
tionale se  fera;  mais  elle  peut  se  faire  avec  l'appui  des  Académies 
ou  sans  cet  appui.  11  est  évidemment  désirable,  dans  l'intérêt  de 
la  science  et  des  Académies  elles-mêmes,  qu'elles  prennent  à 
cette  création  la  part  qui  leur  revient.  Leur  honneur  y  est  en  quel- 
<|ue  sorte  engagé  ». 

Le  H  février  1904,  la  question  est  revenue  en  discussion  devant 
la  (Masse  des  Sciences,  qui  a  voté  à  l'unanimité  le  vœu  suivant  : 
"  La  Classe  des  Sciences  émet  le  vœu  de  voir  une  langue  univer- 
sellement adoptée,  sans  exclure  les  langues  mortes  ou  vivantes». 

On  remarquera  que  ce  vœu  a  plus  d'extension  que  le  programme 
<le  la  Délégation,  mais  ne  le  contredit  nullement.  Comme  il  est 
évident  qu'on  ne  pourra  jamais  s'entendre  sur  le  choix  d'une 
langue  vivante,  on  sera  obligé,  bon  gré  mal  gré,  de  rentrer  dans 
le  cadre,  encore  assez  large,  tracé  par  la  Déclaration^.  C'est  ma- 
nifestement le  seul  terrain  d'entente  possible.  Le  vœu  de  l'Aca- 
ilémie  royale  de  Belgique  (Classe  des  Sciences)  équivaut  donc 
pratiquement  à  une  approbation  du  programme  de  la  Délégation. 

Le  4  décembre  1903,  M.  le  professeur  W.  Ostwald,  de  Leipzig, 
a  fait  à  Munich,  sous  les  auspices  du  Verein  deutscher  Ingenieure^, 
une  grande  conférence  sur  et  pour  la  langue  internationale,  où  il 
a    «léveloppé  les   idées   directrices   de   la   Délégation;   il   a   ainsi 


*  Tr«^ork*r  ot  Hcerëlaire  gû nierai  de  la  Délégation. 

*  t)n  peut  invoquer  sur  ce  point  Topinion  exprimée  par  M.  ScfitciiAKnT  dans  le  rapjtort 
dfjii  rite  :  «  Le  choix  d'une  des  langues  vivantes  (sans  parler  des  imperfections  inhérentes  à 
chiicune  d'elles)  engendrerait  une  inégalité  insupportable  entre  le  peuple  dont  elle  serait  la 
liin);ue  matemello  et  tes  aiitres  peuples  y  il  menacerait  coux-ci  d'une  dénationalisation  complète.» 

'  Association  des  ingénieurs  allemands,  qui  compte  18,000  membres. 
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provoqué  radhcsioii  à  la  Délégation  de  la  section  bavaroise  du 
Verein,  qui  l'a  choisi  pour  son  délégué.  Cette  conférence  a  été 
publiée  dans  la  Frankfurter  Zeitung  du  15  janvier  UK)4,  et  va  étrp 
réimprimée  à  part  par  la  Délégation.  Après  avoir  exposé  l'utilité 
d'une  langue  auxiliaire  et  la  possibilité  d'une  langue  artificielle, 
l'orateur  a  formulé  «  la  dernière  et  la  plus  importante»  question 
en  ces  termes  :  «  Comment  doit-on  aboutir  à  une  entente  univer- 
selle sur  la  langue  si  choisir,  autrement  dit,  qui  doit  la  choisir»  ? 
La  «  réponse  satisfaisante  à  cette  question  »  se  trouve,  sehin 
lui,  dans  le  programme  de  la  Délégation,  qu'il  expose  ensuite.  Kt 
il  conclut  comme  suit  :  «De  cette  manière  serait  fort  heureuse- 
ment tournée  une  difficulté  qui  est  apparue  jusqu'ici  comme  le 
principal  obstacle  au  développement  de  Tidée;  c'est  la  ((uestion 
de  savoir  laquelle  des  langues  internationales  présentes  ou  futures 
il  faut  adopter  universellement.  Tant  que  cette  question  sera 
laissée  à  la  décision  d'un  chacun,  une  entente  est  impossible. 
Mais  dès  que  cette  autorité  scientifique  aura  décidé,  la  rivalité- 
(des  projets  de  langues  auxiliaires)  sera  complètement  supprimée, 
et  chacun  aura  l'assurance  de  n'avoir  pas  à  apprendre  demain 
une  autre  langue,  après  avoir  appris  aujourd'hui  le  Volapii/»  ou 
V Espéranto  ou  quelque  autre  des  langues  artificielles  existant«»s. 
Alors  aussi  les  gouvernements  se  sentiront  autorisés  à  introduire 
cette  langue  auxiliaire  dans  l'enseignement  des  écol<»s  publiques  >. 
Ajoutons  que  ,s7.i-  des  collègues  de  M.  le  professeur  Oslwald 
à  la  Société  des  Sciences  de  Leipzig  (qui  fait  partie  de  VAssocia- 
tion  des  Académies^  ont  signé  la  pétition  de  la  Délégation^  et  i\\\r 
M.  Hugo  ScHL'cnARDT  a  pris  la  peine  de  répondre  à  un  article 
contre  la  langue  internationale,  paru  dans  la  Beilage  znr  allge- 
nieinen  Zeitung  de  Munich,  par  une  lettre  toute  favorable  à  la 
Délégation.  Tous  ces  faits  ont  contribué  à  intéresser  à  la  (jues- 
tio'n  le  public  scientifique  allemand,  qui  était  resté  jusqu'ici  in- 
différent. Les  progrès  que  l'idée  fait  en  Angleterre  comme  en 
Allemagne  let  dont  nous  ne  pouvons  mentionner  ici  les  preuv**s 
de   détail  1   sont  un  sur  garant  du    succès  final   de  cette  œuvre'. 

L.  CoiTiKAT  J^aris  . 


Une  nouvelle  règle  à  calculs. 

D<îpuis  11)03,  on  a  introduit  dans  les  programmes  d'admission  à 
l'Ecole  polytechnique  la  règle  à  calculs;  il  faut  s'en  féliciter  à 
deux  points  de  vue,  d'abord  parce  que  l'usage  de  la  règle  à  calculs 
est  tellement  commode  dans  la  pratique,  qu'elle  s'impose  à  tous 
les  ingénieurs  civils  ou  militaires;  puis  ensuite  j)arce  (jue  de  ce 
fait,  les  constructeurs,  trouvant  un  débouché  pour  l'écoulenK^nl 


^  Pour  plus  amples  rt'DStMgiitMiKMils,  s'ncir.  :iM.  Lkau,  secri*lairegéu('r«l,6,  rue  Vavin,  l'aris.VI. 
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«le  leurs  appareils,  ont  rivalisé  de  zèle  pour  les  perfectionner. 
Ainsi  M.  Charpentier,  ingénieur  à  Belfort,  vient  de  construire 
une  règle  d*un  nouveau  modèle*  et  qu'il  convient  de  signaler. 
Cette  nouvelle  règle  est  circulaire,  ce  qui  est  presque  une  inno- 
vation, —  je  dis  «presque  »,  parce  que  certains  constructeurs,  et 
M.  Charpentier  lui-même,  avaient  déjà  depuis  longtemps  fabriqué 
«les  règles  circulaires.  Mais  il  vient  de  les  perfectionner  considé- 
rablement. Ses  nouvelles  règles  sont  de  petits  bijoux,  de  la  gran- 
«leur  (Fune  grosse  montre  ;  elles  sont  recouvertes  d'un  verre-porte 
index,  qui  les  préserve  des  souillures;  elles  tiennent  dans  la 
poche  de  gilet.  11  va  sans  dire  que  cette  nouvelle  règle  est  t^i 
métal,  que  la  division  est  très  soignée  et  qu'elle  nVst  pas  suscep- 
tible de  varier  comme  dans  les  règles  en  bois.  Les  mouvements 
sont  faciles,  très  doux  et  se  font  sans  à  coups;  enfin  n'oublions 
pas  que  dans  une  règle  circulaire,  une  seule  division  de  l  à  lOsudit, 
tandis  qu'il  en  faut  dett:r  dans  les  règles  droites,  en  sorte  (|u'à 
précision  égale,  une  règle  droite  est  non  pas  n  fois  mais  2  tt  fois 
plus  grande  (linéairement'  qu'une  règle  circulaire. 

H.  l.AURKNT   Paris  . 


Procédés  peu  pédagogiques. 

In  correspondant  particulier  me  signale  les  deux  faits  suivants 
<|ui  viennent  de  se  produire  dans  un  des  lycées  de  France  classe 
de  septième!. 

i**  On  propose  aux  élèves  un  ])roblème  consistant  à  déterminer 
combien  un  dortoir  de  dimensions  données  peut  contenir 
dVIèves,  d'après  le  cube  d'air  nécessaire  à  chacun.  Vax  faisant  le 
calcul,  on  trouve  33.  —  Annofatwn  dit  professeur  :  «  Inexact  ;  c'est 
32;  car  les  élèves  n*»  peuvent  rester  seuls  au  dortoir,  et  il  faut 
prélever  le  surveillant  ». 

2'*  Autre  problème.  On  donne  les  dimensions  d'une  fiorte  qui 
présente  en  son  milieu  une  partie  vitrée  en  forme  de  losangf, 
dont  on  donne  aussi  les  dimensions.  On  veut  pein<lre  cette  porte; 
la  peinture  coûte  par  mètre  carré  un  prix  indicpié.  Calculer  la 
dépense.  —  Xaturellement,  les  <'»lèves  ont  défahjué  la  partie 
vitrée.  —  Annotation  dn  professeur  :  «  Inexact;  il  n'a  pas  été  dit 
<|ue  la  vitre  ne  serait  pas  peinte  ». 

Le  résultat  de  cet  enseignement,  ajoute  mon  corrrespondant, 
c'est  que  les  meilleurs  élèves  sont  désorienti's  vX  |)rennent  les  pro- 
blèmes en  dégoût. 

.le  le  crois  sans  peine;  c'est  le  contrair(Mloiit  il  faudrait  s'étonner. 
C.  A.  L. 

*  Di*s  que  la  rôgle  Charpentier  aiiru  <'li*  lanrée  dans  lo  commerce,  nous  en  ferons  coiiuailre  . 
Ic8  conditions  do  vente.  L.\  DiKKcrioN. 
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Congrès  international  des  mathématiciens  ;  Heidelberg. 

Le  3'""  (À)ngiês  aura  lieu,  comme  on  sait,  du  8  au  13  août  pro- 
chain, à  Heidelberg,  sous  la  présidence  de  M.  le  prof.  H.  Wkber 
(Strasbourf<\  Le  pro^rramme  général,  arrêté  il  y  a  plus  de  six 
mois,  a  été  reproduit  dans  cette  He^fue  (n°  de  juillet  1903;  pages 
20()  et  297).  A  la  suite  d'une  série  de  demandes  de  renseignements 
qui  nous  ont  été  adressées,  nous  croyons  utile  de  rappeler  quel- 
cpies  passages  du  programme. 

Le  Congrès  comprendra  six  sections  :  I.  Ai'ithmétique  et  Algè- 
bre. —  11.  Analyse.  —  111.  (léométrie.  —  IV.  Mathématiques 
appliquées.  —  V.  Histoire  des  mathéniatiques.  —  VI.  Enseigne- 
•ment. 

A  cùté  des  séances  de  sections,  il  y  aura  trois  séances  générales 
comprenant  cinq  conférences,  celles  de  MM.  Wirtingkr,  Greex- 
HiLL,  Darboix,  Skgrk  ct  Koxi(;srkr(;er  ;  ce  dernier  s'est  chargé  de 
la  conférence  sur  Jacolii,  dont  on  célébrera  le  centenaire  à  Tocca- 
sion  de  cette  réunion. 

Le  prLv  de  la  carte  de  membre  du  Congrès  est  de  Mks.  20  (23 
francs'  ;  il  y  aura  des  cartes  spéciales,  au  prix  de  10  Mks.,  pour  les 
[)crsonnes  accom[)agnant  un  membre  du  Congrès. 

A  l'occasion  du  Congrès,  il  sera  organisé  1°  une  exposition  de 
modèles  mathématiques  ;  2"  une  exposition  de  publications  ma  thé- 
matiquesy  ces  deux  expositions  étant  limitées,  le  plus  possible, 
aux  travaux  des  dix  dernières  années. 

Ces  expositions  ne  seront  pas  un  des  moindres  attraits  du 
Congrès  et  justifieraient,  à  elles  seules,  beaucoup  plus  que  des 
travaux  s[)éciaux  ayant  leui'  place  dans  des  périodiques,  l'utilité 
d'un  Congrès  international  de  mathématiciens.  Nous  ignorons 
pour  le  moment  si  des  thèses  ou  rapports  d'un  intérêt  général 
vont  être  soumis  au  (Congrès.  11  est  vrai  qu'en  1900,  aucune  com- 
mission spéciale  n'a  été  nommée.  Certaines  décisions  d'une  por- 
tée générale  et  ayant  besoin  de  l'appui  d'un  congrès  international 
sont  désirables,  à  l'heure  actuelle,  pour  les  mathémati(|ues 
comme  pour  d'autres  branches.  Kn  tout  premier  lieu  viennent  les 
(piestions  de  terminologie  et  de  bibliographie, 

A  ce  propos,  nous  rappellerons  l'article  IV  "du  règlement  des 
congrès  internationaux,  adopté  au  Congrès  de  Zurich,  en  1897  : 

«   Chaque  congrès  peut,  lorsqu'il  le  juge  utile  pour  Tétude  de 
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«  c<'rlaiiies  questions  de  nature  internationale,  nommer  des  eoni- 
^^  missions  permanentes  dont  le  mandat  dure  d'un  congrès  au 
«  eon^rès  suivant. 

«  Les  compétences  et  les  attributions  de  ces  commissions  sont 
•  fixées  lors  de  leur  nomination.  [Verhandlungen...,  p.  39).  » 

Toutes  les  communications  et  demandes  de  renseignements 
concernant  ce  Congrès  doivtMVt  être  adressées  à  M.  le  prof. 
I^*^  Krazeiu  Karisrulie,  i.  B.,  VVestendslr.,  57. 

II.   F. 

Congrès  international  de  Philosophie  ;  Genève. 

Le  2'"**  Congrès  international  de  Philosophie  aura  lien  à  Cenève, 
du  4  au  8  septembre  1904,  sous  la  présidence  d'honneur  de 
M.  EnNEST  .\avillk  et  sous  la  prési<lence  elFc^ctive  de  M.  le  Prof. 

(loURD. 

Les  travaux  du  Congrès  se  feront,  soit  dans  des  séances  géné- 
rales, soit  dans  des  séances  de  sections.  Les  sections  seront  au 
nombre  de  cinq  : 

I.  Histoire  de  la  Philosophie.  —  II.  Philosophie  générale  et 
Psychologie.  —  111.  Philosophie  appliquée  (Morale,  Ksthétique, 
Philosophie»  sociale,  Philosophie  de  la  religion,  Philosophie  du 
Droit;. —  l\'.  Logique  et  Philosophie  des  sciences.  —  V.  îlistoire 
des  scîenc<*^s, 

P<Hir  les  séances  générales  sont  annoncés  les  rapports  de  MM. 
liouTROLx  'Paris),  Steix  i  Berne-,  Gourd  Genève),  Pareto  (Lau- 
sanne), DE  Greef  'Bruxelles),  Remcke  (Kiel)  et  Tsvett  (Varsovie. 

Pour  les  séances  de  sections,  plus  de  trente  communications 
sont  déjà  inscrites.  Nous  relevons  les  titres  suivants  : 

Rapports  entre  la  science  et  l'action  iChartier,  Paris).  —  Sur 
ridé«»  de  langue  internationale  (Coltirat,  Paris  .  —  Kssai  d'une 
monadologie  mathématique  iGosiewski,  Varsovie  i.  -  Le  vocabu- 
laire philosophique  (Lalaxde,  Paris  .  Note  sur  l'idée  de  science 
(i.  MiLHAi'D,  Montpellier  . --  Pr(d)lème  de  l'espace  (Straszewski. 
i^racovie.. —  Les  notions  physiques  fondamentales  selon  Spencer 
ToMMASiNA,  (ieiiève^ 

Les  sections  IV  et  V  olï'rent  un  intérêt  tout  |)articuli<*r  pour  un 
•jfrand  nombre  de  mathématiciens.  L'une  sera  réservée  aux  com- 
munications et  aux  discussions  concernant  les  questions  de 
méthode  et  de  théorie  de  la  connaissance  scientifique.  Pour 
l'autre  il  est  fait  appel  aux  savants  (|ui  désirent  ti*aiter  librement 
des  questions  purement  historiques,  qu'ils  aient  d'ailleurs  ou 
non  des  préoccupations  philosophiques  particulières.  La  section 
d'histoire  des  sciences  sera  organisée  au  reste  avec  le  concours  et 
sous  la  direction  de  la  (Commission  internationale  permanente 
nommée  par  la  section  correspondante  du   (Congrès  des  sciences 


ri6  (HHONIQrE 

historiques  do  Konie  1003.  Adresser  toutes  les  eoinmuiiieations 
relatives  à  eette  sectiou  à  M.  P.  Tawkry,  Pantin  ^Seine,  France  . 

Les  lanj^ues  ofïieielles  du  Conjurés  sont  :  l'allemand,  lan^jlais, 
le  fraïK'ais  et  l'italien. 

Le  prix  de  la  carte  de  niembr*'  du  (longrès  <'st  de  20  francs.  Les 
communications,  demandes  de»  renseignements  et  adhésions  doi- 
vent être  adressé<»s  au  secrétaire  gétiéral,  M.  le  l)*"  Kd.  Claparèdi:, 
II,  (Miampel,  Genève. 

ALLEMAGNE 

Université  de  Bonn.  —  M.  K.  Su  dy,  prof.  ord.  à  rUniversite 
de  (ireifswald,  a  été  nonuné  professeur  ordinair<*  (mi  remplace- 
nîent  d<'  M.  le  prof.  Lijischitz. 

Université  d'Iéna. --  Nous  avons  déjà  eu  Toccasion  v.  L*/ùts. 
Mdlh.^  W  anné<»,  p.  I2()i  de  donner  un  aperçu  de  l'organisation 
(h^s  études  mathémati()ues  à  l'Université  de  léna.  Sous  le  titre  de 
liaischldgCy  les  professeurs  <le  la  section  des  sciences  niathéma- 
tiqu<»s  et  physiciues  viennent  d<»  publier  une  nouvelle  édition,  revu<» 
et  complétée,  des  conseils  au  sujet  du  plan  d'études  (pi'ils  adres- 
sent à  leurs  étutliants  et  tout  particulièrement  aux  candidats  au 
di[)lùme  d'aptitude  à  renseignement.  Il  ressort  de  cette  brochure, 
ainsi  que  nous  l'avions  indiqué,  que  jion  seulement  les  principales 
branches  des  mathiMuaticpies  pur(»s  et  appliquées  sont  enseignées 
à  léna  dans  un  cycle  de  deux  à  trois  annexes,  mais  (pie  cette  Uni- 
versité dispose  d'un  ensemble  d'instituts  (pii  forme  un  puissant 
auxiliaire  pour  l'étude  des  sciences  appli<|uées. 

Un  nouveau  journaL  —  Sous  le  titre  de  MathematiHch^Xa- 
(iirwissenschnftliche  RlatleVy  l'Association  générale  des  sociétés 
d'étudiants  en  mathémati(|ues(les  universités  allemandes  publiera, 
à  ()artir  de  lOO'i,  un  bulletin  mensuel.  Les  deux  premi(»rs  numé- 
ros ijanvi(»r  et  février  sont  parus.  Ils  contiennent  un  aperçu  histo- 
ri(|ue  sur  la  mesure  du  temps,  fpiel(ju(»s  notes  d'Algèbi'e  et 
d'Analyse,  des  ()roblèmes  et  de  la  bibliographie.  A  la  (in  du  fasci- 
cule, un<»  rubricpie  spéciale  est  consacrée»  aux  nouvelles  des 
«liverses  S4>ciélés  d4>nt  se  c<HMjH>se  l'Association. 

Nécrologie.  Kdmixd  IIkss.  —  Les  mathématiciens  allemands 
viennent  d'éprouver  une  pert<'  douloureuse  en  la  personne  de 
leur  collègue  M.  Kdm.  IIkss,  décédé  le  24  «lécembre  dernier. 

\<''  à  Marbourg,  le  17  février  1843,  il  étudia  les  mathématic|ut*s 
à  rUniversitc*  de  cette  ville,  de  18()0  \\  18()2,  puis,  l'année  suivante*, 
il  Ih^delberg,  où  il  suivit  les  cours  de  l'illustre  Hesse,  dont  h' 
génie  comme  géomètre  lui  fit  choisir  plus  tard  la  (léométrie  pour 
domaine  de  prcMlilection.  Après  avoir  jiassé  le  doctorat,  Hess  se 
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rendit  ù  (iœltiii^iio  pour  y  ocoiiper  le  poste  (I'assist«int  à  Tobser- 
vatoire;  mais  peu  de  temps  après  il  rentra  dans  sa  ville  natale  où  il 
se  (ît  recevoir  agréfifé  en  ISOO.  A  partir  de  cette  année,  il  eommenea 
son  champ  d'activité  à  l'Université  de  Marhour^,  d'abord  comme 
professeur  extraordinaire,  puis,  à  partir  de  1892,  comme  profes- 
seur ordinaire.  Ses  travaux  scientifiques,  dont  nous  nientionnei'ons 
ici  la  «Théorie  de  la  division  de  la  sphère»  et  les  «contributions 
à  la  théorie  des  configurations  (h'  l'espace  »,  se  rattachent  exclu- 
sivement au  domaine  de  la  (léométrie. 

AUTRICHE 

Université  de  Vienne.—  M.  D""  Doublehsky  v.  Sternkck,  [>rivat- 
docent  à  l'Université  de  Vienne  et  professeur  à  riù'ole  technique 
supérieure,  a  été  chargé  de  la  su[)pléance  de  la  chaire  de  mathé- 
matiques de  l'Université  de  (^zernowitz. 

M.  XoHBKRT  IIerz,  maître  titulaire  de  l'Kcole  réale  «  François 
Josef  »,  a  été  a<lmisen  qualité  de  privat-docent  pour  l'Astronomie 
et  la  (iéodésie. 

Académie  impériale  des  sciences  de  Vienne.  —  Section  des 
sciences  mathématiques  et  naturelles. 

Séance  du  Ll  octobre  liH):i.  -  M.  K.  (^zihkii  présente?  un  nn'*- 
moire  sur  la  théorie  des  jrroupes  dans  le  plan  et  s<»s  rapports  avec 
les  équations  différentielles  ordinaires  du  [)r(Mnier  ordre. 

20  octobre,  —  M.  ().  Stolz  remet  un  mémoire  d<*  M.  V.  11. 
Yocxc;  (Gœttinjj^uc;  sur  les  fonctions  discontinues  et  la  rt'partition 
de  leurs  points  de  continuité. 

i'2  novembre,  —  M.  Fr.  K.  Lckas  présente  une  étude  sur  un 
nouveau  jrenre  de  fractions  continues. 

]U  noi^embre,  —  M.  S.  Socolow  adresse  un  appcMidice  à  son 
mémoire  sur  les  relations  entre  les  masses  et  les  <listances  des 
planètes.  —  M.  L.  Weinkk  :  sur  la  théorie  du  passade  des  planètes 
devant  le  dis(iue  solaire.  —  M.  Ant.  Schkli.  :  construction  et 
considérations  relatives  aux  images  stéréoscopicpies. 

li  décembre.  —  M.  J.  v.  I1kpi>kkbkiu;kr  adresse  un  mémoire  sur 
la  détermination  de  la  trajectoire  de  la  comète  Biéla. 

iO  décembre,  —  M.  Mkrtkxs  pressente  une  note  «le  M.  K.  Dai - 
HLRSKY  v.  Stkrnkck  sur  Ic  plus  petit  nombre  d(»  cubes  dont  peut 
être  composé  tout  nombn*  inféri(Mir  à  40,000. 

il  décembre.  —  M.  Barvik  :  sur  <juelques  intégrales  d'Kuler. 

1  jansfiery  WO'i.  -  M.  Allé  :  sur  la  théorie  <les  développées.  -- 
J.  HiiEDRN  :  Détermination  définitive  <le  l'orbite  de  la  comète 
lîKK)  111,  découverte  par  (lofrjria,  à  Marseille. 

'i  fés^rier,  —  M.  Au^.  Adi.kr  a<lresse  un  m<'*moire  sur  la  tln'*oi"ie 
«lu  conoï«le  <l«»  Plftcker. 
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Société  mathématique  de  Vienne.  —  Il  vient  de  se  constituer  à 
Vienne  une  société  mathématique  dont  les  séances  auront  lieu  au 
moins  une  fois  par  mois.  Le  Bureau  se  compose  de  jMM.  G.  v. 
EscHKRicH,  président;  K.  Mulleii  et  W.  Wirtinc:er,  vices-prési- 
dents; A.  liAMPA,  secrétaire;  A.  Gerstel,  Caissier. 

ESPAGNE 

Académie  royale  des  sciences  de  Madrid.  —  Prix  proposé.  — 
Le  sujet  du  concours  pour  le  prix  fie  mathématiques  de  Tannée 
1905  est  le  suivant  : 

Etude  complète  (Tune  classe  spéciale  d'intégrales  singulières  pro- 
menant  des  équations  différentielles  pour  lesquelles  les  valeurs  des 
dérivées  deviennent  indéterminées  quand  il  existe  certaines  relations 
entre  les  valeurs  simultanées  des  variables  principales. 

Si  dans  une  équation  V{x,yyy]  zzlo  la  valeur  de  r'  devient  indéterminée 
quand  les  variables  x  qV  y  satisfont  à  l'équation  y(jr,j)  =  o,  la  courbe  repré- 
sentée par  eette  équation  peut  ôlre  regardée  comme  une  intéjçrale  singulière, 
car  rindétermination  de/)*'  permet  d'attribuer  dans  chaque  cas  la  valeur 
correspondant  au  cœOiciont  angulaire  de  la  tangente  qu'on  considère.  De 
celte  observation,  facilement  applicable  aux  équations  d'un  type  plus  général, 
dériv<'  la  classe  d'iiitégral<'S  dont  l'aspirant  au  Prix  aura  à  faire  l'étude. 

Les  mémoires  devront  être  écrits  en  espajjnol  ou  en  latin  ;  ils 
seront  reç^'us  au  secrétariat  de  TAcadémie  avant  le  31  décembre 
1005. 

FRANCE 

Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Thèses  soutenues  en  vue  du 
Doctorat  es  sciences  mathématiques.  —  Dans  notre  tome  de  lîK)2, 
^i'"''  année,  j).  (U,  en  sifrualant  à  nos  lecteurs  un  intéressant  ou- 
vrajre  de  hihlio^rapiiie  de  M.  Kstanave  :  Revue  décennale  des 
thèses  présentées  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  en  vue  du 
Doctorat  i  I8î)l-lî)00u  nous  avons  mis  sous  les  yeux  des  lecteurs 
(luehjues  titres  des  thèses  de  mathématiques  soutenues  de  1898  à 
1000.  M.  Kslanave  a  bien  voulu  nous  communiquer  les  titres  de 
celles  qui  ont  été  soutenues  en  1901,  1902  et  1003.  Nos  lecteurs 
nous  sauront  \Tvé  de  reproduire  la  liste  des  thèses  des  années  1901 
et  J002,  comme  complément  à  celle  <le  1903  que  nous  leur  avons 
fournie  dans  le  précédent  numéro. 

Michel  (Iharles-Au^uste-Louisi,  né  îi  Paris  iSein<';,  le  21  octo- 
bre 1873,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de 
Douai  :  Sur  les  applications  géométriques  du  théorème  d'Abcl. 
Annales  scientifiques  de  TKcole  normale  supérieure,  1901,  3*  série, 
t.  XVIll,  p.  77.  —  Paris,  Gauthier-Villars,  1901,  in-4«  de  54  p. 
Analyse  :  Bulletin  des  Sciences  mathématiques^  1901,  p.  138. 
iSouteniK'  le  7  juin  1901. 
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BuHL  (Adolphe),  né  à  Paris  (Seine  ,,  le  lî)  juin  1878  :  Sur  les 
équations  différentielles  simultanées  et  la  forme  aux  dérivées 
partielles  adjointe. —  Paris,  C.  Naud,  éditeur,  1901,  in-8*'  de  (U  p. 
Analyse  :  Re\>ue  générale  des  Sciences,  lOOi,  p.  717  ;  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  1001,  p.  90,  P*^  partie.    S.  le  14  juin  1901.^ 

BuRiLËANi:  (Etienne],  né  à  Burila  Mica  ^Roumanie-,  le  9  janvier 
1874,  lieutenant  dans  Tartillerie  royale  roumaine  :  Méthode  de 
balistique  extérieure.  —  Bucarest,  imprimerie  de  la  Société 
«  Tiparul  »,  1901,  in-8**  de  51  p.  Analyse  :  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques^  1901,  p.  100.    Soutenue  le  J7  juin  1901., 

Alezais  ^Marie-Pierre-Raymond',  né  \\  Avignon  ;Vaucluse\  le 
24  mai  1800  :  Sur  une  classe  de  fonctions  hyperfuchsiennes.  — 
Paris,  Gauthier-Villars,  UH)1,  in-4«  de  190  p.  iS.  le  15  nov.  1901. 

Richard  (Jules-Antoine),  né  à  Blet  Cher  ,  le  12  août  1802,  pro- 
fesseur de  mathématiques  au  I^ycée  de  Dijon  :  Sur  la  surface  des 
ondes   de    Fresnel.  —   Chàteauroux,    Typo^n*aphie    P.    Lanj^lois, 

1901,  in-4^  de  128  p.  (Soutenue  le  22  novembre  1901.  - 
Grandjkax  (Marius-Georges  ,  né  à  Paris    Seine;,  le  4  (h'»cembre 

1871  :  Sur  le  régime  permanent  ^graduellement  varié  cpii  se  pro- 
duit à  la  partie  amont  des  tuyaux  de  conduite  et  sur  rétablisse- 
ment du  régime  uniforme  dans  ces  tuyaux.  —  Paris,  C.  Xaud, 

1902,  in-4°  de  57  p.  Analyses  :  Bulletin  des  Sciences  mathématiques^ 
1902  ;  Bulletin  de  l* Association  des  Elei>es  et  anciens  Elèves  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris,  n^  2,  1902.     S.  le  22  janvier  1902.1 

Clairin  (Jean),  agrégé-préparateur  à  l'Kcole  normale  supérieure, 
né  à  Nimes  (Gardl,  le  13  novembre  1870  :  Sui*  les  transformations 
de  Baecklund.  —  Paris,  Gauthier-Villars,  1902,  in-4'*  de  ()7  p. 
Analyses  :  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1902,  p.  198  ; 
tteçue  générale  des  Sciences,   1902,  p.  535.    S.  le  21  février  1902. 

CoMBEBiAC  (Gaston-Charles),  capitaine  du  génie,  né  à  Montau- 
ban  [Tarn-et-Garonne),  le  28  avril  18()2  :  Calcul  des  triquater- 
nions. —  Paris,  Gauthiers-Villars,  1902,  in-4"  de  122  p.  Analyses  : 
Revue  générale  des  Sciences,  1902,  p.  583  :  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  1902.  (Soutenue  le  22  avril  1902.; 

CouLOX  (Joseph),  né  à  Bruailles  ^Saùne-et-Loire;,  le  25  avril 
1871  :  Sur  l'intégration  des  Equations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  par  la  méthode  des  caractéristiques.  —  Paris,  A. 
flcrmann,  1902,  in-4°  de  118  p.  , Soutenue  le  28  mai  1902.;      ^ 

Lebesgue  (Léon-Henri),  professeur  au  lycée  de  Nancy,  né  à 
Beauvais  (Oise),  le  28  juin  1875  :  Intégrale,  Longueur,  Aire.  — 
Milan,  imprimerie  Bernardoni  de  C.  Rebeschini,  1902,  in-4**  de 
129  p.  (Soutenue  le  30  juin  1902. 

Cours  de  Physique  céleste.  —  Grâce  à  une  subvention  votée 
parle  Conseil  de  Y  Association  française  pour  l*  Avancement  des 
Sciences,  un  cours  de  Physique  céleste  va  être  ouvert,  probable- 
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mont  vers  le  10  avril,  à  la  Faculté  (lf*s  Sciences  de  Paris.  Il  sera 
j>rofessé  par  M.  P.  PrisKi  x. 

Nécrologie.  O.  CALLANonEAr.  —  La  science  universelle  vient  de 
faire  une  grande  perte  en  la  personne  du  savant  astronome  M. 
O.  Callandreau,  membre  de  Tlnstitut,  décédé  subitement,  le  13 
février  dernier,  dans  sa  51*'  année. 

Ancien  élève  de  TKcole  polytechnicpn»  Callandreau  entra  de 
})onne  heure  à  l'Observatoire  de  Paris  et  se  consacra  entièrement 
à  l'Astronomie.  Il  était  astronome  titulaire  de  cet  Observatoire  et 
professeur  d'Astronomie  à  rKcole  polytechnique. 

Callandreau  laisse  d'importants  travaux  appartenant  à  divers 
domaines  de  l'Astronomie  théorique  et  pratique  ;  nous  signalerons 
comme  particulièrement  important  son  mémoire  «  Sur  la  théorie 
de  la  figure  des  Planètes  et  de  la  Terre  ».  Il  prenait  une  part  très 
active  à  la  publication  du  Bulletin  astronomique  qu'il  dirigeait 
avec  MM.  Bigourdan  et  Kadau. 

Bureau  de  renseignements  de  l'Université  de  Paris. —  Le  Bureau 
municipal  de  renseignements  universitaires,  fondé  et  dirigé  par 
M.  le  D""  Bloxdel,  a  été  inauguré  le  10  février,  sons  la  présidence 
de  M.  LiARD,  vice-recteur  de  l'Académie  de  Paris,  assisté  de  MM. 
Appell,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  Guignard,  directeur  de 
ri'lcole  de  Pharmacie  et  de  deux  délégués  du  Conseil  municipal. 
Ce  bureau  a  pour  but  de  fournir  des  renseignements  sur  tout  ce 
qui  concerne  les  études  su[)érieures  à  Paris,  qu'il  s'agisse  d'éta- 
blissements officiels  ou  d'instituts  privés.  GrAce  aux  nombreux 
documents:  annuaires,  catalogues  de  bibliothèques  et  de  musées, 
programmes,  plans  d'étu<les,  etc.,  cpii  y  ont  été  réunis  et  classées 
par  son  directeur,  le  Bureau  munici|)al  est  appelé  à  rendre  de 
grands  services. 

ITALIE 

Souscription  en  Thonneur  de  Cremona.—  La  Faculté  des  Scien- 
C(*s  et  l'Kcole  d'application  pour  les  ingénieurs  de  Rome  tiennent 
à  honorer  dignement  la  mémoire  d(»  l'un  de  leurs  plus  illustres 
professeurs  et  directeurs.  Dans  ce  but  elles  se  sont  faites  les  ins- 
tigatrices d'une  souscription  internationale  dont  le  produit  sera 
affecté  à  perpétuer  le  souvenir  du  grand  géomètre. 

Le  (Comité  fait  appel  à  tous  les  hommes  de  science,  aux  admi- 
rateurs et  aux  élèves  de  celui  ((ui  contribua  dans  une  si  large 
mesure  aux  progrès  de  la  Géométrie  pendant  les  cinquante  der- 
nières années.  Les  souscriptions  sont  recueillies  par  M.  1.  Sox- 
zociNo,  secrétaire  de  l'Kcole  d'application,  Piazza  San-Pietro  in 
Vincoli,  5,  Rome. 
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Cours  universitaires. 

Somestre    d'été     1904. 

Berlin.  —  Universitat  1().  April;  15.  Aiijr... —  FnoiiKxirs  :  Anal. 
C»eoni('lrie,  2.  —  Schwakz  ;  Synthetisch(»  Géométrie,  4  ;  Ansfrew. 
Aiifgal)en  cler  konfornien  Ahbihlung,  2;  Th.  d.  analyt.  Funktio- 
nen,  lï,  2;  matli.  (^olloquien,  l.  —  Schottky  :  Alg.  Analysis,  4; 
TIi.  (1.  kruninien  Linion  u.  FUîehen,  4;  Landai:  :  Diflerential- 
rechn.,  4;  Uebgn.  dazu,  l;  Th.  d.  Irrationalzahlen,  1;  llebjrn.  i. 
d.  huheren  Funktionenlheorie.  —  Knoblaich  :  Integralreehnun^, 
4  ;  Uehgn.,  I  ;  Anwendgn.  d.  ellipt.  l^\inktionen,  4.  —  Scnrn  :  TIk 
d.  alg.  Gleichungen,  4  ;  Th.  d.  liiiearen  Substitutionen,  2  ;  Uebjrn. 
i.  d.  Algebra,  1.  — IiEH>iANX-t"iLHKS  :  Analyt.  Mechanik,  4  :  Pro- 
bleni  der  drei  KOrper,  2.  —  Fœhstkh  :  Geschichte  <i.  nenereu  As- 
tronomie seit  Newton,  2  ;  Funciamentaie  Winkelmessungeïi  am 
Ifinimel,  2.  —  Marcise  :  Kinf.  in  die  astron.  Géographie  u.  kos- 
mische  l^hysik,  l  ;  Th.  u.  Anweiidniig  astron.  Instrumente,  mil 
Demonstrationen,  2;  Seminaru.  CoUoquium.  1  VV — BAi'S(:nix(;E«  : 
Fotentialtheorie  mit  astron.  Anwendungen,  .'î  ;  Seminar  f.  wis- 
scnschafltliehes  Reehnen,  l  Ya-  —  FcfiKHT  :  Einf.  in  die  Geodasie, 
2.  —  Helmkrt  :  Th.  d.  Gradmessungen,  1  ;  Th.  d.  Kartcn[)rojek- 
tionen,  1.  —  Meyer  :  Ansgew.  Kap.  (i.  teehn.  Meehanik,  2.  — 
Batterman'x  :  Uebgn.  an  Instrumenten,  Sternwarte,  1  */.^. 

Bern,  Universitîlt  (H).  April;  23.  Juli  .  Ghaf  :  KugeUiinktioïien 
m.  Repetitorinm,  3;  Bessel'sclie  Funktionen  m.  Rep.,  3;  Gamnia- 
funkiioneii  u.  BernouUi'sehe  Funktionen  m.  Rep.,  .3:  DilFerentiai- 
gleichgn.  Fortsg.i  2;  DifF.-u.  Integralreehn.,  2;  Funktionen- 
theorieII,2;  Renten-u.  Versiehernngsreehnung,  2.  —  Guafu.IIitber  : 
Math.  Semuiar,  2.  —  Graf  u.  Moser  :  Math.-versieherungswissen- 
sehaftliches  Seminar,  1.  --Ott  :  DifFerentialrech.,  2;  Anal,  (ieom., 
2;  DiflPerentialgleichgn.,  2.  —  IIiber  :  Die  Doppel-u.  niehrfachen 
Sterne  u.  ihre  Bahnbestimmung,  l;  Théorie  d.  Ebenen  Kurven, 
2;  Kubatur  u.  Komplanation  d.  Flcicheii,  1.  —  Bexteli  :  Elem.  d. 
darst.  Geom.,  4;  prakt.  Geom.  mit  l!eb.  auf  dem  Terrain,  .3.  — 
MosRR  :  Versieherung(»n,  1.  —  Crelier  :  Synth,  («eom.  (Km*  Ke- 
gelscdmitte,  2;  Géométrie  einématique,  2. 
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Genève.  Uaiversitô  8  avril;  15  juillet).  —  (Iailler  :  Calcul  dittV»- 
rentiel  intégral,  3;  Conf'éreucrs  <ranalyso,  2.  —  Fehr  :  Géométrie 
descriptive  et  projective,  2  ;  Alfçèhre,  théorie  |/énérale  des  équa- 
tions, 2;  Séminaire  de  géométrie  supérieure,  1.  —  Caillkh  et  Fehr  : 
Kxercices  pratiquées  de  cale.  difî*.  et  intég-r.,  2  ;  de  mécanique  rat. 
2;  (ralgèbre  et  de  géométrie,  2.  —  Gautier:  Astronomie  sphérî- 
<{ue,  2  ;  Océanographie,  2.  —  Berxoud  :  Hydraulique,  théorique* 
et  pratique,  2.  —  Briner  :  Klem.  de  thermodynamique,.!.  —  Mini- 
MAXOFF  :  Kquations  de  la  Physique  mathém.,  2. 

Gœttingen,  Universitât,  —  Klein  :  Differentialgign.  ;  Seminai-. 
-  -  Hilbert:  Funktîonenth.  ;  ZahlbegrilFu.  Quadratur  des  Kreises; 
Seminar.  —  Schilling  :  Anal  Géométrie  ;  Uebgn.  zur  darst.  Géo- 
métrie u.  malerischen  Perspective;  Seminar. —  Minkowski  :  ï.in- 
ien-u.  Kugelgeometrie  ;  Mechanik  d.  Continua;  Seminar.  —  Zek- 
MELo  :  Th.  d.  Kurven  u.  FlUchen;  Uebgn.  — Blumextual  :  Diir.-u. 
Integralrechnungl  ;  Uebgn.  —  I^orexz  :  FestigkeitsI.  u.  Hydraulik; 
Uebgn.  im  Zeichnen  u.  Skizzieren.  —  Wiechkrt  :  Fini,  in  die 
Vermessungsk.,  mit  Uebgn.;  Kreislauf  d(*s  Wassers.  —  Voigt  : 
Optik;  Sem.  (Kapillaritati.  —  Bose  :  Kin.  Th.  der  Gaze.  — 
Abraham  :  Prinzipien  d.  Mechanik.  —  Brendel  :  Versicherungs- 
math.  ;  Sem.  (Wahrsch.-rechn.).  —  Schwarzschild  :  Pop.  Astro- 
nomie ;  Figur  der  ïlimmelskOrper  ;  Kolloquium.  —  Ambroxx  : 
Xum.  Rechnen  mit  Uebgn.;  Sph.  Astronomie;  Uebgn. 

Heidelberg,  Unh>ersitat  [\7y.  April;  15.  Augi.  —  K(ENi(;snER(;ER  : 
Difî'.-u,  Integralrechn.,  4  ;  Théorie  derLlnien  u.  Flâchen,  4;  Ueb. 
im  math.  Unter-u.  Ober-Seminar,  I,  1.  — M.  Cantor  :  Anal.  Géo- 
métrie d.  Kbene,  4;  Arithmetik  u.  Algebra  -fur  Kameralisten.,  3. 

-  Kisexlohr  :  Wahrscheinlichkcitsrechn.,  3  ;  Mechanik,  4.  — 
KoEHLER  :  Synthetische  Géométrie  d.  Ebene,  3.  —  IiAXDSBER(;  : 
Funktionentheorie,  4;  Théorie  d.  Determinanten,  2.  —  Boehm  : 
Flementarmathematik  I,  3.  —  Valextixer  :  Spharische  Astronomie. 
3;  Ausgew.  Kap.  ans  der  Stellarastronomie,  1.  — Wolk  :  Théorie 
u.  (ieschichte  der  Spekti-alanalyse,  2. 

lena,  Univcrsitàt  (18.  April;  15.  August).  —  Gitzmer  :  Difleren- 
tialrechnung  mit  Ueb.,  5;  Potentialrechn.,  4  ;  Math.  Kolloquium. 
2.  —  Thomj*:  :  Kliiptische  Funktionen,  4:  projektive  Géométrie,  2. 

-  Frege  :  Analytische  Géométrie,  4;  Uebgn.  daz  u,,  2.  —  Rav  : 
Darstellende  Géométrie,  4  ;  Ausgew.  Kapitel  ans  der  techn.  Me- 
chanik, 2;  Ueb.  in  der  darst.  Géométrie,  zwei  halbe  Tage. — 
KxoPF  :  Zeit.  u.  Ortsbestimmung,  4;  Spharische  Astronomie,  3. 

Leipzig,  Um\»ersitat.  —  Xecmaxn  :  Anal.  Mechanik  II,  4;  Sem., 
2.  —  Mayer  ;  Part.  Diff.-gleichgn  I.  Ordn.,  2.  —  Hôlder  :  Th.  d. 
alg.  (ileichungen,  4  ;  L'eber  die  Grundlagen  d.  Arithmetiku.  GrOs- 


AOTES  ET  DOCIMESTS  153 

senlohre,  2.  —  Engel  :  Th.  dor  gewtihnl.  Diir.-gleichgn.,  4  ;  Funk- 
tionenth.  ^Fortsg.)2;  Sem.  hierzu,  2;  Transfbrrnatîonsgnippen 
u.  DiiF.-gleichgn.  mit  Uebgn.,  2.  —  Haisdorff  :  Einfiihrung  in 
die  anal.  Geom.,  4;  Uebgn.  hierzu,  1;  NichtoukI.  Géométrie,  2. 
LiEBMANN  :  DifFerentialgeometrie,  4;  Uebgn.  1.  —  Fischer  :  Einf. 
in  die  math.  Behandlung  d.  Xaturw.,  3.  —  Streckek  :  Prakt. 
(Tcom.  mit  Uebgn.  im  Feldm<»ssen  u.  Xivellieren,  2.  —  Brtns  : 
Th.  d.  astron.  Instrumente,  4  ;  Sem.  T.  wissenschaftl.  Rechnen, 
2.  —  Peter  :  Astr.  u.  tcchn.  (Chronologie,  2. 

Paris,  Sorhonne,  —  E.  Picard:  Des  équations  différentielles  et 
des  équations  fonctionnelles  ^mercredis  et  samedis  à  10  h.  Vjl-  — 
GouRSAT  :  Des  équations  différentielles.  —  Applications  géomé- 
triques du  calcul  infinitésimal  (lundis  et  jeudis  à  8  h.  7«  •  — 
P.  Painlevé  :  Des  lois  du  mouvement  des  syste»mes,  la  mécanique 
analytique,  l'hydrostatique  et  l'hydrodynamique  ^ mercredis  et 
vendredis  à  2  h.  ^/^).  — P.  Appell  exposera  les  éléments  de  la  mé- 
canique (samedi  5  h.  Ya'-  —  1^-  Raffy  traitera  des  méthodes 
d'intégration  (quadratures  d'équations  différentielles  et  leurs  prin- 
cipales applications  (lundis  et  jeudis  à  5  h.  Yi)»  —  Andoyer  déve- 
loppera Tensemble  des  matières  comprises  dans  le  programme  du 
certificat  d'études  supérieures  d'astronomie  ^mercredis  et  samedis 
à  8  h.  Va)-  —  J-  BoussiNESQ  traitera  des  propriétés  thermo-méca- 
niques des  solides  et  des  fluides  (mardis  et  vendredis  à  10  h.  ^j^). 

—  G.  Kœnigs  traitera  des  mécanismes  et  machines.  Elasticité  et 
résistance  des  matériaux  (mardis  8  h.  '/a»  jeudis  10  h.  Val- 

Raffy  :  Conférences  sur  le  calcul  différentiel  et  intégral,  en  vue 
du  certificat  d'études  supérieures  (mercredis  et  vendredis  à  5  h.  7^). 

—  PuisEUx  :  Conférences  sur  la  mécanique.  Théorie  de  l'attraction. 
Attraction  des  ellipsoïdes  (mercredis  4  h.  et  samedis  '^  h.  Va)-  — 
Andoyer  et  Blutel.  Conférences  d'agrégation  1  h.).  —  Servant. 
Conférences  de  mécanique  physique  ^mardis  4  h.). 

Rapport  et  décret  concernant  la  nouvelle  organisation 
de  l'École  normale  supérieure  de  Paris. 

Extraits  du  rapport  du  Ministre  de  l'Instruction  publique.  —  Un 
certain  nombre  des  résolutions  adoptées  en  1902  parles  Chambres 
touchant  la  réforme  de  l'enseignement  secondaire  n'ont  pas  encore 
reçu  d'exécution  ;  ce  sont  celles  qui  ont  trait  à  la  formation  des 
futurs  professeurs  et  à  la  réorganisation  de  l'Ecole  normale  supé- 
rieure... 

Le  succès  de  la  réforme  de  l'enseignement  secondaire  dépend 
(le  la  solution  qui  sera  donnée  au  problème  de  la  préparation  des 
futurs  professeurs.  Ce  problème,  on  s'en  est  peu  préoccupé  au 
siècle    dernier  ;    on    s'en    tenait   à    des    traditions   qu'on   jugeait 

L'Enseignement  mathém.,  6«  année  ;  1904.  11 


15'*  NO  TE  S  E  T  DO  eu  ME  S  T  S 

Ixninos.  Aujourd'hui,  ou  (*st  craccorcl  que,  s'il  est  indispeusable 
([lie  l(»  futur  professeur  sache  ce  (ju'il  doit  euseif^ner,  qu'il  se  soit 
exercé  aux  m<'»thodes  scientificiues,  il  importe  non  moins  que,  avant 
d'enseigner,  il  ait  appris  à  le  faire... 

ï/agré^ation,  de  quelque  façon  (jue  soient  institués  les  coii- 
C(Uirs,  ne  saurait  prouver  l'apprentissage  professionnel.  Cet  ap- 
j)reiitissa^e  n'existe  pas,  il  est  urgent  qu'il  soit  établi.  On  est 
unanime  à  penser  (ju'il  doit  être  théorique  et  pratique,  mais  sur- 
tout pratique. 

Par  théorie,  on  est  également  unanime  à  entendre,  non  pas  un 
ensemble  (h'  leçons do^maticpies,  déconsidérations  de  pédagogie 
abstraite,  mais  des  entretiens  sim])les  et  familiers,  en  petit  nombre, 
sur  les  devoirs  jrénéraux  du  professeur,  sur  Tesprit  de  nos  pro- 
«frammes,  sur  les  méthodes  d'ensei finement,  sur  l'évolution  même 
des  idées  d'enseignement  en  France  et  à  l'étranger.  On  est  encore 
unanime  à  penser  que  les  exercices  pratiques  doivent  avoir  lieu 
au  lycée  même,  sous  la  direction  de  maîtres  éprouvés.  11  sera  aisé 
(h»  grouper  autour  de  chacun  de  ces  maîtres  (juelques  étudiants 
(pii,  sous  leur  direction,  assisteraient  à  des  classes,  y  particîpe- 
l'aient,  se  rendraient  ccmipte  de  la  façon  dont  renseignement  doit 
s'adapter  à  (h*  jeunes  esprits,  varier  selon  les  matières,  selon  l'Age 
(h»s  élèves.  (Iliaque  semaine  ou  chaque  quinzaine,  ces  professeurs 
réuniraient  leurs  stagiaires  pour  leur  donner  la  raison  des  mé- 
thodes employées,  les  examiner  et  les  discuter  avec  eux;  car  il  ne 
s'agit  point  d'imposer  des  procédés  uniformes,  mais  d'amener  les 
futurs  maîtres  à  réfléchir  et  à  chercher  les  méthodes  (ju'ils  ado[>- 
leront  «i  leur  tour.  D'autres  réunions  auraient  lieu,  à  des  dates 
|)lus  espacées,  à  l'Université  de  Paris,  entre  les  professeurs  des 
Lycées  et  les  professeurs  des  Facultés  qui  s'occuperaient  plus  spé- 
cialement des  questions  pédagogiques  ;  ils  échangeraient  leurs 
observations  sur  les  résultats  obtenus,  sur  les  progrès  à  réaliser. 
Ainsi,  entre  l'Université  et  les  Lycées  s'établirait  une  coordina- 
tion d'efforts  en  vue  de  la  formation  de  notre  personnel  ensei- 
gnant... 

La  réorganisation  de  l'Kcole  Normale  supérieure  est  la  consé- 
(juence  nécessaire  des  considérations  qui  précèdent. 

Le  dualisme  de  l'Université  de  Paris  et  de  l'F^cole  normale  est 
sans  objet  et  même  dangereux.  La  place  de  l'Ecole  Normale  est 
ilans  cette  Université  même;  elle  doit  en  être,  selon  le  principe 
contenu  dans  les  résolutions  du  Parlement,  l'Institut  pédagogique. 
Là,  sous  uiîe  même  direction,  mais  sans  être  astreints  à  une  pré- 
paration uniforme,  s'orientant  selon  leurs  goûts  et  leurs  aptitudes, 
tous  ceux  qui,  à  Paris,  se  destinent  à  l'enseignement  secondaire 
public,  se  trouveront  réunis,  vivant  dans  la  même  atmosphère, 
s'inspirant  du  même  esprit,  des  mêmes  méthodes.  Inscrits  comme 
étudiants  à  l'Universiti»  de  Paris,  ils  y  choisiront,  parmi  les  ensei- 
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ifiiements  si  variés  qui  s'offriront  à  eux,  leurs  maîtres  scientitiques. 
Mais  ensuite,  à  l'Ecole  Normale,  répartis  selon  l'ordre  d'ag^ré- 
«JCation  auquel  ils  se  destineront,  ce  sera  en  commun  qu'ils  rece- 
vront la  culture  générale,  se  formeront  à  leur  tache  future,  et 
rKrole,  complétée  par  les  exercices  du  Lycée,  sera  ainsi  le  centre 
de  cette  éducation  professionnelle  telle  qu'elle  a  été  définie  plus 
haut. 

Il  importe  qu'elle  conserve  son  directeur  et  son  sous-directeur. 
A  eux  en  elTet  reviendra  le  soin  de  diriger,  avec  une  vigilance  de 
tous  les  instants,  cette  œuvre,  à  hien  des  égards  si  nouvelle,  de 
coordonner  les  efforts,  de  conseiller  les  jeunes  gens.  Leur  mandat 
sera  délicat,  leur  responsabilité  grave.  Par  contre,  il  n'est  pas 
nécessaire  de  maintenir  à  TEcole  un  personne!  enseignant  distinct 
de  celui  de  l'Université  de  Paris.  11  m'appartiendra  de  choisir 
parmi  les  professeurs,  les  chargés  de  cours  et  les  maîtres  de  con- 
férences de  cette  Université  ceux  (jui,  pour  un  nombre  déterminé 
d'années,  seraient  chargés  des  conférences  spéciales  instituées 
pour  les  candidats  au  professorat.... 

Le  projet  prévoit  que  l'entrée  de  l'Kcole  sera  plus  largement 
ouverte.  Il  n'est  pas  à  craindre  que  le  niveau  des  études  en  soit 
abaissé.  Tous  ceux  (pii  connaissent  le  système  actuel  des  examens 
d'admission  à  l'Kcole  savent  que,  chaque  année,  on  est  obligé 
d'écarter  des  jeunes  gens  qui  mériteraient  d'y  entrer,  qu'il  est 
arrivé  plus  d'une  fois  que  le  dernier  admis  fiU  bientôt  reconnu 
comme  un  des  meilleurs  de  la  promotion,  et  que,  entre  le  dernier 
des  admis  et  le  premier  des  ajournés,  la  différence  est  illusoire. 
Les  conséquences  de  ce  recrutement  trop  étroit  sont  déplorables. 
Ceux  qu'un  ou  deux  échecs  ne  découragent  point  recommencent 
une  nouvelle  année  de  rhétorique  supérieure  ou  de  mathématiques 
spéciales  et  se  stérilisent  en  quelque  sorte  dans  la  répétition  des 
mêmes  exercices  scolaires;  il  en  est  qui  n'entrent  à  l'Ecole 
qu'après  trois  ou  quatre  années  de  ce  stage  fastidieux  et  qui  cer- 
tainement, au  point  de  vue  du  développement  des  qualités  per- 
sonnelles, y  perdent  loin  d'y  gagner. 

Les  élèves  pourront  désormais  choisir  entre  le  pensionnat  et 
l'externat.  Il  est  bon  de  conserver  le  pensionnat  pour  ceux  qui, 
isolés  à  Paris,  seront  par  là  débarrassés  des  soucis  de  la  vie  maté- 
rielle. Mais  il  est  inutile  de  l'imposer  à  ceux  qui  ont  leur  famille  à 
Paris  ou  qui  peuvent  grâce  à  leurs  relations,  s'y  installer  facile- 
ment. 

Sur  un  point  encore  il  est  nécessaire  de  prévenir  toute  équi- 
voque. Les  mesures  projetées  ne  lèsent  pas  les  intérêts  des  Uni- 
versités de  province,  elles  ne  supprimeront  pas  les  conférences 
préparatoires  à  l'agrégation  qui  ont  été  organisées.  L'Etat  conti- 
nuera à  attribuer  à  ces  Universités  des  boursiers  d'agrégation,  il 
les  encouragera  à  instituer  de  leur  côté  l'éducation  pratique  des 
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futurs  professeurs.  II  convient  d'ajouter  que,  à  cet  égard,  plu- 
sieurs Universités  ont  déjà  fait  leurs  preuves,  qu'il  en  est  même 
qui  ont  montré  un  esprit  d'initiative  fort  heureux  et  qui  ont  de- 
vancé Paris  dans  la  voie  des  applications  pédagogiques. 

En  résumé,  Monsieur  le  Président,  le  projet  de  décret  que  j'ai 
l'honneur  de  soumettre  à  votre  signature  me  parait  conforme  aux 
vœux  des  Chambres  et  aux  intérêts  de  l'enseignement  public.  Je 
suis  convaincu  que  le  maintien  de  i'Kcole  Normale  ainsi  conçue 
est  nécessaire,  non  seulement  en  raison  des  souvenirs  qu'elle 
évoque  et  des  services  qu'elle  a  rendus,  mais  surtout  en  raison  des 
services  qu'elle  doit  rendre,  de  l'action  plus  profonde  encore  et 
plus  féconde  qu'elle  exercera  sur  la  science  et  sur  Téducation  na- 
tionales. 

Décret  du  10  novembre  1903.  —  Le  Président  de  la  République 
française,  sur  le  rapport  du  Ministre  de  l'Instruction  publique  et 
des  Beaux-Arts,....  Décrète  : 

Article  premier.  —  L'Ecole  Normale  supérieure  est  réunie  à  l'Université 
de  Paris.  Elle  y  constitue  un  établissement  investi  de  la  personnalité  civile, 
avec  un  budget  propre. 

Art.  2.  —  Elle  est  administrée,  sous  l'autorité  du  vice -recteur  de  l'Aca- 
démie de  Paris,  par  un  directeur  assisté  d'un  sous-directeur.  L'un  est  de 
l'ordre  des  lettres,  l'autre  de  l'ordre  des  sciences. 

Art.  3.  —  Le  directeur  est  nommé  par  décret  pour  cinq  ans.  d'apivs 
deux  listes  de  présentation,  de  deux  noms  chacune,  dressées,  l'une  par  le 
Conseil  de  l'Université  de  Paris,  l'autre  par  la  Section  permanente  du  Con- 
seil supérieur  de  l'Instruction  publique. 

Le  sous-directeur  est  nommé  dans  les  mêmes  formes. 

Leurs  pouvoirs  peuvent  être  renouvelés. 

Art.  4.  — Le  directeur  et  le  sous-directeur  siègent  avec  voix  délibérative. 
dans  le  Conseil  de  l'Université  de  Paris,  et,  suivant  leur  ordre,  sciences  ou 
lettres,  dans  le  Conseil  et  l'Assemblée  de  la  Faculté  des  sciences  ou  de  la 
Faculté  des  lettres. 

Art^  5.  —  Les  élèves  de  l'Ecole  Normale  supérieure  de  l'Université  de 
Paris  sont  nommés  au  concours.  Les  conditions  du  concours  sont  détermi- 
nées par  un  arrêté  ministériel. 

Art.  6.  —  Le  nombre  des  élèves  à  nommer  chaque  année  est  fixé  par  le 
Ministre  de  l'Instruction  publique.  Il  ne  peut  être  inférieur  au  chiffre  moyen 
des  agrégés  reçus  au  concours  pendant  les  cinq  années  précédentes.  La  liste 
des  candidats  autorisés  à  prendre  part  au  concours  est  arrêtée  par  le  Mi- 
nistre dans  les  formes  actuelles. 

Art.  7.  —  Les  élèves  sont  pensionnaires  ou  externes.  Le  nombre  des  pen- 
sions est  fixé  par  le  Ministre  d'après  le  crédit  inscrit  au  budget  de  l'Ecole. 
Il  est  mis  en  outre  à  la  disposition  de  l'Ecole  un  nombre  de  bourses  égal 
au  nombre  moyen  des  bourses  d'agrégation  attribuées  aux  Facultés  des 
sciences  et  des  lettres  de  l'Université  de  Paris  pendant  les  cinq  dernières 
années. 

Suivant  leur  rang  de  classement  au  concours  d'admission,  les  élèves  choi- 
sissent entre  les  pensions  et  les  bourses  de  l'Etat. 
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Art.  8. —  Les  élèves  de  l'Ecole  forment  deux  sections  :  une  seclion  des 
lettres  et  une  section  des  sciences.  Ils  sont  immatriculés  soit  à.  la  Faculté 
des  sciences,  soit  à  la  Faculté  des  lettres  de  l'Université  de  Paris. 

Art.  9.  —  Un  arrêté  ministériel  déterminera  l'organisation  des  études  à 
l'Ecole  Normale  et  notamment  la  préparation  pratique  des  élèves  au  profes- 
soral. 

Art.  10.  —  Les  emplois  permanents  de  maître  de  conférences  à  l'Ecole 
Normale  supérieure  sont  supprimés.  Les  enseignements  nécessaires  aux 
élèves  de  l'Ecole,  en  dehors  de  ceux  qu'ils  peuvent  recevoir  à  la  Faculté  des 
sciences  et  à  la  Faculté  des  lettres,  sont  confiés  par  le  Ministre,  pour  une 
durée  déterminée,  à  des  professeurs»  chargés  de  cours  et  maîtres  de  confé- 
rences de  ces  Facultés. 

Pendant  la  durée  de  cette  délégation,  ces  professeurs,  chargés  de  cours 
«"t  maîtres  de  conférences,  sont  dispensés  de  tout  ou  partie  du  service  des 
♦'xamens  en  vue  des  grades. 

Art.  11. — Chaque  année  il  est  rendu  compte,  au  Ministre  de  l'Instruction 
publique,  de  la  marche  et  des  travaux  de  l'Ecole,  dans  un  rapport  présenté 
par  le  directeur  et  délibéré  en  Conseil  de  l'Université  de  Paris. 

Art.  12.  —  Les  articles  2,  3,  \,  8,  9,  10.  11  ne  seront  mis  en  vigueur  qu'à 
dater  du  1«»"  novembre  1904. 

Art.  13.  —  Le  Ministre  de  rinslructiou  publique  et  dos  Beaux-Arts  est 
chargé  de  l'exécution  du  présent  décret  qui  sera  inséré  au  Bulletin  des  lois 
«'I  publié  au  Journal  Officiel. 


BIBLIOGRAPHIE 


\V.   Brûsch.    —    Grundriss   der   Elektrotechnik    fiir    technische    Lehr- 

anstalten.    mil  248  Abbildungen.    Un  vol.   relié,   gr.    iM-8o,    168  p.:    prix: 
Mk.  3,  B.  G.  Teubner,  Leipzig  1902. 

Le  petit  volume  que  nous  avons  sous  les  yeux  est  spécialement  destiné 
aux  élèves  des  nombreuses  écoles  techniques  de  rang  moyen  qui  existent 
en  Allemagne.  Il  est  divisé  en  vingt  «leçons»,  dont  chacune  peut  être 
traitée  en  deux  ou  trois  heures  dé  cours.  C'est  dire  que  cet  ouvrage  n'a 
pas  la  prétention  d'épuiser  le  sujet;  il  se  borne  aux  chapitres  qui  sont 
d'une  utilité  pratique  incontestable.  C'est  ainsi  que  l'électricité  statique, 
dont  l'importance  industrielle  est  relativement  faible,  n'est  pas  traitée  en 
un  chapitre  spécial;  quelques  brèves  notes  en  passant  suffisent  pour 
l'intelligence  des  phénomènes  où  les  charges  électriques  jouent  un  rôle. 
Tous  les  sujets  d'une  valeur  technique  sont  par  contre  largement  traités. 

Le  petit  tableau  que  voici  donnera  une  idée  de  la  répartition  des 
matières  : 

Lois  du  magnétisme,  de  l'électricité  dynamique,  de  l'électromagnétisme 
<*!  de  l'induction  (27  pages);  piles,  accumulateurs,  instruments  de  mesure 
(16  p.);    machines  et  moteurs  à  courant  continu,    appareils   de  démarrage 
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et  de  réglage  (35  p.);  machines  et  moteurs  à  oouraiil  allernatif;  trans- 
formateurs (32  p.);  transport  et  distribution  de  l'énergie  électrique  (14  p.|  : 
éclairage  électrique  (2'f  p.)  ;  applications  de  léleclricité  aux  usines  et 
carrières  (13  p.),  soit  un  total  de  161  pages  de  texte.  En  outre  204  figu- 
res, comprenant  souvent  3  ou  4  clichés,  illustrent  le  texte,  qui  est  en 
général  clair  et  concis.  Les  descriptions  d'expériences  ou  d'appareils  sont 
imprimées  en  caractères  plus  petits. 

Le  système  suivi  en  Allemagne  de  rédiger  très  brièvement  les  pro- 
grammes officiels  donne  aux  professeurs  une  grande  liberté  de  comprendre 
et  de  disposer  la  matière  de  leurs  cours  ;  il  en  résulte  que  si  parfois  des 
ouvrages  destinés  aux  écoles  sont  absolument  ridicules  par  l'étrangeté 
voulue  de  la  méthode,  ou  de  la  terminologie  beaucoup  d'autres.  — 
l'immense  majorité,  hAlons-nous  de  le  dire  —  se  distingue  par  une  origi- 
nalité de  bon  aloi  qui  en  rend  la  lecture  profitable  mémo  pour  ceux  qui 
connaissent  le  sujet  à  fond  ;  ils  peuvent  souvent  y  trouver  des  indications 
précieuses  pour  leur  enseignement.  C'est  à  ce  titre  que  nous  pouvons 
recommander  l'ouvrage  de  M.  Brûsch.        E.  Steinmann  Dr,  se.  (Genève». 

A.  H.  BucHEHER.  —  Elemente  der  Vektor-Analysis.  Mit  Beispielen  aus  der 

theoretischen   Physik.  Un  vol.  cart.    in-8°,  91    p.  ;  prix  :  Mk.  2.40  ;  B.  G. 

Teubner.  Leipzig. 

Le  Calcul  vectoriel  pénètre  de  plus  en  plus  dans  les  mathématiques  ap- 
pliquées. Il  n'est  pas  rare  de  le  voir  employé  dans  des  ouvrages  et  mé- 
moires récents  appartenant  à  la  Mécanique  ou  à  la  Physique  mathématique. 
C'est  qu'ingénieurs  et  physiciens  demandent  en  première  ligne  que  les  ma- 
thématiques leur  fournissent  un  moyen  de  calcul  leur  permettant  de  rester 
en  contact  direct  avec  les  lois  et  phénomènes  à  appliquer  ou  à  étudier.  On 
comprend  aisément  qu'ils  n'aient  pas  tardé  à  reconnaître  que  le  calcul  vec- 
toriel constitue  pour  eux  un  instrument  d'un  maniement  à  la  fois  rapide  <'t 
sûr  et  tout  particulièrement  approprié  aux  problèmes  qu'ils  ont  à  résoudre. 

L'ouvrage  de  M.  Bucherer  est  précisément  destiné  à  ceux  qui  désirent 
s'initier  au  Calcul  vectoriel  en  vue  des  applications.  En  moins  de  90  pages 
il  fournit,  d'une  manière  simple  et  claire,  les  éléments  les  plus  essentiel.s, 
accompagnes  d'un  grand  nombre  d'applications  tirées  de  la  Mécanique  et  de 
la  Physique. 

L'auteur  a  adopté  les  symboles  dont  fait  usage  M.  Fôppl  ;  quant  à  l'ex- 
posé lui-même,  il  se  rattache  à  la  méthode  de  Heaveside,  tout  en  faisant 
quelques  emprunts  à  Grassmann.  H.  F. 

Ern.  Lebon.  —  Géométrie  descriptive  et  Géométrie  cotée.  Confornn'  aux 
Programmes  dn  31  mai  1902  pour  l'Enseignement  secondaire;  Classe  do 
Première  C  et  D.  —  Un  vol.  broché,  in-8o,  119  pages,  prix:  2  f .  50  : 
Delalaiii  frères,  Paris,  1903. 

On  doit  déjîî  à  M.  Lebon  une  série  d'excellents  ouvrages  destinés  à  l'ensei- 
gnement des  diverses  branches  de  la  Géométrie,  notamment  un  «Traité  de 
Géométrie  descriptive  et  de  Géométrie  cotée  ».  Ce  manuel  de  Géométrii: 
descriptive  renferme  l'ensemble  des  notions  et  problèmes  élémentaires  con- 
cernant le  point,  la  droite,  le  plan,  la  circonférence  et  la  sphère,  ainsi  que 
les  principes  de  Géométrie  cotée.  Il  contient,  en  Appendice ,  les  explications 
nécessaires  pour  établir  une  épure  sans  faire  usage  de  la  ligne  de  terre, 
puis  il  se  termine  par  des  problèmes  sî  résoudre  classés  dans  Tordre  des 
matières  traitées  rians  l'Ouvrage. 
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La  méthode  suivit.'  el  le  mode  d'exposition  dénot(*nl  chez  l'auteur  nue 
(Crande  expérience  dans  renseignement  de  la  Géoméirie.  H.  F. 

Herra.   Schubert.  —  Niedere  Analysis.  Ersier  Teil  :  Kombinatorik.  VVahr- 

scheinlichkeitsrechnung.    Kettenbrùche    und  diophantisehe    Gleichungen. 

Zweiter  Teil:  Funktionen,   Potenzreihen,   Gleichungen.  —  Deux   volumes 

rart..  Collection  Schubert,  181  et  215  pages  ;  prix  ;  1.  Mk.  3  60;  ii,  Mk.3.80. 

G.  J.  Goeschen,  Leipzig,  1903. 

Dans  l'introduction  l'auteur  rappelle  qu'à  l'origine  le  terme  de  Niedere 
Analysis  (Analyse  inférieure)  a  été  introduit  par  opposition  à  IJôhere  Ana- 
lysis (Analyse  supérieure)  comprenant,  ou  parfois  même  supposant  connu, 
le  Calcul  différentiel  el  intégrai.  II  a  groupé  dans  le  premier  volume  l'Ana- 
lyse combinatoire  et  ses  applications  à  la  loi  du  binôme,  le  Calcul  des  Pro- 
babilités, les  fractions  continues  et  les  équations  dites  de  Diophante  (l'ana- 
lyse indéterminée  |.  Cette  première  partie  comprend  donc  les  notions  essen- 
tielles qui  se  rattachent  plus  particulièrement  au  rapport  de  deux  nombres 
entiers,  c'est-à-dire  au  nombre  rationnel. 

Dans  le  second  volume  c'est  le  nombre  irrationnel  qui  joue  le  rôle  fonda- 
mental. Ij'ouvrage  est  divisé  en  Irois  sections:  des  fonctions  ;  séries  entières 
et  applications  ;  des  équations  algébri(|ues  et  résolution  de  ré(|uation  du 
troisième  degré. 

Chaque  paragraphe  se  termine  par  des  exercices   simples  et  bien  choisis. 

Bien  que  les  volumes  de  la  Collection  Schubert  soient  entièrement  indé- 
pendants les  uns  des  autres,  on  peut  envisager  ces  éléments  d'analyse  algé- 
brique comme  faisant  suite  à  l'excellente  monographie  par  laquelle  débute 
la  collection,  à  V Elementare  Arithmetik  und  Algebra  du  même  auteur. 

VV.  VoioT.  —    Thermodynamik.  —   1.   Band.    Einleitung  :    ïhermometrie, 

Kalorimetrie,  Warmeleitnng.   Erster   Teil.    Thermisch-mechanische   l'm- 

selzungen.    (Sammlung    Schubert.    XXX/X)  ;    1  vol.  cart.    in-S»,   XV-SfiO 

pages.  Goeschen,  Leipzig,  1903. 

L'intéressante  Collection  Schubert  s'est  enrichie  d'un  nouveau  volume  : 
le»  traité  de  Thermodynamique  du  savant  professeur  de  Goitinguc,  M.  Voigt, 
dont  les  travaux  et  les  expériences  pour  la  détermination  des  constantes 
élastiques  des  cristaux  et  sur  la  Thermodynamique  sont  bien  connus. 

La  Collection  Schubert  ayant  pour  but  de  vulgariser  les  sciences  mathé- 
matiques et  leurs  applications  les  plus  importantes  à  la  Mécanique,  à  la 
Physique,  etc.,  M.  Voigt  a  cherché  à  faire  un  exposé,  à  la  fois  complet  et 
élémentaire,  de  tout  ce  qu'il  y  a  de  plus  essentiel  dans  une  science  qui,  par 
ses  applications  nombreuses,  doit  intéresser  au  plus  haut  degré  le  théoricien 
el  les  ingénieurs.  Dans  ce  but  l'étude  des  théories  classiques  est  toujours 
suivie  des  applications  les  plus  célèbres  et  «le  l'indication  précieuse  des 
mémoires  originaux;  c'est  pour  cela  que  M.  Voigt  donne  la  théorie  et  la 
description  des  méthodes  expérimentales*  (même  les  plus  récentes)  pour  la 
détermination  des  constantes  numériques,  dont  le  livre  olfre  un  tableau 
assez  complet. 

Signalons,  par  exemple,  l'exposition  des  recherches  de  Joule.  Hion. 
Kdtuud,  etc.,  sur  ré({uivalent  mécanique  de  la  chaleur;  l'application  et  la 
discussion  de  deux  des  plus  célèbres  théories  de  la  chaleur  solaire  (Mayer 
et  Helmholtz). 

M.  Voigt.  disons-le  tout  de  suite,  évite  soigneusement  toute  discussion 
sur  les  principes  fondamentaux  et  sur  la   manière  de  les   introduire  dans  la 
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science;  il  s'en  tienl,  presque  toujours,  si  la  méthode  classique  en  harmo- 
nie avec  les  principes  de  la  Mécanique,  qu'il  a  même  soin  de  rappeler  et  dv 
bien  préciser.  C'est  ainsi  que  l'exposition  des  principes  de  la  conservation 
de  l'énergie,  de»  vitesses  virtuelles,  etc.,  précède  l'analyse  des  propriétés 
des  transformations  thermiques  et  mécaniques. 

Tout  ce  qu'on  désignait  au  milieu  du  XIX*  siècle,  par  théorie  de  la 
chaleur  (thermométrie,  caloriniétrie  et  propagation  de  la  chaleur  suivant 
Fourier)  est  l'objet  de  l'introduction.  Sans  s'arrêter  à  des  développements 
analytiques,  l'auteur  examine  des  cas  particuliers  pour  établir  les  méthodes 
pratiques  pour  la  détermination  des  constantes  caloriliques. 

La  Thermodynamique  proprement  dite,  pour  les  gaz  idéaux  et  pour  les 
corps  dont  l'état  dépend  de  deux  variables,  est  exposée  dans  le  deuxiènu* 
et  le  troisième  chapitres.  Il  n'est  guère  possible,  dans  celle  courte  analyse, 
d'y  suivre  pas  à  pas  riilustre  auteur.  Un  examen  bien  plus  développé  s'im- 
pose cependant  pour  le  quatrième  et  dernier  chapitre. 

Il  a  pour  objet  la  recherche  des  équations*  fondamentales  de  la  Thermo- 
dynamique des  corps  à  plusieurs  variables  et,  en  particulier,  des  corps 
déformables  ;  c'est  une  partie  qui,  en  général,  n'est  pas  exposée  avec  les 
développements  qu'elle  mérite  dans  la  plupart  des  traités. 

Ici  même,  l'auteur  ne  suppose  pas  chez  ses  lecteurs  des  connaissances  trop 
étendues  et,  dès  le  début,  il  résume  tout  ce  qui  indispensable  à  connaître 
dans  la  théorie  de  la  déformation  infiniment  petite  et  dans  celle  des  pres- 
sions à  l'intérieur  d'un  corps  élastique. 

Il  passe  ensuite  à  établir  les  équations  générales  de  la  Thermodynamique 
pour  un  nombre  quelconque  de  variables,  donl  une  est  la  température  :  à 
l'introduction  du  premier  et  second  potentiel  et  enfin  à  la  Thermodynamique 
des  corps  élastiques,  donl  les  variables  sont  les  composantes  de  déforma- 
tion, et  qui  a  été  inaugurée  par  les  travaux  classiques  de  Lord  Kelvin. 

La  considération  du  premier  potentiel,  dans  le  cas  de  l'invariabilité  de 
température  ou  dans  celui  des  changemenls  adiabatiques,  conduit  à  la 
notion  fondamentale  de  potentiel  d'élasticité,  des  constantes  et  des  modules 
d'élasticité.  Ces  constantes  et  modules  (en  nombre  de  vingt-un  dans  le  ras 
le  plus  général)  sont  isothermiques  ou  adiabatiques  :  les  premiers  figurent 
dans  toute  question  d  équilibre  :  les  seconds,  plus  grands  que  les  premiers, 
dans  toute  question  de  mouvement.  L'ne  courte  exposition  des  moyens  pour 
les  déterminer  est  suivie  d'un  tableau  des  valeurs  de  ces  constantes  pour 
quelques-uns  des  principaux  cristaux  et  pour  des  corps  isotropes. 

Enfin  la  dernière  section  de  ce  chapitre,  l'un  des  plus  nouveaux  et  inté- 
ressants du  livre,  contient  l'application  de  la  première  et  seconde  équation 
fondamentale  aux  procès  irréversibles. 

Le  livre,  qui  ne  peut  gianquer  d'être  utile  aux  élèves  et  aux  professeurs, 
est  dédié  à  Lord  Kelvin  dont  les  travaux,  il  y  a  un  demi-siècle,  ont  le  plus 
contribué  à  la  connaissance  de  ceux  de  (^arnol  et  à  la  fondation  de  la  Ther- 
modynamique. R.  Marcolomgo  (Messinej. 

H.  Weukh  und  J.  Weli.stf.in.  —  Encyclopàdie  der  Elementar-Mathematik. 

Ein  Ilandbuch  fur  Lehrcr  und  Studierende.  Erster  Band  :  ElementarO 
Algebra  und  Analysis,  bearbeitet  von  H.  Weber.  —  Un  vol.  cart.  gr. 
in-8o,  XIV-'*47  p.  ;  prix  :  Mk.  8.—  ;    B.  G.  Teubner.  Leipzig.  1903. 

Destiné  à  la  fois  aux  professeurs  de  l'enseignement  secondaire  supérieur 
et  aux  étudiants  se   préparant  à   la   carrière  de  l'enseignement,  cet  ouvrage 
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constitue  un  utile  intermédiaire  entre  les  manueis  élémentaires  et  les  cours 
universitaires.  Aux  uns  et  aux  autres  il  apporte  d'importants  compléments 
surungrand  nombre dequestionslbudamcntalcs qu'il  est  impossibled'aborder, 
ou  du  moins  d'approfondir,  au  cours  des  études  secondaires.  Ces  questions 
tondameotales  sont  censées  être  connues  de  la  part  de  ceux  qui  suivent  les 
cours  universitaires;  de  là  des  lacunes  qui  présentent  de  sérieux  inconvé- 
nients au  point  de  vue  de  la  qualité  des  études. 

C'est  précisément  pour  combler  celte  lacune  qu(?  MM.  VVeber  et  Wellsteiu 
ont  entrepris  cette  publication  qui  a  pour  objet  l'exposé  des  fondements  des 
mathématiques  élémentaires  étudiés  en  toute  rigueur  et  suivant  leur  dévelop- 
pement logique.  Elle  comprendra  trois  volumes:  l.  Algèbre  élémentaire  et 
Analyse  algébrique;   IL  Géométrie;  III.  Mathématiques  appliquées. 

Les  auteurs  ont  cru  devoir  employer  le  titre  d'Encyclopédie  des  mathé- 
matiques élémentaires.  Il  ne  s'agit  nullement  d'une  encyclopédie  au  sens 
attribué  généralement  à  ce  terme,  tout  au  moins  dans  les  pays  de  langue 
française.  C  est  un  exposé  systématique  des  fondements  des  mathématiques 
envisagés  dans  leur  développement  logique.  T^'ouvrage  n'a  pas  ce  que  l'on 
appelle  un  caractère  encyclopédique-,  ainsi  il  laisse  presque  entièrement  de 
côté  les  renseignements  historiques  et  bibliographiques,  en  se  bornant  à 
renvoyer  le  lecteur,  d'une  part  ù  l'Histoire  des  Mathématiques  de  M.  Cantor, 
d  autre  part  à  un  article  que  M.  Max  Simon  consacre  aux  mathématiques 
élémentaires  dans  V Encyklopàdie  der  math.  Wissenschaften.  Le  sous-titre 
Handbuch...  caraclérise  sunisamment  le  livre;  il  n'y  eut  donc  pas  eu  d'incon- 
vénient à  laisser  de  côté  la  dénomination  d'encyriopédie.  Mais  ce  n'est  là 
((u'une  affaire  de  roots  et  le  Traité  de  MM.  Weber  et  Wellstein  n'en  constitue 
pas  moins  un  ouvrage  qui  est  appelé  à  jouer  un  rôle  très  utile. 

Ce  premier  volume,  rédigé  par  M.  Weber,  est  divisé  en  trois  parties.  La 
première  comprend  les  fondements  de  V Arithmétique.  Celle-ci  s'élend,  comme 
cela  est  d'usage  chez  les  auteurs  allemands,  à  la  fois  sur  l'Arithméliquc 
proprement  dite  et  sur  les  éléments  d'Algèbre  ;  elle  renferme  les  matières 
suivantes  :  Nombres  naturels.  Les  opérations.  Division  et  introduction  des 
fractions.  Nombres  irrationnels.  Rapports.  Puissances  et  logarithmes.  Kqua- 
tions  du  premier  degré.  Equations  du  second  degré  et  nombres  imaginaires. 
Permutation  et  combinaisons.  Applications  diverses  ;  théorème  du  binôme, 
progressions;  intérêts  composés  et  annuités. 

Comme  le  montre  cette  énuméralion,  la  première  section  embrasse  à  peu 
près  l'ensemble  des  notions  élémentaires  inscrites  dans  les  programmes  de 
l'enseignement   secondaire  classique  et  moderne. 

La  seconde  partie,  intitulée  Algehra,  débute  par  l'étude  des  propriétés 
f<mdamentales  des  équations  algébriques  ;  puis  viennent  les  équations  indé- 
terniii^'es  du  premier  et  du  second  degrés,  les  fractions  continues,  la  réso- 
lution algébrique  des  équations  des  8«  et  4«  degrés,  le  calcul  approché  des 
racines  d'une  équation  numérique,  la  division  du  cercle.  Nous  signalons  toul 
particulièrement  à  l'attention  des  professeurs  le  dernier  chapitre  de  la  2»  par- 
tie; l'auteur  y  donne,  sous  une  forme  très  condensée,  les  propriétés  algé- 
briques sur  lesquelles  repose  la  possibilité  de  résoudre  un  problème  à  l'aide 
de  la  règle  et  du  compas  et  l'impossibilité  de  résoudre  l'équation  du  cin- 
quième degré. 

La  troisième  partie  contient  les  principes  essentiels  de  la  théorie  des 
séries  :  séries  numériques:  séries  entières;  applicationsà  lasérie  deNewtonel 
à  la  série  logarithmique;  série  trigonométri(|ue.  Viennent  ensuite  un  chapitre 
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sur  les  produits  infinis,   puis  une  étude   de  la   transcendanee   des  nombres 
e  et  ir  présentc^e   sous   une   forme  reinarquablemenl  simple. 

Cetlc  énumération  des  matières  contenues  dans  ce  volume  montre  que  le 
domaine  des  mathématiques  élémentaires,  tel  que  l'a  délimité  M.  Weber,  est 
assez  vaste.  Il  représente  bien  l'ensemble  de»  connaissances  que  devrait  pos- 
séder l'étudiant  en  mathématiques  lorsqu'il  aborde  les  études  supérieures. 
Toutefois  suivant  les  pays  et  leur  organisation  des  études,  ces  matièrc^s  sv 
trouvent  parfois  réparties  sur  les  programmes  de  l'enseignement  secondaire 
supérieur  et  de  l'enseignement  universitaire.  Je  tiens  à  ajouter  qu'à  c6té  de> 
théories  classiques  qui  figurent  sur  la  plupart  des  programmes,  l'auteur  a  in- 
troduit quel({ues  principes  et  problèmes  fondamentaux  qu'il  est  désirable  di» 
voir  pénétrer  dans  l'enseignement  «les  éléments  de  mathématiques.    H.  Kkhk. 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE 


1.  Sommaires  des  principaux  périodiques: 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Comptes  nndus  publiés  par  lAca- 

demie  dei  J-iincei.  Auiiée  300,  3"»»    série,    1903.  E.  Lœscher  et  C'*.  Rome. 

7  juin.  —  iSéance  solennelle  honorée  de  la  présence  de  LL.  MM.  le  Koi 
et  la  Reine.  —  P.  Villari  :  Discours  inaugural.  —  L.  Pigomim  :  Le  pin 
antich(>  civilta  dell'  Italia.  —  Prix  académiques.  Lauréats  des  concours. 

21  juin.  —  FuBiM  :  Ricerche  gruppali  relative  aile  equazioni  dei  la  dina- 
niica,  —  Boooro:  Sulla  legge  elementare  di  Weber  relativa  aile  a/.ionieletlro- 
dinamiche  di  due  cariche  elett riche  in  movimento.  —  Contarim  :  Sul  moto 
dun  sistema  olonomo  di  corpi  rigidi.  —  Bi.ankrna  :  Morte  dei  Socio 
L.  Cremona  o  dei  Socio  C.  Gi'genbaur. 

5  juillet.  —  Pascal  :  Le  Iransforma/.ioni  infinitesime  applicala  ad  una 
forma  difl'erenziale  <li  ordine  /•.  —  Boggio  ;  Voir  fasc.  précéd<'nl. 

19  juillet.  —  Pascal  :  Voir  fasc.  précédent.  —  Boggio  :  idem.  —  Fcbim  : 
Voir  fasc.  antéprécédenl.  —  Severini  :  Sulla  série  di  funzioni  analitiche. 

2  août  :  Sevkrini  :  Voir  fasc.  précédent. 

16  août.  —  KuBiM  :  Voir  fasc.  antéprécédenl. 

6  septembre.  —  Pascal  :  SuUe  trasforma/.ioni  infinitesime  ehe  lasciano 
invarianta  una  forma  o  un  equazione  ai  dillerenziali  tolali. 

20  septembre.  —  Ricco  e  Mascaki  :  Kotographia  délia  Conieta  1903  c. 

'•  octobre.  —  Pascal  :  La  estension(*  dei  problemi  di  ridu/.ioue  di  Pfafl- 
Grassmann  <•  Jacobi.  —  Sfvkri  :  Sulle  deficienza  délia  seri(?  caratleristira 
«li  un  sistema  lineare  di  curve  apparten(*nle  ad  una  superficie  algebrica.  — 
Severini  :  Sulle  seri(>  di  funzioni  analitiche. 

Bulletin  de  la  Société  française  de  Philosophie,  dirigé  par  \.  Léon  et  .\n- 

dré  Lalande.  3'"«  année,  1903.  Arm.  Colin,  Paris. 

No»  6  et  7.  —  Vocabulaire  philosophique  (B  à  (Cynisme). 

Nous  signalons  cette  publication  à  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  progrès 
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de  la  philosophie  contemporaine  et  nous  attirons  tout  particulièrenienl  leur 
attention  sur  les  fascicules  consacrés  au  «  Vocabulaire  philosophique  ».  La 
ronstitution  de  ce  vocabulaire  a  été  entreprise  par  MM.  Belot,  Couturat, 
Df.lbos  et  Lalande  ;  mais  le  texte  n  est  arrêté  qu'après  discussion  en  séances, 
auxquelles  on  est  heureux  de  constater  la  présence  de  savants  appartenant 
aux  diverses  branches  scientifiques.  Les  sciences  mathématiques  y  sont  re- 
présentées notamment  par  MM.  Hada.%iard,  Paiklevé,  J.  et  P.  Tanwery. 

Bulletin   des    Sciences    mathématiques,    rédigé   par  MM.   G.    Dakroux. 
E.  Picard,  J.  Taknery.  Paris.  Gauthier-Villars.  Tome  XXVII,  1903. 
Juillet.  —  P.  Maksion  :  Sur  la  représentation  proporlionnelle. 
Août.  —  E.  LiNDELôF  :  Sur  la   détermination   de   la   croissance  df»s    fonc- 
tions entières  délinies  par  un  développement  de  Taylor.  — E.  Goursat  :  Sur 

quelques  développements   de en  séries  de  polvnùmes. 

Septembre.  Octobre.  —  X.  Saltykow  :  Sur  les  théorèmes  de  Jacobi  et 
Ijiouville. 

Novembre'.  —  J.  Dolb.ma  :  De  quelques  points  concernant  la  théorie  de  la 
transformation  des  fonctions  elliptiques. 

Décembre.  —  Comptes  rendus  et  analyses. 

Bulletin  of  the  American  mathematical  Society,  publié  par  F  -N.  Couk.  A. 

ZrwET,  D.-E.  Smith.  Macmillan  Company.   New- York.   —  2«  série  1903. 

T.  X,  No  1  (Octobre)  —  S.  Epstbbn  :  Sur  les  congruences  différentielles 
linéaires.  —  L.-E.  Dickson  :  (Champs  dont  les  éléments  sont  des  expiH»s- 
siims  différentielles  linéaires.  — C.-H.  Sisam  :  Sur  les  courbes  directrices  des 
rouleaux  quinliques.  —  P. -F.  Smith  :  L'œuvre  mathématique  de  J.-\V.  Gibbs. 

No  2  (Novembre).  —  F.-N.  Cole  :  La  dixième  réunion  d'été  de  la  Société 
mathématique.  —  J.  Westlund  :   Sur  lu    congrueiice  x^(P)=l  (module  P"  ). 

—  E.-WiLsOi\  :  La  Mécanique  de  Mach. 

No  3  (Décembre).  —  H. -S.  White  :  Les  systèmes  linéaires  de  courbes  sur 
les  surfaces  algébriques.  —  E.-T.  Whittaker  :  Une  expression  de  certaines 
fonctions  connues  comme  fonctions  hypergéométriques  généralisées.  — 
F.-N.  Cole  :  Sur  la  mise  en  facteurs  de  grands  nombres.  —  A.  Emch  :  Note 
sur  le-  discriminant  p  des  équations  différentielles  linéaires  ordinain's.  — 
E.-B.   \ViLso:«  :  L'action  hydrodynamique  à  distance. 

No  4  (Janvier  190'i).  —  F.-N.  Cole:  La  réunion  d'octobre  de  l'Am.  math. 
Society.  —  Dicksok  :  Deux  systèmes  de  sous-groupes  du  groupe  (juaternaire 
abélien.  —  O.  Bolza  :  La  détermination  des  constantes  des  problèmes  de  la 
brachistochrone.  —  A. -S.  Gale  :  Sur  trois  types  de  surfaces  du  3'"«  ordre 
envisagées  comme  une  surface  double  de  translation.  — Newsow:  (Correction 
de  son  article  intitulé  :«  Continuons  groups  of  circular  transformations.  »  — 
Bibliographies,  Notes. 

Jaliresbericht  der  Dentschen  Mathematiker-Vereinignng,  in  Monaisln  ften 
herausgegeben  von  A.  Gutzmer  in  Jena.  B.  12.  1903;  B.-G.  Teubner.  T^eip/.ig. 
Heft  6.  —  W.  ScHLiNK  :  Ueber  die  Déformation  von  rhombischen  Net/.en 

und  âhnliche  Problème.  —  G.  Frege  :  l'eber  die  Grundiagen  der  Géométrie. 

—  L.  Gegenbauer  :  Ein  vergessc^ner  Oeslerreicher. —  Mitleilungen  u.  Nachr. 
Heft  7.  —  M.  Cantor  :  Maximilian    Curtze  f.    —   G.    Fkkge  :    l'eber  die 

<jruudlageii  drr  Géométrie,  H.  —  Milteilungen  und  Nachrichten. 
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Hefl  8  cl  9.  —  K.  Hkun  :  Ucbor  die  Eiiiwirkunjç  der  Technik  auf  die 
Eiitwicklunjç  der  Ihrorriischen  Mochanik.  —  H.  Wkber  :  Ueber  die  Stellun^ 
der  Elonienlarmatheinatik  in  diir  inathoiiiatii«t>h<Mi  VVissenschafl.  —  A.  Kor- 
SELT  :  Ueber  die  Gruiidla^eii  der  Géométrie.  —  E.  VVôlffing  :  Ueber  die 
bibliog^raphisoheii  Hilfsinittel  der  Matheinatik.  —  F".  Mûller  :  Ueber  die 
Abkiirzuiig  der  Titel  inathemalisehcr  Zeilschrit'ten.  —  F.  Mëller  :  Abge- 
kùrzle  Tilel  von  Zeitsehriften  niatheinatischen  Inhalts.  —  F.  Mûllrr  : 
Erlàuteruiigen  und  historischc  Notizen  zu  vorslehendeni  Verzeielmisse.  —  L. 
pR'ANDTL  :  Grundsiitze  fiir  eine  eiiiheitliche  Sehreibuug  der  Vektoreiirech- 
nung  ini  leehnisehen  Unterrieht.  —  Milteilung^en  und  Nachrichten. 

Heft  10,  —  P.  Stackel.  Bericht  iiber  die  Mechanik  mehrfacher  Mannig- 
faltigkeiten.  —  NV.-Fr.  Meykr  :  Ueber  einen  Zusammenhang  zwisehcn 
FUichentheorie  iind  Meehanik.  —  L.  Heffter  :  Ueber  das  Lehrgcbaude  der 
Géométrie,  insbesondere  bei  analyMseher  Behandiung.  —  W.  Wien  :  Ueber 
die  Diflereiitialgleichungcii  der  Eleelrodynamik  fiir  bewcfz^te  Kfirper,  —  C. 
Juel  :  Ueber  das  Voliimen  der  Pyramide.  —  E.  Lampe  :  Ernst  Kossak.  — 
E.  WftLFFiNC  :  Sprecbsaal.  —  Mitleilungen  und  Nachriehlen. 

Hefl  11  et  12.  —  A.  Kkazer  :  Beriohi  ùber  die  Jahresversammlung  in 
Kassel.  —  G.  Scheffers  :  Ueber  Integralionstheorien  von  Sophus  Lie.  — 
H.  Liebmann  :  Neuer  Beweis  des  Mindlingschen  Satzes.  —  E.-B.  Wilson  : 
Ueber  eine  von  den»  Begriff  der  T^iinge  unabhiîngige  Définition  des  Volu- 
mens.  —  R.  Meumke  :  Zur  graphischen  Kinematik  und  Dynamik. —  H.Burk- 
HARDT  :  Ueber  Rcihenentwicklungen  nach  os/iliierenden  Funktionen.  — 
H.  LoRENZ  :  Der  Unterriehl  in  angewandter  Mathematik  und  Physik  au  den 
deulschen  Universitiilen. — G.  Ritter  :  Reformfragcn  unserer  Universitàlen. 

—  A.  pRiNcsHEiM  :  Ueber  die  Définition  von  Funktionen  einer  Veranderli- 
eheii  durch  (irenzwerle  von  der  Forni  V\mfn(x},  /inioo  . 

PeriodicodiMatematicadircIto  dal  G.  Lazzeri.  Livorno,  R.  Giusti.  Série  lU. 
Vol.  1.  190a. 

Juillet-Août.  —  (i.  Frattim:  AppHeazione  di  ui»  cometlo  nuovo  ail'  ana- 
lisi  indeterminata  aritmetiea  e  algebrica  di  2^  grado  con  una  nota  sulT 
equazione  di  Pell.  —  (i.  Pesci  :  Sui  quadrangolo  sferico  inscrit lible.  — 
M.  CiPOLLA  :  Su  di  una  classe  di  polinomi.  —  L.  Carli.m  ;  Nuove  conside- 
razioni  sopra'le  permutazioni.  —  L.  Tenca  :  Sul  primo  teorema  di  Rosanes. 

—  V.  CoRRENTi  :  Sopra  la  funzione  algebrica  inlera  ad  una  variabilc  rhe 
ammette  zeri  semplici  e  reali.  —  .\.  Bolza  y  Obojero  :  SulT  Jacobiauo  di 
un  sistema  di  forme.  —  R.  Occhipenti  :  Su  alumi  determinanti  circolanti 
orlali.  —   Luigi  Oemona  (Necrologia). 

Novembre- Décembn*.  —  Lugaro  :  Intorno  aile  singoiarità  di  una  funziouc 
dipendenti  da  quelle  di  più  funziuni  date.  —  Pirondim  :  Sulle  evolvcnli  suc- 
cessive di  un  cercbio.  —  Sibiram  .  Alcune  applicazioni  di  calcolo  délie 
differenze.  —  Lazzakim  :  Il  «  Latino  sine  ffexione  »  del  prof.  Peano.  — 
Tenca  :  Progressioni  simboliche  dei  coefficienti  chc  compaiono  ucllo  sviluppo 
délie  forme  ternarie  di  ordine  qualcunque  con  polentze  di  forme  teraaric 
lincari.  —  Pio**ole  note. 

Philosophical  Transactions  of  the  Royal  Society  of  London.  Séries  A.  vol. 
201;  Dulan  and  C»,  Londres  190;i. 

Ch.-J.  Jolt  :  Qualernions  and  Projective  Geometry.  (pp.  223-327). 
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Proeeedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Séries  2.  Vol.  1.  Hogson 
and  Sou,  Londres. 

Part.  1  (September  1903).  —  J.  Lakmok  :  On  the  nialhoniatical  Expression 
of  the  Principle  of  Hiiyghens.  —  H. -F.  Baker  :  On  fnnclions  of  several 
variables.  —  Lovk  :  Wave-motions  wilh  discontinntios  at  Wave-Fronts.  — 
F. -H.  Jacksox  :    Séries  connecled  with  the  enumeration  of  Partitions. 

Part.  2  (Novembre  1903).  —  F. -H.  Jackson  :  (suite  du  mémoire  indiqué 
ri-dessus).  —  W.-H.  Younc  :  On  Non-uniform  Convergence  and  Term-by- 
term  Intégration  of  Séries.  —  J.  Bkill  :  On  the  Minors  of  a  Skew-symme- 
trical  Déterminant.  —  W.  BrRxsioE  :  On  an  Arilhmelical  Theorem  connec- 
led with  Roots  of  Unily,  and  its  application  to  Group-Characteristics.  — 
W.  BuRNsiDE  :  On  ihe  Représentation  of  a  Group  of  Finite  Order  as  an 
Irréductible  Group  of  Liuear  Substitutions  and  the  direcl  Establishment  of 
the  Relations  between  the  Group-Characleristics.  —  G. -H.  Hardy  :  On  the 
Convergence  of  certain  Multiple  Séries.  —  H.-W.  Ricmmo.nd  and  T.  Stuart  : 
The  Inflexion  Conic  of  a  Trinodal  Quartic  Curvc.  —  Ali.an  Cl.nmngham  ; 
On  4-ic  Residuacity  and  Reciprocity.  —  J.-H.  Grâce  :  Extension  of  two 
Theorems  on  Covariants.  —  A.-W.  Coxway  :  The  Fîeld  od  Force  due  to  a 
mowing  Electron. 

Part.  3  (Janvier  1904).  —  Conway  :  (Voir  ci-dessus,  suite).  —  S. -M.  Jacob  ; 
On  Séquences  which  détermine  the  /i-th  Root  of  a  Ralional  Number.  — 
Allan  Cux.nikgham  and  A.-E.  Wester.n  :  On  Ferniat's  Xumbers.  —  T.-J.  l'A. 
Bromwich  :  Note  on  Double  ]..iraits  and  ou  the  Inversion  of  a  Repeated  \nl\-  ' 
nite  Intégral.  —  A.  Youwc  :  On  Covariant  Types  of  Bin;iry  w-ics.  —  J.-H. 
Grâce  :  Note  on  the  forcgoing  Paper.  —  P. -A.  MacMahon  :  On  the  Applica- 
tion of  Quatemions  to  the  Orthogonal  Transformation  and  Invariant  Theory. 

—  W\-H.  Younc  :  On  Closed  Sels  of  Points  and  Cantor's  Numbers. 

Part.  4  (Février  190'*).  —  W.-II,  Youkg  :  {Voir  ci-dessus,  suite).  — 
H. -F.  Baker  :  Elementary  Note  on  the  W^eddle  Quartic  Surface.  —  W.-H. 
Young  :  On  Séquences  of  Sets  of  Intervais  containing  a  given  Sel  of  Points. 

—  H.  Hilton  :  On  Spherical  Curves.  —  L.-E.  Dickson  :  Addition  to  the 
Paper  on  the  four  known  Simple  Linear  Groups  of  Order  25920.  —  G. -H. 
Hardy  :  A  General  Theorem  concerning  absolulely  Convergent  Séries.  — 
A.-E. -H.  Love  :  The  Propagation  of  W^ave-Motion  in  an  Isolropic  Elastic 
Solid  Médium. 

Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  dirigée  par  X.  Léon.  I2n>«  année, 
1904,  Arm.  Colin,  Paris. 

Le  N®  de  Janvier  contient  la  première  partie  d'une  étude  qui  est  de  nature 
à  intéresser  tous  ceux  qui  suivent  le  développement  remarquable  que  prend 
la  Logique  des  Sciences.  Celte  étude,  due  à  M.  Couturat.  a  pour  titre:  Les 
Principes  des  Mathématiques;  I.  Principes  de  la  Logique. 

A  signaler  dans  ce  même  numéro,  parmi  les  éludes  critiques,  celle  de 
M.  Leghalas  :  Sur  la  théorie  géométrique  du  Général  de  Tilly. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques  dirigée  par  P. -H. 
ScHouTE,  D.-J.  Korteweg,  J.-C.  Ki.uyver,  W.  Kapteyn,  J.  Cardinaal.  t. 
XII.  (Première  partie  :  1903  avril-oclobre.)  Delsman  en  Nolthenius,  Am- 
sterdam, 1904. 
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Revue  scientifique,   paraissant   le    samedi,   fondée  en    1863.   5<^  série.  T.  I. 

1904;  41  his,  rue  de  Chuteaudun,  Paris. 

Xous  attirons  l'attention  de  nos  leeteurs  sur  une  transformation  que  vient 
de  subir  ce  périodique  dont  la  rédaction  sera  dirigée,  à  partir  de  1904,  par 
le  Docteur  Toulouse,  médecin  en  chef  de  l'Asile  de  Villejuif,  directeur  à 
l'Ecole  des  Hautes-Etudes.  Une  plus  grande  place  sera  accordée  aux  re- 
cherches expérimentales  de  toutes  les  sciences,  y  compris  les  sciences  psy- 
chologiques et  sociologiques,  dans  la  mesure  où  elles  se  rapprochent  des 
autres  par  des  méthodes  plus  rigoureuses. 

No  I  (2  janvier,  1904).  — J.  Joteyko  :  A  propos  des  femmes  mathématicienoes. 

N"  5  <30  janvier).  —  Fr.  Oom  :  Cercle  et  jour  décimaux  et  méridien  initial. 

rs'o  7  (13  février).  —  M.  Curie  :  Le  radium. 

Xo  11  (12  mars).  —  G.  1a)Ria  :  Encore  les  femmes  mathématiciennes. 

Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy.  Vol.  XXXII.  Sect.  A.  1903. 

Part.  VI.  —  Sir  R.  Ball  :  On  ihe  reflection  of  screw-systems  and  allicd 
questions  (pp.  101-154). 

ZeitSChrift  fur  Mathematik  und  Physik,  herausgegehen  von  R.  Meumkk  und 

C.  RuNGE.  49.  Band.  B.-G.  Teubner,  Leipzig  1903. 

Heft  1.  —  A.  Ha.sch  :  Zur  Théorie  des  raumlichen  Fachwerks.  —  P.  So- 
MOFF  :  Ueber  einige  Gelenksysteme  mit  àhnlich-verânderlichen  oder  affin- 
veranderlichen  Elementeii.  —  R.  Meh.%ike  :  Ueber  die  Benennnng  und  kijie- 
matische  Unterscheidung  der  verschicdenen  Arten  von  Kurvenpunkten  sowie 
ùber  Kriimmungen  und  Windungen  verschiedener  Ordnung.  —  E.Fôrster  : 
Zum  Ostwaldschen  Axiom  der  Mcchanik.  —  E.  Muller  :  Zur  Frage  der 
Bezeichnungsweise  in  <ler  darstellenden  Géométrie.  —  G.-L.  Tiraspolsky  : 
Bestimnuing  des  Schwerpunktes  einer  krumraliuig  begrenzten  ebeneii  Flâche 
mit  Hilfe  des  Polarplanimeters  von  Amsler.  —  ]\.  J.  Hatzidakis  :  Eîne  Be- 
merkung  zur  graphischen  Slatik. 

Heft  2.  —  O.  Eggert  :  Ueber  die  gijnstigslen  Punktlagen  beim  «  Ein- 
schneideu  ».  —  A.  Weiler  :  Geomelrisches  ûber  einige  Abbildungen  der 
Kugel  in  der  Karlenentwurfslehre.  — A.  Grunwald  :  Zur  Veranschaulichung 
des  Schraubenbundels.  —  J.  Horn  :  Zur  Théorie  der  kleinen  endlichen 
Schwingungen  von  Syslemen  mit  einem  Freiheilsgrad.  —  F.  Ludwic  : 
Neuer(^  Litteratur  ûber  das  Grenzgebiet  der  Biométrie. 

Heft  3.  —  L.  Graetz  :  Ueber  die  Spaimungskurve  gesiittigter  Diimpfe.  — 
R.  Gans  :  Ein  Bcitrag  zur  Théorie  der  Nobilischen  Farbenringe.  —  F.  Ber- 
ger :  UW'ber  ein  Naherungsverfahreii  zur  Beslimmungderwahrscheinlichsten 
Form  empirisch  ermittelter  Kurven.  —  O.  Kragh  :  Ueber  die  Kreiselbewe- 
gung  an  der  Erdoberfliiche.  —  A.  Kempe  :  Ueber  die  stetige  Erzeugung  ge- 
wisser  Schleifenkurven.  die  einen  beliebigen  Winkel  in  gleiche  Teile  teilen. 
—  H.  Heimann  :  Die  durch  Eigengewicht  verursachte  Déformation  eines 
liings  einer  Mantelliuie  untergtiitzten  Kreis-Cylinders.  —  F.  ScuuR  :  Ueber 
die  Zusammensetzung  von  Vekloren.  —  J.  SchnOckel  :  Ein  Apparat  zur 
Bestimniung  des  Fliicheninhalts,  des  statischen  Moments,  Trâgheitsmoments 
und  beliebiger   anderer   Momente    krummlinig  begrenzter   ebener   Figuren. 

Heft  4.  —  O.  MoHR  :  Beitrag  zur  Géométrie  der  Bewegung  ebener  Ge- 
triebe.  —  H.  Sellentin  :  Der  Einfluss  der  Stirnwiinde  eines  Kessels  auf  die 
Festigkeil  der  Mantelbleche.  —  A.  Ludin  :  Der  dreifach  statisch  unbe- 
stimmte  Bogentriiger  unter  di-r  Einwirkung  beliebig  gerichteter  Knifte. 
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Zeitschrift  fur  mathematischen  and  naturwissenschaftlichen  Unterricht, 

bejçrûndel     1869    durch  J.-C.-V.     Hoffmanr,    herausgegebon  von   D»"    H. 
ScHOTTE.x,  î{4.  Jahrgang,    1903.  B.-G.    Teubiicr,  Leipzig  u.  Berlin. 

Hofl  5.  —  K.  Geisslek  :  Die  Asyniptole  uad  die  Woitcnbehaftungeu.  — 
P.  V.  ScH^EWEN  :  Beilriige  zur  Lôsung  dcr  unbcslimmten  quadratÎMchcu 
Gloiehungcn  mit  zwei  Unbekannten.  —  E.  Eckhardt  :  Ueber  cino  einfachero 
Fassung  des  allg.  Pylhagoreischen  Lehrsatzes.  —  E.  Eckhardt  :  Noue  Be- 
st iminung  des  Inhalls  eines  Drcieeks  durch  die  Seiten.  —  E.  Eckhardt  : 
Der  Salz  iiber  die  Mittellinie  nach  einer  Dreiecksseile  in  neucr  Forni.  —  O. 
I1errhai«k  :  Ueberdie  AbleiUmg  der  Formeln  bei  der  harmonischen  Teilung. 

Hefï  6.  —  H.  Weber  :  L'eber  die  Stellung  der  Elemcntarinalheniulik  in 
dri-  mathematischen  Wissenscliaft.  —  R.  Glauer  :  Die  trigonometrische 
Aufgabe  in  L'ntersekunda.  —  H.  Keferktein  :  Ein  Beitrag  zur  Diskussion 
der  allgfmeinen  Kegelschnillgleichung.  —  H.  Kefekstein  :  Eine  slcreome- 
trische  Ableitung  des  Satzes  von  den  Schwerlinien  des  Drcieeks.  —  A. 
MiLLEK  :  Konstructive  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  Dreiecksuni- 
langes.  , —  \V.  Thiememann  :  Ein  Satz  liber  Vielflache,  die  ein  umbeschrie- 
benes  Kolationsellipsoïd  besitzen.  — J.-C.-V.  Hoffman:^  :  NocheinmalHiickels 
Wellriitsfl.  —  T.  Schwartze  :  Bemerkungen  zur  Formulierung  des  Stoss- 
gesi'tzos. 

Heft  7.  —  Rkimter  :  Die  Stndenlen  der  Malhemalik  auf  den  Technischon 
Hochschulen.  —  Rudolf  Benrsch:  Ueber  die  einer  Ellipse  eingeschriebenen 
Dreieck*'  von  grossiem  l'mfange.  —  H.  Schubert  :  Elementarc  Berechnung 
der  Logarithmen.  —  A.  Schulke  :  Einigos  iiber  mathematische  Ausdrucks- 
wt'ise.  Zugieich  eine  Entgegnung  an  den  Redakteur  der  Nalurwissenschaft- 
lichen  Wochenschrifl  Herrn  D""  Kôrber. 

Heft  8.  —  II.  RirHLMANN  :  Zwei  Wùnsche  znm  Linearzeichnen.  —  (^ 
Bbyel  :  Die  Bezeichnung  in  der  darstellonden  Géométrie.  —  H.  Schubert  : 
Eleincnlare  Berechnung  des  Logarithmen.  —  K.  Haas  :  Einfache  Berech- 
nung des  Yolumens  des  Rolalionskôrpers,  der  durch  die  Rotation  eines 
Kreissegnientes  um  den  zur  Grenzsehne  parallelen  Durchmesser  cntsteht. 
—  .M.  KisELJAK  :  Eine  n<'ne  Auflosungsmethode  dcr  homogenen  quadrati- 
scheii  (jrleichungen  zwei  rnbekaimten. 


)S.  Liivres  nouveaux  : 

W.-M.  Baker  and  A. -A.  Bolrne.  —  Elementary  Geometry.  (Cambridge  Ma- 
thematical  Séries.)  Third  Edition  revised.  —  \}\\  vol.  8",  477  p.  ;  prix  : 
'i  s.  6d.  :  George  Bell  et  Sons,  Londres,  190S. 

J.  Brubach.  —  Le  vrai  guide  du  vendeur,  accompagné  de  nombreux  exem- 
ples et  de  tableaux  pour  calculer  les  bénélices,  les  prix  de  revient  et  les 
prix  de  vente.  —  Un  p.  volume  cari.  35  p.  ;  prix:  1  fr.  50;  Librairie  Ha- 
chette &  Ci«,  Paris.  190'i. 

C.  Bukali-Forti.  —  Lezioni  di  Geometria  metrico-proiettiva.  (BibUoteca 
matematica  Vol.  X.|.  —  l'n  vol.  gr.  in-8o,  308  p.;  prix:  L.  8. —  :  Bocca 
frères,  Turin,  1904. 

Air.  Capelli.  —  Elementi  di  Aritmetica  ragionata  e  di  Algebra  ad  uso 
dell'istruzione  secondaria.  Libro  III  :  I Numeri  negativi.  — Un  vol.  112  p., 
prix  :  L.  1,80:   Pellerano,  Naples.  190'i. 
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O.  Fort  und  O.  Schlômilch.  —  Lehrbuch  der  analytischen  Géométrie. 
Erster  Tcm'I  :  Aiialytisohc  Goomeirio  der  Ebene  von  O.  Fokt.  7.  Aufla^cr 
besorgt  von  R.  Heger.  —  1  vol.  iii-8o,  268  p.  ;  prix  :  Mk.  4. —  :  B.-G. 
Teiibner,  Leipzig  u.  Berlin,  1904. 

K.  Geisslkk.  —  Anschauliche  Grundlagen  der  mathematischen  Erdkande, 

zum  Selbstverstchen  und  zur  Unterslutzung  des  Unlerrichts.  Mit  52  Fi- 
guren.  —  l'n  vol.  cart.  gr.  in-8**.  199  p.  :  prix  :  Mk.  3. —  ;  B.-G.  Teubner. 
Leipzig.  190'*. 

Ad.  HocHHEiM.  —  Aufgaben  aas  der  analytischen  Géométrie  der  Ebene. 
Hefl.  I  :  Die  geradc  Linie,  dcp  Punkl,  der  Kreis.  A.  Aufgahen.  l)ritt«* 
vermehrte  Auflage  bearbcilel  vou  Franz  Hochheim.  —  L'n  vol.  cari,  in-8", 
98  p.  ;  prix  :  Mk.  2,  40  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig  u.  Berlin,  1904. 

Marshall  et  Tuckey.  —  Ezamples  in  Practical  Geometry  a.  Mensuration. 

(Cambridge  Mathematical  Séries).  -  Un  vol.  eart.  70  p.  ;  prix  :  7«  i  George 
Bell  et  Sons,  Londres.  1903. 
Cil.  MÉRAY.  —  Nouveaux  éléments  de  géométrie.  Nouvelle  édition  refondue 
et  augmentée.  —  Un  vol  in-8,  de  Vin-450  p.  de  texte,  avec  Atlas  de  226 
figures  ;  prix  :  7  fr.  (Conditions  spéciales  pour  les  exemplaires  demandés 
en  nombre  parles  Ecoles  publiques)  ;  P.  Jobard,  Dijon,  1903. 

H.  Mûller  u.  D.  Schmidt.  —  Rechenbuch  fftr  bôbere  Mâdcbenschulen. 

Teil  III  :  Fur  die  oberen  Klassen,  in  2  Abteilungen.  —  Deux  vol.  cart.  gr. 
in-8,  142,  104  pages;  prix  :  Mk.  1,90  et  1,20;  B.-G.  Teubner.  Leipzig  et 
Berlin,  190'i. 
Max  Pernt.  —  Tafeln  zum  Abstecken  von  Kreis-  n.  L'ebergangsbôgen  durt*h 
Polarkoordinaten.  Mit  einem  Vorwort  von  Alf.  Birk.  —  Un  vol.  cart,  XVI- 
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Corrections  de  rarticle  sur  «  La  Logique  Symbolique  »  dans 
U  Enseignement  Mathématique  (5*  année,  n**  Gj. 

page  417,  ligne  4  :  pour  V^* — ^Y   ^^^^   i^'* — ^f 

»  417,  ligne  5  :  pour  (// — '^f  lire   \a — 3)^ 

»  417,  S  5,  ligne  8:  pour  A-BCD„K«   lire  A-B'CM)^E« 

..  418,  S  8,  ligne  6:  pour  A»*  =  A''  lire  A"  = /V» 

')  419,  §  11,  ligne  12  :  pour  variable  de  lire  variable  dx 

»  422,  §  16,  formule  6  :  pour  ^  :  «•  lire  /5'  :  a' 

»  422,  §  16,  formule  9  :  pour  7Ty-\-^y  lire  a^-\-ay 

»  424,  ligne  3  :  pour  Xy  :  jy  lire  xy  :  rj 

Genève.  —  Imprimerie  W.   Kùndig  &  Fils. 
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INTRODUCTION 

Le  raisonnement  géométrique.  —  Précisons  d'abord  ce  que 
Ton  doit  entendre  par  la  question  des  Principes  de  la  Géo- 
métrie. 

Si  Ton  examine  avec  quelque  attention  les  démonstrations 
géométriques  —  et  les  considérations  que  nous  allons  dévelop- 
per s'étendent  facilement  aux  autres  sciences  rationnelles — , 
on  reconnaît  rapidement  que  les  arguments  employés  se  divi- 
sent en  deux  catégories. 

Les  arguments  de  la  première  catégorie  consistent  à  niet- 
trent  en  évidence  l'identité  logique  (de  ioyoç,  langage)  d'une 
proposition  avec  une  autre  déjà  admise,  combinée  généra- 
lement avec  des  définitions  de  mots  n'ayant  pas  d'autre  effet 
que  d'abréger  le  discours. 

C'est  à  ce  procédé  de  raisonnement  que  s'appliquent  pres- 
que exclusivement  les  conseils  généralement  donnés  —  par 
Descaries,  Pascal  et  bien  d'autres  —  en  vue  d'enseigner  à 
raisonner  correctement. 

Il  ne  s'agit  là  que  de  combinaisons  plus  ou  moins  trans- 
cendantes de  mots  ou  de  signes,  et  la  possibilité  d'intro- 
duire des  définitions  nouvelles  assure  l'extension  indéfinie 
de  la  science. 

On  conçoit  la  possibilité  virtuelle  de  remplacer,  pour 
une  telle  opération,  le  cerveau  humain  par  une  machine  à 
raisonner. 

C'est  là  le  raisonnement  proprement  logique, 

L'Enseignemont  mathém.,  6«  année;  190'«.  12 
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Ce  [)ro(tédé  de  raisonnement  n'est  pas  le  seul  employé  en 
Géométrie. 

Considérons,  par  exemple,  la  démonstration  donnée  par 
Legendre  de  la  proposition  :  «  D'un  point  A  pris  hors  d'une 
droite  CD  on  peut  abaisser  une  perpendiculaire  sur  ceUe 
droite.  » 

«  Prenons  sur  CD  un  point  B,  et  menons  AB;  faisons 
«  Tangle  DBA'  égal  à  Tangle  DBA;  prenons  BA'  =  BA,  et  ti- 
«  rons  la  droite  AA'^.  Les  deux  triangles  ABE,  A'BE,  ont  le 
«  côté  BE  commun;  AB:=BA',  et  Tangle  ABE  est  égal  à 
«l'angle  EBA';  ils  sont  donc  égaux.  On  en  conclut,  etc.  » 

Le  raisonnement  ci-dessus  n'a  une  signification  que  moyen- 
nant une  figure.  Nous  devons  effectuer,  ou  tout  au  moins 
nous  représenter,  les  diverses  opérations  indiquées  et  en 
constater  dL\x\^\  la  possibilité,  en  confondant  dans  une  même 
évocation  les  éléments  géométriques  et  leurs  propriétés. 

Ce  n'est  plus  de  la  pure  logique. 

Si,  à  la  rigueur,  la  deuxième  phrase  du  raisonnement  cité 
peut  être  assez  facilement  ramenée,  par  une  interprétation 
purement  logique,  à  des  propositions  antérieurement  énon- 
cées, il  ne  saurait  en  être  de  même  de  la  première  phrase  et 
celle-ci  suppose  que  l'on  suit  les  opérations  indiquées  sur  une 
figure,  en  évoquant  mentalement  les  propriétés  que  compor- 
tent implicitement  les  notions  de  droite,  d'angle  et  d'égalité 
géométrique. 

L'on  effectue  ainsi  un  raisonnement  par  images  senso- 
rielles. 

C'est  là  le  raisonnement  imaginatif  —  certains  disent  in- 
tuitif. 

Ce  procédé,  dans  lequel  on  se  contente  de  constater  rfe 
mtt  les  propriétés  admises  pour  les  notions  mises  en  œuvre, 
dispense  de  la  tâche  difficile  d'exprimer  explicitement  ces 
propriétés. 

Son  danger  consiste  en  ce  que,  entraîné  par  Timage  sen- 
sorielle, forcément  particulière,  qui  sert  de  guide  au  raison- 
nement, on  risque  d'attribuer  aux  conclusions  une  généra- 
lité illégitime;  bref  ce  procédé  distingue  mal  ce  qui  découle 
logiquement  des   propositions   antérieures   de  ce  qui  est  dii 
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aux  propriétés  de  la  figure  particulière  que  Ton  a  devant  les 
yeux. 

Les  deux  sortes  de  raisonnement  que  nous  avons  carac- 
térisées par  les  qualificatifs  de  logique  et  Imaginatif  peuvent 
Têtre  aussi  par  ceux  de  analytique  et  synthétique,  ces  termes 
se  justifiant  par  cette  considération  que  la  première  caté- 
gorie nécessite  une  décomposition  préalable  des  notions  en 
leurs  différentes  propriétés,  afin  de  préciser  nettement  celles 
qui  interviennent,  tandis  que,  dans  la  deuxième  catégorie, 
chaque  notion  se  présente  avec  toutes  ses  propriétés,  sans 
que  Ton  distingue  nettement  celles  qui  sont  réellement  uti- 
lisées dans  la  déduction. 

Avertissons,  à  cette  occasion,  que,  dans  la  suite  de  la  pré- 
sente étude,  les  mots  analyse  et  analytique  se  rapporteront 
exclusivememt  à  l'Analyse  mathématique,  c'est-à-dire  à  la 
Théorie  des  Nombres. 

La  question  des  fondements.  —  La  question  des  Prin- 
cipes de  la  Géométrie  a  pour  objet  la  détermination  précise 
de  tout  ce  qui,  en  Géométrie,  ne  peut  être  rattaché  à  la  pure 
logique  et  la  distinction  de  la  part  d'influence  qui  revient 
aux  différents  concepts  qui  seront  ainsi  mis  en  évidence. 

La  solution  de  la  question  comporte  l'établissement  d'un 
système  de  fondements  permettant  d'éliminer  totalement  (du 
moins  théoriquement)  le  raisonnement  imaginalif  et  com- 
prenant : 

!•  des  notions  fondamentales,  au  moyen  desquelles  toutes 
les  autres  puissent  être  construites  par  de  simples  défini- 
tions logiques  {alias  :  définitions  de  mots)  ; 

2**  des  axiomes,  c'est-à-dire  des  propositions  exprimant 
certaines  propriétés  de  ces  notions  fondamentales,  telles  que 
les  autres  propositions  de  la  Géométrie  puissent  en  résulter 
par  déduction  logique,  avec  combinaison  des  définitions 
que  l'on  est  successivement  conduit  à  introduire. 

Observons  tout  de  suite  que,  au  point  de  vue  auquel  nous 
nous  plaçons,  les  axiomes  ont  pour  unique  caractéristique 
d'être  admis  sans  démonstration.  11  n'est  donc  nullement 
question  de  décider  s'ils  sont  vrais  ou  faux  —  question  qui 
ne  pourrait  avoir  qu'une  signification  physique  — ;  évidents 
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OU  non  —  question  sans  signification  précise  —  ;  d'origine 
empirique  ou  aprioristique  —  question  d'ordre  exclusive- 
ment psychologique. 

Dans  la  voie  qui  conduit  aux  éléments  irréductibles  de 
la  Géométrie,  on  peut  s'arrêter  plus  ou  moins  loin,  et  Ton 
néglige  des  points  de  vue  fort  intéressants,  lorsque  Ton 
pousse  d'une  traite  jusqu'aux  régions  dénudées  où  la  raison 
s'exerce  sur  de  pures  abstractions. 

Dans  ces  dernières  années,  les  principes  de  la  Géométrie 
ont  fait  l'objet  de  beaux  travaux,  et  l'on  est  parvenu  à  plu- 
sieurs systèmes  de  fondements,  également  acceptables,  mais 
totalement  abstraits  :  les  notions  prises  pour  bases  sont  de 
purs  symboles  (symboles  non  définis  de  M.  Padoa  ^),  n'ayant 
pas  d'autres  propriélés  que  celles  qu'on  leur  attribue  au 
moyen  des  axiomes,  et  à  ces  propriétés  n'est  attachée  aucune 
image  sensorielle. 

Toute  image  sensorielle  est  ainsi  éliminée,  non  seulement 
du  raisonnement,  mais  encore  des  notions. 

C'est  ainsi  que,  pour  M.  Hilbert^,  les  «  Points  »,  les 
«  Droites  »,  les  «  Pl\?ss  »  sont  des  êtres  ou  éléments  n'ayant 
pas  d'autres  propriétés  que  celles  d'être  susceptibles  d'avoir 
entr'eux    certaines  relations    mutuelles   exprimées    par   les 

mots  «  SONT  SITUÉS  »,  (C  ENTRE  »,  (t  PARALLÈLE  »,  «  CON- 
GRUENT   ». 

Les  mots  écrits  en  majuscules  représentent  les  notions 
fondamentales.  Chacune  d'elles  n'a  pas  d'existence  par  elle- 
même  et  ne  saurait  avoir  de  propriétés  intrinsèques. 

Les  axiomes  expriment  les  propriétés  de  relation  permet- 
tant de  combiner  ces  notions  telles,  par  exemple,  que  : 

«  Deux  points  distincts  déterminent  toujours  une  droite.  » 

Une  telle  théorie  ne  fait  appel  qu'aux  éléments  les  plus 
abstraits  de  notre  conception,  savoir  ceux  qui  n'ont  pas 
d'autres  propriétés  que  d'être  des  (*oncepts. 

Même  lorsqu'il  se  présente  des  éléments  qui,  au  fond,  sont 


*  Padoa.  Un  nouveau  système  de  définitions  pour  la  Géométrie  euclidienne.  (Compte   rendu 
du  Congrès  interna tiooal  do  mathématiques).  Gauthiers-Villars,  Paris,  190*2. 

*  H(LBKRT.   Grundlagen  der  Géométrie,  Teiihner,    Leipzig,    1899:    traduit   en    français   par 
M.  Laugcl,  Gauthier-Villars.  Paris,  1900. 
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des  nombres,  on  est  obligé  d'établir  leurs  propriétés,  comme 
si  r.Vnalyse  algébrique  n'existait  pas,  ce  qui  oblige  à  con- 
sacrer une  large  place  à  des  considérations  qui  intéressent 
plutôt  cette  dernière  science  que  la  Géométrie. 

CiCt  ostracisme  de  l'analyse  est  d'autant  moins  avantageux 
que,  ainsi  que  l'on  s'en  rend  facilement  compte,  toutes  les 
combinaisons  d'axiomes  envisagées  par  les  divers  auteurs  — 
notamment  la  Géométrie  non-pascalienne  de  M.  Hilbert  — 
sont  au  fond  des  conceptions  analytiques,  de  sorte  que  l'em- 
ploi de  l'Analyse  apporterait  la  clarté,  tout  en  laissant, 
semble-t-il,  la  porte  ouverte  aux  hypothèses. 

Sont  également  des  conceptions  analytiques  les  métriques 
édifiées  par  MM.  Minko^vski^  Hilberl*  et  Haniel®,  où  dispa- 
raît l'idée  de  déplacement,  l'idée  de  mesure  étant  basée  uni- 
quement sur  la  notion  généralisée  de  la  distance,  qui  n'est 
plus  qu'une  fonction  d'un  «'ouple  de  points  soumise  à  certai- 
nes conditions  très  générales. 

Il  est  donc  permis,  avant  d'essayer  de  créer  des  concep- 
tions géométriques  non  susceptibles  d'être  représentées  par 
des  propriétés  numériques  —  nous  n'en  connaissons  d'ail- 
leurs pas  — ,  de  demander  à  l'Analyse  tout  ce  qu'elle  peut 
donner. 

En  outre,  sans  méconnaître  le  grand  intérêt  que  présente, 
tant  pour  la  philosophie  des  Mathématiques  que  pour  l'étude 
<le  l'intelligence,  la  réduction  de  la  Géométrie  à  des  concep- 
tions purement  logiques,  l'on  peut  trouver  utile  de  ne  pas 
pousser  aussi  loin  la  dissociation  des  idées  et  de  s'arrêter  à 
un  stade  intermédiaire,  où  les  notions  fondamentales  et  les 
axiomes  présentent  encore  une  signification  figurée  (ou,  pro- 
prement, géométrique). 

Nous  nous  sommes  donc  proposé,  dans  ce  travail,  d'établir 
les  fondements  de  la  Géométrie  en  prenant  pour  notions 
fondamentales  les  seuls  concepts  inhérents  à  l'idée  de  figure, 
savoir:  le  point,  la  ligne  et  la  surface. 


*  MifSKOWSKi.  Géométrie  der  Zahlen,  Leipzig,  Teubnor,  1896. 
'  HtLBBRT,  Mathematische  AnntUen,  Rd.  34. 

•  Hamkl.  Ceherdie   fieometrieen.  in  denen   die  (ieraden  die  kiirzcsteti  sind.  OoXXxn^an,  H'ic- 
terirh.  1901. 
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Quant  aux  axiomes,  ils  auront  pour  objet  de  réduire  la 
Géométrie  à  n'être  qu'une  application  de  IWnalyse  algébrique. 
Ce  résultat  atteint,  on  se  trouve  sur  un  terrain  solide  et  bien 
connu:  la  Géométrie  est  fondée. 

Ce  point  de  vue  est  loin  d'être  nouveau  :  c'est  celui  de  Rie- 
mann,  Helmhoitz,  Gayley,  Sophus  Lie,  et  nous  ne  pouvons 
avoir  la  prétention  de  faire  œuvre  bien  originale.  Nous 
croyons  toutefois  qu'il  n'est  pas  sans  intérêt,  dans  l'état  où  se 
trouve  actuellement  la  question  des  Principes  de  la  Géomé- 
trie, de  coordonner,  en  vue  d'une  idée  d'ensemble,  des  ma- 
tériaux qui,  à  notre  connaissance,  sont  demeurés  épars. 

Ajoutons  que  nous  y  avons  trouvé  l'occasion  de  présenter 
quelques  observations,  qui  n'ont  peut-être  pas  encore  été 
faites. 

Divisions  de  la.  géométrie.  —  Il  est  d'ailleurs  remarqua- 
ble que  le  point  de  vue  analytique  soit  précisément  celui 
d'où  les  principes  de  la  Géométrie  se  présentent  sous  l'as- 
pect le  plus  clair  et  qu'il  conduise  à  un  classement  des 
notions  géométriques  conforme  à  la  division  qui  s'est  natu- 
rellement établie. 

La  géométrie  vulgaire  ou  euclidienne  —  on  s'en  rend  faci- 
lement compte  par  l'examen  de  ses  principales  propositions 
—  est  la  science  de  la  «  mesure  ». 

Ses  fondements  doivent  donc  être  constitués  par  les  pro- 
priétés primordiales  de  l'égalité  géométrique,  qui  est  définie 
elle-même  par  la  superposabilité,  de  sorte  que,  en  dernière 
analyse,  comme  l'a  vu  pour  la  première  fois  Helmholtz,  les 
vrais  axiomes  de  la  géométrie  vulgaire  ne  sont  autre  chose 
que  les  propriétés  des  déplacements  d'une  figure  inva- 
riable. 

C'est  pourquoi,  les  opérations  employées  dans  les  raison- 
nements que  nous  avons  qualifiés  AHmaginatifs^  consistent 
toujours  —  directement  ou  indirectement  —  dans  la  super- 
position d'une  figure  à  une  autre. 

Ce  procédé  joue,  en  Géométrie,  le  rôle  tenu  en  arithmé- 
tique par  le  raisonnement  par  récurrence^  qui  s'impose  là  en 
raison  de  la  genèse  même  des  nombres  entiers,  laquelle 
s'opère  par  récurrence. 
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Mais  la  Géomélrie  s'est  enrichie,  depuis  Euclide,  diiii 
beau  domaine,  d'où  est  exclue  Tidée  de  mesure. 

On  a  d'abord  établi,  au  commencement  du  dernier  siècle, 
sous  le  nom  de  Géométrie  de  sit nation  ov\  Géométrie  projectile ^ 
un  ensemble  de  propriétés  basées  sur  la  seule  idée  de  ligne 
droite. 

Plus  récemment  s'est  constituée,  sous  le  nom  A' Analysis 
sitûsy  une  doctrine  qui  s'attache  à  des  propriétés  encore  plus 
générales  des  figures. 

Tels  sont  donc  les  trois  domaines  :  Analysis  sittis,  Géomé- 
trie projective,  Géomélrie  vulgaire  ou  métrique,  que  nous 
allons  voir  apparaître  par  l'introduction  de  notions  de  moins 
en  moins  générales. 

II 
ANALTSIS  SITUS 

RÉDUCTION  DE  LA  GÉOMÉTRIE  A  l'analyse.  —  Le  premier 
des  axiomes  qui  permettent  l'application  de  l'Analyse  algé- 
brique à  la  Géométrie  est  le  suivant: 

A  I.  L'espace  ponctuel  peut  être  représenté  par  une  variété 
(ou  multiplicité^  Mannigfaltigheit)  numérique  triple. 

Cet  axiome  ramène  à  des  idées  analytiques  les  notions  de 
continuité,  de  ligne,  de  surface,  d'intersection,  de  contact. 
Mais  rien  n'empêche  d'associer  les  idées  géométriques  aux 
expressions  analytiques  correspondantes. 

Nous  conserverons  donc,  comme  concepts  essentiels  de  la 
Géométrie,  les  concepts  de  point,  de  continuité,  de  ligne  et 
de  surface,  c'est-à-dire  ceux  qui  sont  inhérents  à  l'idée  de 
figure. 

Pour  pouvoir  donner  une  intefprélation  géométrique  à 
l'axiome  A  I,  il  faudrait  concevoir  des  géométries  où  cet 
axiome  ne  fût  pas  réalisé. 

M.  Ililbert*  a  établi  une  Géométrie,  où  les  points  ne  cons- 
tituent pas  une  variété  numérique  (Géométrie  non-pasca- 
lienne)^  mais  la  théorie  ainsi  édifiée  a  une  existence  puro- 


Hii.BKHT,  (intndlagen  der  (ieometrie. 
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ment  analytique,  et  les  éléments  auxquels  elle  se  rapporte 
ne  sont  susceptibles  de  correspondre  à  aucune  idée  com- 
parable à  celle  de  point,  tout  au  moins  dans  l'exemple  donné 
par  le  savant  géomètre. 

Coordonnées.  —  Les  trois  nombres  qui,  en  vertu  de 
Taxiome  AI,  représentent  un  point  de  l'espace  sont  appelés 
ses  coordonnées. 

L'établissement  d'un  système  de  coordonnées  nécessite 
évidemment  l'intervention  d'opérations  géométriques,  ou 
«  constructions  »,  déterminant  la  correspondance  entre  les 
points  de  l'espace  et  les  systèmes  de  valeurs  des  trois  coor- 
données. 

A  vrai  dire,  l'on  ne  voit  guère  le  moyen  de  définir  un  sys- 
tème de  coordonnées  en  utilisant  uniquement  les  notions  qui 
se  rattachent  à  l'axiome  AI,  les  constructions  géométriques 
étant  toutes  basées  sur  l'emploi  des  corps  solides,  dont  les 
propriétés  doivent  être  classées  parmi  les  propriétés  mé- 
triques. 

Mais  rien  n'empêche  d'en  admettre  la  possibilité  virtuelle. 

Un  système  de  coordonnées  .r,  y,  z,  une  fois  défini,  on  en 
ol)tient  une  infinité  d'autres  en  effectuant  des  transforma- 
lions  de  la  forme 

II)  a:'  =:  ff  (.r.r,c).       r'  =  tf  (r.r.c)      ='  =  x  (>r.v.;.) 

où  Q),  '^  et  y^  sont  des  fonctions  quelconques. 

Les  équations  (Il  représentent,  à  volonté,  un  changement  de 
coordonnées  ou  une  transformation  ponctuelle,  c'est-à-dire 
une  opération  transformant  un  point  de  l'espace  en  un  autre 
point  (avec  possibilité  de  détermination  multiple,  imagi- 
naire, singulière  ou  présentant  toute  autre  particularité),  de 
sorte  que  l'on  peut  dire  indifféremment  que  telle  propriété 
est  indépendante  d'un  certain  changement  de  coordonnées 
ou  qu'elle  est  invariante  par  rapport  à  la  transformation  ponc- 
tuelle correspondante  à  ce  changement. 

Les  propriétés  qui  découlent  uniquement  de  l'axiome  A  I 
sont  évidemment  indépendantes  du  choix  des  coordonnées. 

On  peut  encore  dire  qu'elles  sont  invariantes  dans  toute 
Iransformation    ponctuelle   de   l'espace.    Autrement  dit,    les 
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rormules  analytiques  qui  les  expriment  se  conservent,  lors- 
qu'on opère  sur  les  coordonnées  une  transformation  (1  . 

C'est  là  leur  caractéristique,  et  Ton  est  tenté,  pour  cela,  de 
les  qualifier  de  générales  et  de  désigner  leur  ensemble  sous 
le  nom  de  Géométrie  générale. 

Ne  se  rapportant  qu'à  un  petit  nombre  de  notions  —  celles 
que  nous  avons  énoncées  plus  haut — ,  elles  ne  peuvent  qu'être 
en  nombre  restreint. 

Elles  sont  d'ailleurs,  le  plus  souvent,  fort  simples. 

Elles  sont  d'un  ordre  plus  général  que  celles  qui  consti- 
tuent proprement  VAnalysis  situs,  dont  nous  allons  main- 
tenant  nous  occuper. 

Observons  que  la  notion  de  transformation  ponctuelle,  que 
nous  venons  d'introduire  analytiquement,  constitue  un  con- 
cept géométrique  dont  Pimportance  s'affirmera  au  cours  de 
cette  étude  et  qui  a  sa  place,  en  Géométrie  générale,  à  côté 
des  concepts  fondamentaux  de  point,  de.  ligne  et  de  sur- 
face. 

Dans  une  transformation  ponctuelle  d'une  figure,  les  points, 
les  lignes,  les  surfaces,  restent  respectivement  points,  lignes, 
surfaces. 

Deohk  dk  connexion  de  l'espace.  —  Les  propriétés  consti- 
tuant VAnalysis  silus  peuvent  être  également  ramenées  à 
des  propriétés  analytiques,  moyennant  un  complément  à 
Faxiome  Al. 

Nous  le  donnerons  sous  une  forme  telle  que  Taxiome  com- 
plémentaire comprendra  le  premier,  cette  dérogation  au 
principe  de  l'indépendance  des  axiomes  ne  présentant  pas 
grand  inconvénient  et  nous  permettant  d'éviter  des  compli- 
cations de  langage. 

AU.  On  peut  établir  une  correspondance  unii'oque  entre 
les  points  de  l'espace  et  les  systèmes  de  i'aleurs  réelles  et  dé- 
terminées de  trois  nombres. 

Cet  axiome  peut  encore  s'énoncer  : 

(A  II)'  L'espace  est  une  variété  numérique  triple  et  triple- 
ment infinie  à  simple  connexion. 

Cet  axiome  particularise  l'espace  parmi  les  variétés  triples. 

Nous  signalerons  brièvement  les  propriétés  que  peuvent 
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présenter,  nii  point  de  vue  où  nous  nous  trouvons,  les  varié- 
tés numériques. 

L'ensemble  de  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  n  nombres 
constitue  la  variété  w-uple  type. 

Mais  on  peut  concevoir  des  variétés  non  susceptibles  de 
correspondre,  d'une  manière  univoque,  à  ces  variétés  types, 
et  en  établir  une  classification  d'après  les  particularités  que 
peut  présenter  la  correspondance. 

Fixons  d'abord  la  terminologie  pour  tout  le  cours  de  cette 
étude,' en  observant  que,  dans  le  qualificatif  «  continue  », 
appliqué  à  une  variété  géométrique:  ligne,  surface  ou  volume, 
nous  comprenons  toujours  «non  limitée»,  de  sorte  qu'une  va- 
riété continue  sera  dite  fermée  ou  ouverte,  ce  dernier  qualifi- 
catif indiquant  qu'elle  s'étend  à  l'infini. 

Les  lignes  sont  des  variétés  simples,  et  les  seules  lignes 
susceptibles  d'une  correspondance  univoque  avec  la  série 
constituée  par  tous  les  nombres  positifs  et  négatifs  sont  les 
lignes  continues,  sans  points  multiples  et  ouvertes,  à  l'exclu- 
sion notamment  des  lignes  fermées. 

De  même,  les  seules  surfaces  (variétés  doublement  éten- 
dues) qui  satisfont  à  la  condition  analogue  sont  les  surfaces 
continues,  simplement  connexes,  et  doublement  infinies, 
ce  dernier  qualificatif  ayant  pour  but  l'exclusion  des  surfaces 
fermées  et  des  surfaces  tubulaires  (ou  cylindroïdes),  celles- 
ci  pouvant  aussi  être  dites  «  simplement  infinies  ». 

Sur  ces  surfaces  seules  (les  plans  par  exemple),  il  est  pos- 
sible d'établir  des  systèmes  de  coordonnées  rigoureusement 
univoques. 

Sur  une  surface  simplement  connexe,  non  tubulaire,  une 
ligne  fermée  est  rencontrée  en  un  nombre  pair  de  points  par 
une  ligne  continue,  fermée  ou  ouverte. 

Le  degré  de  connexion  d'une  surface  continue  (fermée  ou 
ouverte)  entraîne  des  propriétés  correspondantes  pour  les 
deux  domaines  qu'elle  détermine  généralementdans  l'espace. 
Mais  ce  degré  peut  être  déterminé  comme  propriété  intrinsè- 
que de  la  surface,  sans  faire  appel  à  la  troisième  dimension, 
en  définissant  cette  surface  comme  variété  numérique  double. 
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Il  en  est  de  même  en  ce  qui  concerne  les  propriétés  par  rap- 
port à  rinfini,  dont  il  vient  d'être  question. 

Il  existe  également  un  degré  de  connexion  pour  les  varié- 
tés triples  sans  qu'il  soit  besoin  de  faire  appel,  pour  en  avoir 
la  notion,  à  une  quatrième  dimension. 

Enfin  on  peut  également  distinguer,  parmi  les  variétés 
triples  et  en  se  bornant  aux  variétés  simplement  connexes, 
les  variétés  fermées  et  les  variétés  simplement,  doublement 
et  triplement  infinies. 

Nous  n'envisagerons  pas  Thypothèse  suivant  laquelle  l'es- 
pace serait  une  variété  numérique  à  connexion  multiple. 
Mais  nous  n'exclurons  pas  celle  suivant  laquelle  l'espace  se- 
rait une  variété  fermée,  malgré  les  difficultés  de  conception 
qu'elle  comporte,  tenant  notamment  à  ce  que  cette  hypothèse 
entraine  la  non-existence  de  lignes  infinies. 

Mais  que  peut-on  entendre  par  existence  ou  non-existence 
d'une  conception  idéale  ? 

Comme  on  ne  voit  pas  que  Taflirmation  ou  la  négation  de 
cette  hypothèse  soit  susceptible  de  conséquences  objectives, 
il  semble  que  l'on  doive  admettre  que  nous  demeurons  libres 
de  concevoir  l'espace  ponctuel  comme  une  variété  ouverte 
ou  comme  une  variété  fermée. 

Coordonnées  univoques.  —  Les  systèmes  de  coordonnées 
qui  établissent  une  correspondance  satisfaisante  la  condition 
AH  seront  appelés  univoques. 

Il  est  évident  qu'on  obtiendra  tous  les  systèmes  de  coor- 
données univoques  en  appliquant  à  l'un  d'eux  une  transfor- 
mation il)  telle  qu'à  tout  système  de  valeurs  réelles  et  déter^ 
minées  de  .r,  y,  z  corresponde,  d'une  manière  univoque,  un 
système  de  valeurs  réelles  et  déterminées  de  x\  y,'  z\  et  il 
est  du  reste  entendu  que  nous  ne  comprenons  pas  le  sym- 
bole ±00  parmi  les  nombres  déterminés. 

Nous  appellerons  également  univoques  de  telles  transfor- 
mations. 

Enfin  nous  dirons  que  deux  systèmes  de  coordonnées  sus- 
ceptibles d'être  transformés  l'un  dans  l'autre  par  une  trans- 
formation univoque  appartiennent  au  même  type.  C'est 
notamment  ce  qui  a  lieu  pour  tous  les  systèmes  univoques. 
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Oii  pressent  l'importance  des  conséquences  d'une  hy- 
pothèse afllrmant  que  tel  système  de  coordonnées  est  uni- 
voque. 

Si  l'on  admet  par  exemple  (axiome  dWrchimède)  que,  sur 
une  droite,  les  distances  euclidiennes  x  de  tous  les  points  à 
un  point  fixe  constituent  un  système  de  coordonnées  uni- 
voques,  il  ne  pourra  plus  en  être  de  même  du  système  au- 
quel donneront  lieu  les  distances  non  euclidiennes  X  définies 
par  la  formule 

2c  +  j- 


X  =  2c  log 


2c  -.r 


Car  toute  valeur  de  x  extérieure  à  l'intervalle  de — 2rà 
+  2c  donnera  lieu  à  une  valeur  imaginaire  de  X,  les  limites 
entre  les  valeurs  réelles  et  les  valeurs  imaginaires  de  X 
étant  +  oo  et  —  oo. 

Infini  gkomktriqle.  —  Les  symboles  +  oo  et — oo  jouis- 
sent, dans  l'Analyse  algébrique,  de  propriétés  telles  qu'il 
peut  être  avantageux,  dans  certains  cas  et  en  vue  de  la  géné- 
ralité de  certaines  propositions,  de  traiter  le  symbole  dboo 
comme  s'il  représentait  une  valeur  de  la  série  des  nombres, 
de  telle  sorte  que  celle-ci  se  fermerait  alors  sur  elle- 
même. 

Mais  il  ne  s'agit  là  évidemment  que  d'une  convention  com- 
mode et,  en  énonçant  l'axiome  Ail,  nous  n'avons  pas 
entendu  comprendre  ii=  oo  parmi  les  nombres  déterminés, 

11  doit  donc  être  entendu,  d'après  cet  axiome,  que,  dans 
gn  système  de  coordonnées  univoques,  aucun  point  ne  doit 
avoir  pour  coordonnées  dioo,  et  que,  réciproquement,  à 
tout  système  de  valeurs  déterminées  [alias  finies)  doit  corres- 
pondre un  point  déterminé. 

De  même  nous  entendons  qu'une  transformation  ponc- 
tuelle univoque  fait,  ainsi  que  son  inverse,  correspondre  à 
tout  svstème  de  valeurs  déterminées  un  autre  svstème  de 
valeurs  également  déterminées. 

11  résulte  de  là  que  la  propriété,  pour  une  courbe,  d'avoir 
des  branches  infinies,  peut  être  définie  analytiquement 
dans  tout  système  de    coordonnées   univoques  et  par  suite, 
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étant  indépendante  du  système  de  coordonnées  (pourvu  qu'il 
soit  univoque),  elle  doit  ressortira  VAnalysis  sitils,  où  l'idée 
de  Tinfini  géométrique  possède  ainsi  droit  de  cité,  ce  qui 
se  trouve  d'ailleurs  en  concordance  avec  Tintuilion  suivant 
laquelle  l'idée  de  l'infini  géométrique  nous  apparaît  d'un 
ordre  plus  général,  par  exemple,  que  l'idée  consistant  dans 
la  particularisation  de  certaines  lignes,  telles  que  les  lignes 
droites. 

Cette  propriété  d'avoir  des  branches  infinies  ne  se  conçoit 
d'ailleurs  que  pour  une  courbe  dont  les  points  sont  déterminés 
au  moyen  d'une  loi  constructive  ou  analytique  et  ne  s'ap- 
s'applique  pas  à  l'idée  sensorielle  d'une  courbe  ou,  comme 
Ton  dit,  à  un  ensenvble  actuel  de  points. 

Les  surfaces  à  nappes  infinies  douuent  lieu  à  des  obser- 
vations analogues  à  celles  que  nous  venons  de  présenter. 

AsYMPTOTiSME.  —  Il  nous  reste,  pour  satisfaire  à  notre 
programme,  à  introduire  analytiquement  la  notion  (ïasymp- 
totisme.qiie  l'intuition  classe  parmi  les  idées  ressortissant  à 
VAnalysis  siti/s. 

Considérons  une  branche  infinie  de  courbe,  telle  que, 
lorsque  le  point  .r,  y,  z  qui  la  décrit  s'éloigne  indéfiniment, 

les  rapports   -  et  -  tendent  vers  des  limites  déterminées. 

Considérons  une  autre  branche  de  courbe  ayant  les  mêmes 
propriétés   et    donnant   lieu  aux  mêmes  valeurs  pour  les  li- 

mites  des  rapports  -,   et  -  des  coordonnées  : 


lini.  -^  ru  lim  *— ,  ,  lim  —  rr  lini  — .  . 

jr  X  .r  .!• 

Nous  dirons,  dans  ces  conditions,  que  les  deux  branches 
infinies  sont  asymptotiques. 

Mais  cette  propriété  ne  peut  avoir  une  portée  que  si  elle 
est  indépendante,  dans  une  certaine  mesure,  du  choix  du 
système  de  coordonnées,  c'est-à-dire,  suivant  une  remarque 
déjà  faite,  si  elle  est  invariante  par  rapport  à  certaines  trans- 
formations ponctuelles. 

La  propriété  envisagée  est  évidemment  invariante  par  rap- 
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port  aux  transformations  linéaires;    mais  celte  particularité 
la  classerait  dans  une  zone  frontière   intermédiaire,   comme 
nous  le   verrons,   entre   la   Géométrie  projective  et  la  Géo- 
métrie métrique.  Ce  degré  d'invariance  ne  nous  suffit  pas. 
Soit 

les  équations  représentant  une  transformation  ponc- 
tuelle, et  admettons  que  les  rapports  -  et  ~  aient  pour 
limites,  lorsque  j;,  y^  ^augmentent  indéfiniment  dans  les  con- 
ditions définies  plus  haut,  des  fonctions  de  lim.  -  et  lim.  -  . 

m 

C'est  ce  qui  se  produira  lorsque  u,  v,  w  seront  des  fonctions 
rationnelles  du  même  degré  (positif)  de  x,  y,  z,  ou  même  des 
fonctions  se  comportant  à  Tinfini  comme  des  fonctions  ration- 
nelles du  même  degré. 

La  propriété  asymptotique  se  conservera  évidemment 
dans  la  transformation  ponctuelle  envisagée,  c'est-à-dire  que 
si  Ton  a 

ïim  —  =lim*— ,^  lim  —  =    lim  — ,, 


XX  XX 


Ton  aura  également 

lim  —  =  lim  — r?  lim  —  =:   lira  — ,, 

H  u  u  u 

Il  résulte  de  là  que  la  propriété  asymptotique  est  inva- 
riante par  rapport  à  des  transformations  beaucoup  plus  géné- 
rales que  les  transformations  linéaires. 

L'asymptotisme  doit  donc  ressortir  à  VAnalysissilûs,  etc'est 
la  conclusion  que  nous  voulions  tirer  de  ces  considérations. 

Observons  en  terminant  que,  quoique  les  axiomes  qui  ré- 
gissent VAnalysis  sitûs  expriment  des  propriétés  de  Yespace^ 
on  ne  doit  pas,  pour  cela,  attribuer  à  celui-ci  une  existence  pro- 
pre: ses  propriétés  constituent  simplement  une  manière  d'ex- 
prî mer  des  propriétés  de  certaines  lignes  et  de  certaines  cons- 
tructions, qui  servent  à  établir  les  systèmes  de  coordonnées. 
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RÉSUMÉ.  —  A  VAiialysis  situs  ressorlissent  les  propriétés 
relatives  à  un  groupe  de  notions,  qui  se  ramènent  aux  sui- 
vantes :  point,  continuité,  ligne,  surface,  transformation 
ponctuelle,  connexion. 

III 
6Ë0MËTRIE  PROJECTIVE 

Axiomes  projectifs.  —  On  appelle  projectives  les  trans- 
formations dans  lesquelles  toute  ligne  droite  est  transformée 
en  une  ligne  droite. 

Les  propriétés  projeclives  des  figures  sont,  par  définition, 
celles  qui  sont  invariantes  (conservées)  dans  toute  transfor- 
mation ponctuelle  projective  de  Tespace. 

L'ensemble  de  ces  propriétés  constitue  \?i  Géométrie  projec- 
tive. 

\\  est  clair,  d'après  cela,  que  les  propriétés  projectives 
sont  celles  qui,  en  plus  des  notions  constituant  Tobjet 
de  VAnalysis  situs^  font  intervenir  la  notion  de  ligne  droite. 

Quelle  que  soit  Torigine  de  la  notion  de  ligne  droite,  cette 
notion  doit  être  considérée,  en  Géométrie  projective,  comme 
primordiale,  c'est-à-dire  qu'elle  n'est  pas  susceptible  d'une 
définition  la  ramenant  à  des  éléments  appartenant  à  ce 
domaine;  autrement  dit,  elle  doit  être  considérée  comme 
donnée,  ou  bien  acquise  par  un  processus  étranger. 

On  pourrait,  il  est  vrai,  prendre  pour  notion  primordiale 
telle  de  transformation  ponctuelle  projective,  mais  elle  ne  s'im- 
pose pas  assez  directement  à  notre   conception  sensorielle. 

A  défaut  de  définition,  il  est  nécessaire  d'énoncer  les  pro- 
priétés fondamentales  de  la  ligne  droite  qui,  jointes  aux 
axiomes  AI  et  AU.  doivent  servir  d'axiomes  à  la  Géométrie 
projective. 

Les  axiomes  projectifs  sont  au  nombre  de  trois,  savoir: 

PI.  —  Les  lignes  droites  forment  une  famille  de  lignes 
continues,  telles  qu'une  d'entre  elles  est  déterminée  par  la 
condition  de  passer  par  deux  points  donnés, 

P  il.  —  Lorsque  deux  droites  sont  concourantes,  deux  au- 
tres droites  respectivement  concourantes  avec  chacune  d'elles 
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(sans  que  trois  de  ces  droites  soient  concourantes  ensemble) 

sont  concourantes  entre  elles. 

V  III.  —  Par  un  point  on  ne  peut  mener  qu'une  droite 
asymptotique  à  une  autre  droite. 

Ce  dernier  axiome,  qui  représente  le  postulat  des  paral- 
lèles^ n'intervient  pas  dans  les  propriétés  projectives,  lors- 
(|iron  se  borne  à  leur  signification  analytique,  en  faisant 
abstraction  des  idées  figurées  qui  leur  correspondent.  Nous 
ne  le  comprendrons  parmi  les  axiomes  projectifs  que  lorsque 
nous  l'indiquerons  expressément, 

La  condition  pour  qu'une  ligne  passe  par  un  point  donné 
s'exprime  par  deux  équations. 

L'axiome  P  I  équivaut  donc  à  ceci:  que  les  droites  forment 
une  famille  de  lignes  à  quatre  paramètres  et  que  le  système 
des  quatre  équations  exprimant  qu'une  de  ces  lignes  passe 
par  deux  points  donnés  a  une  solution  unique. 

L'axiome  P  II  est  la  condition  d'existence  du  plan,  en  ce 
qu'il  permet  de  construire  une  famille  à  trois  paramètres  de 
surfaces,  telles  qu'une  ligne  droite  qui  a  deux  de  ses  points 
sur  une  de  ces  surfaces  y  est  située  tout  entière. 

Nous  prenons  ces  axiomes  au  sens  analytique,  c'est-k-dire 
que,  pour  nous,  la  «  condition  de  rencontre  »  de  deux 
droites  est  la  relation  entre  les  paramètres  de  ces  droites 
qui  résulte  de  l'élimination  des  coordonnées  entre  leurs 
équations,  étant  admis  que,  lorsque  la  condition  est  remplie, 
les  valeurs  qui  en  résultent  pour  les  coordonnées  peuvent 
être  impropres,  par  exemple  imaginaires,  si  le  système  de 
coordonnées  est  univoque. 

(]ette  généralisation  de  l'idée  du  concours  de  deux  droiles 
étend  la  portée  des  axiomes  P  I  et  P  II  —  seuls  axiomes  pro- 
jeclifs  proprement  dits  —  à  certaines  familles  de  lignes  qui 
n'y  satisferaient  pas  sans  cela.  Il  est  facile  de  voir  notam- 
ment que  le  second  axiome,  si  on  se  bornait  à  sa  signification 
figurée,  ne  pourrait  être  exact  pour  une  famille  de  lignes  ne 
satisfaisant  pas  à  Taxiome  de  Tasymptotique  unique.  En  ou- 
tre, au  sens  analytique,  plusieurs  lignes  asymptotiques  entre 
elles  sont  concourantes. 

Les  axiomes  P  I  et  P  II,  même  au  sens  analytiqiie,  repré- 
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sentent  Ibrcément  des  propriétés  construclives;  mais,  celles- 
ci,  lorsque  le  point  de  concours  n'est  pas  réel,  n'ont  pas  la 
simplicité  nécessaire  pour  être  introduites  dans  des  axiomes. 

Au  lieu  de  prendre  la  ligne  droite  pour  notion  fondamen- 
tale de  la  (jéométrie  projective,  on  peut  prendre  le  plan. 

Les  axiomes  seraient  alors  : 

P  I  :'.  —  Les  plans  fornienl  une  famille  de  surfaces,  telles 
que  Vune  d'entre  elles  est  déterminée  par  la  condition  de  pas- 
ser  par  trois  points  don/tés. 

F  H)'.  —  Trois  plans  ayant  en  commun  plus  d*un  point  ont 
en  commun  tous  les  points  qui  appartiennent  à  la  fols  à 
deux  d'entre  eux. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  l'équiva- 
lence des  deux  couples  d'axiomes,  après  avoir  d'abord  établi 
la  genèse  du  plan  par  le  mouvement  d'une  droite  passant  par 
lin  point  donné  et  s'appuyant  sur  une  droite  donnée,  et 
montré  que,  en  vertu  de  P  II,  une  droite  ayant  deux  points 
dans  un  plan  y  est  située  tout  entière. 

Lignes  satisfaisant  aux  axiomes  projectifs.  —  Il  est  clair 
que  les  axiomes  posés  jusqu'ici,  qui  particularisent  les  droi- 
tes et  les  plans  (en  tant  que  familles  plutôt  qu'en  ce  qui  con- 
cerne leur  forme),  ne  les  déterminent  nullement  et  qu'il 
existe  des  infinités  de  familles  de  lignes  et  de  surfaces 
jouissant  de  ces  mêmes  propriétés,  de  sorte  que  les  proposi- 
tions de  la  Géométrie  projective,  lesquelles,  comme  nous  le 
démontrerons,  résultent  entièrement  des  axiomes  projectifs, 
sont  applicables  à  des  figures  où  les  surfaces  et  les  lignes 
choisies  pour  répondre  aux  termes  de  «  plans  »  et  de  «  droi- 
tes »  ne  seraient  nullement  identiques  aux  surfaces  et  aux 
lignes  désignées  habituellement  par  ces  noms. 

Les  conclusions  d'un  raisonnement  s'étendent  en  effet 
partout  où  sont  applicables  les  propriétés  réellement  mises 
en  œuvre,  et  c'est  pour  cela  qu'il  est  toujours  très  scientifi- 
que de  dégager  nettement  ces  propriétés.  Ce  qui  fait  la  géné- 
ralité des  raisonnements  analytiques,  c'est  qu'ils  s'appuient 
uniquement  sur  des  propriétés  que  possèdent, /?r^r  définition, 
les  éléments  dont  ils  s'occupent. 

Nous  signalerons  brièvement  les   particularités   que  peu- 
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vent  présenter  les  familles  de  lignes  satisfaisant  aux  axiomes 
P  I  et  P  II,  sans  toutefois  nous  écarter  des  cas  les  plus  sim- 
ples, la  généralité  nécessitant  des  développements  dans  les- 
quels nous  ne  pouvons  entrer. 

1^  Les  lignes  considérées  sont  fermées. 

La  surface  engendrée  par  une  ligne  fermée  variable  pas- 
sant par  un  point  et  s'appuyant  sur  une  autre  ligne  fermée 
ne  peut  être  que  fermée:  les  surfaces  jouant  le  rôle  des 
plans  seront  donc  fermées. 

Si  une  telle  surface  est  à  simple  connexion,  deux  lignes 
fermées  tracées  sur  elle  se  rencontrent  en  un  nombre  pair  de 
points  ;  Taxiome  P  I  ne  saurait  donc  être  valable  en  toute 
rigueur.  On  peut  toutefois  en  maintenir  la  portée  essentielle 
en  admettant  que  les  points  de  l'espace  soient  associés  deux 
à  deux,  de  manière  que,  lorsque  Tune  des  lignes  consi- 
dérées passe  par  un  [)oint,  elle  passe  également  par  son 
associé.  Une  telle  combinaison  est  réalisée  par  la  famille  à 
quatre  paramètres  constituée  par  les  cercles  ayant  leur  centre 
sur  un  plan  donné.  Les  axiomes  P  I  et  P  11  seraient  rigou- 
reusement applicables,  si  Ton  ne  considérait  que  les  points 
situés  d'un  même  côté  du  plan  donné;  si  ce  plan  est  rejeté 
à  Tinfini,  on  retombe  sur  la  Géométrie  ordinaire. 

Mais  on  peut  aussi  supposer  que  les  lignes  jouant  le  rôle 
des  droites,  tout  en  étant  fermées,  ne  puissent  avoir,  deux 
à  deux,  plus  à\\n  point  commun.  Il  est  alors  nécessaire  que 
les  surfaces  jouant  le  rôle  des  plans  soient  doubles^  et,  par 
suite,  a  fortiori^  doublement  connexes. 

2°  Les  lignes  considérées  sont  ouvertes  et  ne  satisfont  pas 
à  Taxiome  de  Tasymptotique  unique.  Les  surfaces  jouant  le 
rôle  des  plans  peuvent  être  alors  simplement  connexes  et 
doublement  infinies,  comme  les  plans  eux-mêmes. 

Admettons  que  Ton  ait  déterminé  sur  une  de  ces  surfaces, 
que  Ton  peut,  pour  la  facilité  de  la  représentation  visuelle, 
supposer  être  un  plan,  un  système  de  coordonnées  univo- 
ques,  et  soit 

(1)  af(xy)  +  bf(xy)  -^  c  =  o 

Téquation    générale    des   lignes    considérées,  f(xy)  =  o  et 
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^(xy)  =  o  étant  respectivement  les  équations  de  deux  d'entre 
elles,  et  «,  6,  c,  des  paramètres  (homogènes). 

Supposons  en  outre  que  le  système  d'équations  en  xy  : 

(2)  r(^j)  =  X,       yM  =  Y, 

où  X  et  Y  sont  des  nombres  réels  donnés,  n'ait  jamais  plus 
d'une  solution  composée  de  valeurs  réelles  de  x  et  y,  quelles 
que  soient  les  valeurs  attribuées  à  X  et  Y. 

Moyennant  ces  conditions,  la  famille  de  lignes  (1)  se  prêtera 
à  une  interprétation  de  la  Géométrie  projective  plane,  dans 
laquelle  cette  famille  sera  substituée  à  celle  des  lignes 
droites. 

En  faisant  varier  les  fonctions /"  et  y,  on  obtiendra,  pour 
ces  lignes,  des  formes  très  différentes  entre  elles,  ainsi  que 
des  particularités  diverses  dans  leurs  relations. 

Laissant  de  côté  le  cas  où  les  valeurs  des  fonctions  /'et  ^ 
ne  sont  pas  toujours  réelles  pour  tout  système  de  valeurs  des 
coordonnées  x  et  y,  cas  où  il  existe  des  points  par  lesquels 
il  ne  passe  aucune  des  lignes  (1),  nous  nous  bornerons  à  si- 
gnaler plus  spécialement  un  cas  où,  au  contraire,  les  fonctions 
/'et  ff  ne  prennent  pas  tous  les  systèmes  de  valeurs  réelles 
lorsque  Ton  donne  successivement  k  x  el  y  toutes  les  valeurs 
réelles  possibles,  le  cas  limite  étant  celui  où  la  transforma- 
tion ponctuelle  que  représentent  les  équations  (2),  lorsqu'on  y 
regarde  X  et  Y  comme  constituant  un  second  couple  de 
variables,  est  univoque. 

Supposons,  par  exemple,  que,  quelles  que  soient  .r  et  y, 
les  valeurs  X  et  Y  de  /et  9  satisfassent  toujours  à  l'inégalité 

(3)  X>  4-  Y*  <  R', 

de  sorte  que,  pour  tout  système  de  valeurs  de  X  et  Y  n'y 
satisfaisant  pas,  les}Stème  d'équation  (2)  n'ait  pas  de  solu- 
tion réelle  en  x  et  y. 

Les  coordonnées  x  ^i  y  du  point  commun  à  deux  lignes, 
déterminées  respectivement  par  les  paramètres  a,  i,  c  et 
a\  b\  c'  sont  données  par  les  formules 

-,     .         bc'  —  cb'  .     ,         ca'  —  ac' 

^'^'  =  ab'  -  ba-  '  »<"^'  =  ab'  -  ba'' 
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Les  valeurs  correspondantes  de  j;  et  y  ne  seront  réelles 
que  sous  condition  et  en  particulier  elles  ne  le  seront  pas 
lorsque  le  dénominateur  commun  sera  suffisamment  grand. 

Il  est  facile  de  voir  que,  par  tout  point  de  la  surface,  pas- 
sent une  infinité  de  lignes  (1)  ne  rencontrant  pas  une  autre 
de  ces  lignes  donnée. 

Les  deux  séries  de  lignes  seront  délimitées  par  deux  d'en- 
tre elles  qui  seront  asymptotiques  à  la  ligne  donnée. 

C'est  rhypothèse  de  Lobatchewski  sur  les  lignes  droites. 

Si,  à  la  limite,  on  suppose  que  la  transformation  (2)  soit 
univoque,  les  valeurs  des  coordonnées  .r  et  y  ne  seront  in- 
finies que  dans  le  cas  où  Ton  aura 

ab'  ^.ba'  =  0, 

et  les  deux  asymptotiques  susceptibles  d'être  menées  par  un 
point  à  une  ligne  donnée  de  la  famille  (1)  se  confondent  tou- 
jours en  une  seule  :  c'est  Thypothèse  euclidienne. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  former  des  fonctions /"et  ç  dont 
les  valeurs  satisfassent  à  l'inégalité  (3). 

Considérons,  pour  cela,  un  cercle  de  rayon  R  ayant  pour 
centre  l'origine  des  coordonnées,  et  représentons  le  plan  en- 
tier sur  la  région  intérieure  à  ce  cercle  de  la  manière  sui- 
vante : 

A  tout  point  M  du  plan  faisons  correspondre  un  point  M' 
situé  sur  le  même  rayon  et  tel  que  les  distances  respectives 
/•  et  /•'  des  deux  points  au  centre  du  cercle  soient  liées  par 
la  relation 

'^  =  R  log  -5 -7       ou        r  =  R  — 

En  désignant  par  .r  et  y  les  coordonnées  rectangulaires 
du  point  M  et  par  X  et  Y  celles  du  point  M',  on  aura 


=  R  r  1  OS  jr —     V  =^ ,    r  =z  R    ^ 


et 


/^'-fj' 


x=R-— 1=^  i_____,  Y=n 
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on  a 


A'«  H-  }>  =  R«    ' 


Il  suffit  donc  de  prendre,  pour  f(xy}  et  <f(xi/),  les  expres- 
sions ci-dessus  de  X  et  Y,  pour  que  l'équation  (1)  soit  Téqua- 
tion  de  lignes  jouissant  des  propriétés  projectives  des  lignes 
droites  dans  le  plan  et  telles  que  par  un  point  on  puisse  mener 
à  Tune  d^elles  deux  asymptoliques. 

3**  Lignes  ouvertes  et  satisfaisant  à  Taxionie  de  Tasympto- 
tique  unique. 

Pour  obtenir  une  famille  de  lignes  satisfaisant,  non  seule- 
ment aux  axiomes  PI  et  PII,  mais  encore  à  Taxiome  PI  II, 
il  suffit  de  considérer  les  transformées  des  lignes  droites  dans 
une  transformation  ponctuelle  univoque,  par  exemple  celle 
qui  est  définie  de  la  manière  suivante  :  x,  y,  z,  étant  les 
coordonnées  d'un  point,  celles  du  transformé  ont  pour 
expressions 

.r'  =  ±  c(*i  —  I,         y'  =z±  eiy)  —  \,         z'  =  ±  e^z)  —  1, 

OÙ  (x)^  {i/)y  (z)  représentent  les  valeurs  absolues  de  .r,  y,  z 
et  où  les  signes  placés  devant  les  exponentielles  sont  à 
choisir  de  manière  que  j:',  y',  c'  soient  respectivement  de 
même  signe  que  .r,  y,  z. 

Portée  du  thkohème  de  Desaiuiues.  —  Un  théorème  pro- 
jectif  important  de  Géométrie  plane  est  le  théorème  de  De- 
sargues, qui  peut  être  énoncé  de  la  manière  suivante  : 

ÏHÉOHisME  DE  Desargues.  —  Lorsçus  dcux  triaugles  situés 
dans  un  même  plan  sont  tels  que  les  trois  droites  joignant 
leurs  sommets  deux  à  deux  sont  concourantes^  les  côtés  res- 
pectivement opposés  aux  dits  sommets  se  coupent  deux  à 
deux  sur  une  même  droite,  et  réciproquement. 

Ce  théorème  résulte  facilement  de  Taxiome  PII,  en  regar- 
dant les  deux  triangles  comme  les  projections,  faites  de  deux 
points  de  vue  différents,  d'un  même  triangle  de  l'espace. 

Les  axiomes  PI  et  PI  II  sont  tout  autant  planaires  que 
spatiaux. 
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Ils  constituent,  avec  le  théorème  de  Desargues,  un  groupe 
d* axiomes  projectifs  planaires,  de  sorte  que  le  théorème  de 
Desargiies  est  le  représentant,  dans  le  plan,  de  Taxiome 
PII. 

Ce  fait  important,  mis  en  évidence  sous  une  autre  forme 
par  M.  Hilbert  ^  résulte  des  propositions  que  nous  énonce- 
rons sans  démonstration  (pour  ne  pas  trop  allonger  cet  ar- 
ticle) au  paragraphe  suivant. 

Calcul  segmentairk  de  M.  Hilbert.  —  Pour  la  facilité 
du  langage,  nous  appellerons  «  droites  »  des  lignes  consti* 
tuant  une  famille  satisfaisant  aux  axiomes  PI  et  PII,  mais 
il  reste  entendu  qu'elles  peuvent  présenter  les  formes  les 
plus  diverses. 

Nous  allons  établir  un  système  de  coordonnées  sur  une  de 
ces  lignes  au  moyen  d'une  construction  exposée  par  M.  Hil- 
bert, dans  laquelle  toutefois  nous  remplacerons,  en  vue  de  la 
généralité  etpouréviterThypothèse de  l'asymptolique  unique, 
la  droite  de  Tinfini  par  une  droite  quelconque.  La  construc- 
tion ainsi  généralisée  ne  perd  d'ailleurs  aucune  de  ses  pro- 
priétés essentielles,  lesquelles  tiennent  uniquement  à  l'axiome 
PI  et  au  théorème  de  Desargues. 

Nous  supposerons  seulement  qu'on  sache  déterminer, 
dans  le  plan,  le  point  de  concours  de  deux  droites  ainsi  que 
la  droite  joignant  deux  points,  étant  d'ailleurs  observé  que 
lorsqu'un  des  points  n'est  pas  réel  ou  est  rejeté  à  l'inGni,  le 
tracé  est  toujours  possible  par  l'application  du  théorème  de 
Desargues. 

Sur  la  droite  considérée  DD\  prenons 
deux  points  0  et  A,  traçons  deux  lignes 
droites  passant  Tune  par  O,  l'autre  par 
A  et  se  coupant  en  B,  et  choisissons  sur  la 
ligne  A  B  un  point  I. 

Etant  donnés  deux  points  a  ei  b  àe  la 
droite  DD'  situés  entre  O  et  A,  effectuons 
les  constructions  suivantes  : 

Déterminons  «'  par  l'intersection  de  \a 


^  HlI.HBRT,  loc.  cit. 
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et   OB,  puis  a'  par  l'intersection  de  ha'    et  B6,  enfui   c  par 
Fintersection  de  la"  etDD'. 

Désignons  par  le  signe  +  l'opération  que  nous  venons  de 
définir  par  ces  constructions,  c'est-à-dire  posons 

a  -\-  h  =L  c. 

Cette  opération  jouit  de  propriétés  importantes  que  Ton 
peut  démontrer  direirtemenl  en  s'appuyant  soit  sur  Taxiome 
PII,  soit  sur  le  théorème  de  Desargues,  qui  le  représente 
dans  le  |)lan. 

On  peut  aussi  déduire  logiquement  ces  propriétés  d'un 
certain  nombre  d'eulr'elles,  que  nous  exprimerons  de  la 
manière  suivante,  où  nous  représentons  par  o  l'élément  ini- 
tial O,  en  raison  de  ses  propriétés  : 

a  -f /y  =  jr  a toujoursune  et  une  seule  solution  eno*; 

(rt  -|-  />)  -|-  c  =  fl  -|-  [h  -\-  c\,  a  -\-  O  =z  a, 

a  -{-  h  ^  a.  a  -\-  h>  b, 

lorsque  />  >  c,  on  a  a  -{-  h  ^  a  -\-  c. 

Le  signe  >  a  pour  objet  d'exprimer  Tordre  des  éléments 
par  rapport  au  sens  de  parcours  de  O  vers  A. 

Appelons  opération  addilive  une  opération  -f-  possédant 
les  propriétés  I  et  s'appliquant  aux  éléments  d'un  continu 
simplement  étendu  (ou  à  une  dimension),  ayant  un  élément 
initial  représenté  par  0  et  pouvant  soit  se  prolonger  indéfini- 
ment soit  avoir  un  second  élément  extrême  A. 

Nous  énoncerons,  sans  démonstration,  quelques-unes  des 
conséquences  des  propriétés  I  : 

V  a  -\- b  =ib -\-a,  c'est-à-dire  que  l'opération  additive, 
qui,  par  hypothèse,  est  associative,  est  en  outre  commuta- 
tive  ; 

2"  L'expression  a  -\-  ,v  représente  une  fonction  croissante 
et  continue  de  x\ 

3**  Lorsque  b  >  a^  il  existe  toujours  un  élément  r,  tel 
que 

«  -|-  jr  =  />   ; 

4**  L'expression  //j",  où  n  est  un  nombre  entier,  représente 
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une  fonction  continue  et  croissante  de  ,r,  nx  étant  définie  par 
la  formule 


5**  11  existe  toujours,  entre  o  et  r/,  un  élément  .r,  tel  que 
Ton  a,  Il  étant  un  nombre  entier  donné, 

a  . 
/t.r  =  fl,  ou         jr  =  —  » 

6**  Il  est  dès  lors  possible  de  définir,  au  moyen  de  procé- 
dés calqués  sur  ceux  de  la  numération,  Télémenl  représenté 
par  na^  n  étant  un  nombre  entier,  frationnaire  ou  incom- 
mensurable; 

7°  L'expression  na,  où  a  est  un  élément  constant,  repré- 
sente une  fonction  continue  et  croissante  du  nombre  n; 

8^  L'élément  na.  lorsque  //augmente  indéfiniment  (peu 
importe  que  ce  soit  par  valeurs  entières  ou  par  variation  con- 
tinue), a  pour  limite  l'élément  extrême  du  continu,  ce  qui 
exprime  :  d'abord  que  l'opération  dont  le  résultat  est  ïia  est 
toujours  possible  {V^  ligne  des  formules  I;,  ensuite  qu'elle 
permet  de  dépasser  un  élément  quelconque. 

Nous  exprimerons  la  propriété  8**  en  disant  que  l'opération 
fondamentale  envisagée  (opération  +)  est  archimédienne^  par 
allusion  au  principe  d'Archimède,  qui  s'énonce  ainsi: 

Si  di  et  h  désignent  deux  nombres  quelconques,  il  est  tou- 
jours possible  d'ajouter  ?i  à  lui-même  un  nombre  de  foLs  suffi- 
sant pour  que  la  somme  qui  en  résulte  ait  la  propriété  : 

«  +  «+...+  «>  /'. 

Axiomes  du  continu  link.uhe.  —  Observons  que  les  opé- 
rations qui  jouissent  des  propriétés  que  nous  venons  de 
mentionner  se  définissent  analytiquement  avec  beaucoup  de 
facilité. 

Faisons  correspondre  à  tout  élément  du  continu  à  une  di- 
mension considéré  un  nombre  positif,  la  valeur  o  étant  attri- 
buée à  l'élément  initial  et  x  à  l'élément  extrême.  L'élément 
z,  résultat  de  l'opération  +  effectuée  sur  les  éléments  x  et  y. 
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devra   être   déterminé    par   une    formule    (algébrique    cette 
fois)  de  la  forme 

Ci)  f{z\  =f{x)  +  /tr). 

f(jc)  étant  une  fonction  de  r  positive,  continue,  croissante, 
uniforme  et  ayant,  ainsi  que  son  inverse,  une  détermination 
toujours  réelle,  cette  dernière  propriété  ayant  pour  consé- 
quence que  /(x)  croît  indéfiniment  avec  ,r. 

M.  Hilbert^  admet  qu'il  existe  des  opérations  qui  satisfont 
à  toutes  les  conditions  I,  et  qui  ne  possèdent  ni  la  propriété 
commutative  ni  la  propriété  archimédienne,  celle-ci  entraî- 
nant d'ailleurs  celle-là. 

Le  savant  géomètre  construit,  dans  ces  conditions,  une 
Géométrie  plane  arguésienne  et  non-pascalienne^  dans  la- 
quelle certains  théorèmes  projectils  ne  sont  plus  vrais,  no- 
tamment le  théorème  de  Pascal  sur  Thexagone  inscrit  dans 
une  conique  (limité  au  cas  où  la  conique  est  réduite  à  deux 
droites). 

Pour  nous,  au  contraire,  les  théorèmes  projectifs  plans, 
y  compris  le  théorème  de  Pascal,  résultent  du  théorème  de 
Desargues,  à  Texceplion  des  propriétés  qui  tiennent  à 
l'axiome  PIII,  lesquelles  pourraient  être  aussi  bien  classées 
dans  la  Géométrie  métrique,  comme  on  le  verra  plus  loin. 

La  divergence  de  ces  résultats  tient  à  ce  que  nous  suppo- 
sons expressément,  en  plus  des  hypothèses  I,  que  le  continu 
considéré  est  à  une  dimension,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  la 
conception  de  la  droite  de  M.  Hilbert,  conception  qui  n'en 
présente  pas  moins  d'ailleurs  un  caractère  nettement  ana- 
lytique. 

Il  conviendrait  donc  de  faire  précéder  les  formules  I,  qui 
définissent  les  propriétés  des  opérations  additives,  d'axiomes 
définissant  celles  du  continu  à  une  dimension. 

On  pourrait  peut-être  adopter  à  cet  effet  les  définitions  sui- 
vantes :  . 

DÉFINITION.  —  Un  ensemble  A  d'éléments  est  dit  continu, 
lorsque,  étant  donné  deux  éléments  quelconques  de  cet  en- 


*    HiLBKRT,  loc.  cit. 
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semble,  il  est  toujours  possible  de  former  un  ensemble  H 
d'éléments  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

1**  lis  sont  susceptibles  d'être  ordonnés,  et  cela  de  manière 
que  les  éléments  donnés  soient  les  extrêmes  de  la  série, 
Torrfre  étant  une  propriété  représentée  par  un  signe  >  sou- 
mis à  une  seule  règle,  savoir  : 

Si  Ton  a  a>  6  et  6>c,  Ton  a  «  >  ^.  (L'élément  b  sera  dit 
compris  entre  a  et  c.) 

2**  Entre  deux  éléments  quelconques  de  l'ensemble  B  il  en 
existe  toujours  un  troisième. 

3**  Si  un  élément  x  varie  toujours  dans  le  même  sens  en 
ne  dépassant  jamais  un  élément  déterminé  «,  c'est-à-dire  si 
les  déterminations  successives  .ri,.ra,  jîb,  ...  àe  x  satisfont  à 
la  condition 

^1  <^«<»'t<    •  <  «• 

il  existe  toujours  un  élément  i,  tel  que,  quelque  soit  un  élé- 
ment c  arbitrairement  choisi,  .r  puisse  toujours  devenir  et 
rester  ensuite  compris  enlre  b  etc. 

Il  est  à  observer  que  la  définition  de  la  limite^  contenue 
dans  ce  dernier  membre  de  phrase,  ne  fait  pas  appel  à  l'idée 
àe  différence  et  par  suite  est  indépendante  de  toute  opération 
additive. 

DÉFINITION.  Lorsque  entre  deux  éléments  quelcouques  de 
l'ensemble  A,  on  ne  peut  former  qu'un  nombre  déterminé 
d'ensembles  B,  l'ensemble  A  est  à  une  dimension. 

On  déduit  facilement  de  ces  définitions  la  possibilité  de  re- 
présenter les  éléments  d'un  continu  à  une  dimension  par  les 
nombres  et  par  suite  de  leur  appliquer  les  considérations 
analytiques  qui  conduisent  à  la  formule  4). 

L'opération  représentée  par  la  formule  (4)  n'est  pas  néces- 
sairement archimédienne. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  prenne  soit 

f[x)  =  2c  log  ^^  _^  ^    ,  soit  fi-r)  =  2c  arc  laiig  ^  . 

Dans  le  premier  cas,  f(x)  représente  une   distance    lobat- 
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chewskienne,  an  sens  que  nous  indiquerons  au  paragraphe 
suivant,  et  la  répétition  indéfinie  de  l'opération  donne  lieu  à 
un  point  limite  a;=2r. 

Dans  le 'second  cas,  f(x)  représente  une  distance  rieman- 
nienne,  et  la  répétition  indéfînie  de  l'opération  est  impos- 
sible, car  l'on  obtient  le  pointer  =  oo  après  un  nombre  fini 
d'opérations. 

L'opération  ne  satisfait  d'ailleurs  pas,  dans  ces  cas,  à  la 
première  des  propriétés  I;  dans  le  premier  cas,  cette  opéra- 
ration  n'a  pas  de  résultat,  lorsque  l'un  des  termes  est  repré- 
senté par  une  valeur  de  la  coordonnée  supérieure  à  2  c;  dans 
le  second  cas,  elle  donne  lieu  à  une  détermination  multiple. 

Coordonnées  projectives.  — Nous  avons,  dans  ce  qui  pré- 
cède, raisonné  sur  les  points  de  la  droite  DD',  mais  en  fait, 
ce  que  nous  avons  établi,  c'est  une  correspondance,  sans  la- 
cune ni  double  emploi,  entre  l'ensemble  des  droites  rayon- 
nantes autour  du  point  I  et  le  continu  numérique,  pourvu 
toutefois  que  l'on  ferme  celui-ci  sur  lui-même  en  faisant  coïn- 
cider +  X  et  —  X  . 

Pour  que  cette  correspondance  se  poursuive  sur  la  ligne 
droite,  il  faut  et  il  suffît  que  deux  points  quelconques  déter- 
minent toujours  une  ligne  droite  et  que  deux  droites  copla- 
naires  se  rencontrent  toujours  en  un  point  réel;  ces  condi- 
tions sont  d'ailleurs  indépendantes  de  la  forme  qu'on  attri- 
bue aux  lignes  droites. 

Dans  le  cas  déjà  signalé  où  l'on  peut  mener  par  un  point 
deux  droites  asymptotiques  à  une  autre  droite,  les  nombres 
qui  correspondent  aux  lignes  de  construction  comprises  dans 
l'angle  formé  par  les  deux  asmyptotiques  à  la  droite  DD'  ne 
représentent  aucun  point  j*éel  de  cette  droite. 

Dans  le  cas,  au  contraire,  oii  il  existe,  sur  cette  droite,  des 
points  par  lesquels  il  ne  passe  pas  de  lignes  droites  contenant 
le  point  I,  ces  points  seraient  dépourvus  de  coordonnées. 

Dans  le  cas  de  l'unicité  de  l'asymptotique,  pour  avoir  un 
système  de  coordonnées  rigoureusement  univoques,  il  suffît 
de  faire  coïncider  la  ligne  de  construction  lA,  cotée  -j- ^  ? 
avec  l'asymptotique  unique  menée  par  le  point  1  à  DD'. 

Signalons  qu'on    réalise  'ainsi,   par  l'emploi   de   la   règle 
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seule,  la  mesure  des  segmenls  sur  une  droite,  à  condition 
toutefois  d'admçttre  que  l'on  puisse  apprécier,  avec  telle 
approximation  désirée  (au  moyen  du  rayon  visuel,  par  exem- 
ple), Tasymptolisme  de  deux  droites. 

11  résulte  des  propriétés  7**  et  8°  que,  a  étant  un  élément 
(ou,  si  Ton  veut,  un  segment)  quelconque,  l'expression  na^ 
où  n  est  un  nombre  positif  quelconque,  représente  toujours 
un  des  éléments  du  continu  et  est  susceptible  de  représen- 
ter Tun  quelconque  de  ces  éléments. 

Pour  établir  une  correspondance  univoque  (ou  presque) 
entre  les  nombres  positifs  et  les  points  de  la  droite  DD' 
compris  entre  0  et  A,  il  suffit  donc  de  choisir  un  élément  c, 
auquel  Ton  fait  correspondre  l'unité  et  de  faire  correspondre 
à  un  élément  quelconque  le  nombre  n  tel  que  ne  coïncide 
avec  cet  élément:  le  point  O  correspondant  d'ailleurs  à  o, 
et  A  à  00  (cette  dernière  correspondance  justifiant  notre  res- 
triction :  «  presque  »  univoque). 

L'opération  inverse  de  l'addition  permet  de  compléter  la 
correspondance  en  dehors  du  segment  O  A,  en  déterminant 
les  points  représentés  par  les  nombres  négatifs,  lesquels 
peuvent  être  en  effet  définis  par  la  formule 

—  n  =z  o  —  n. 

Le  système  de  coordonnées  rectilinéaires  que  nous  venons 
d'exposer  d'après  M.  Hilbert  n'est  autre  que  celui  de  von 
Staudt^   obtenu   au  moyen   de  constructions  plus  simples. 

Nous  avons  encore  à  mentionner  quelques  propriétés  in- 
dispensables pour  le  développement  de  notre  sujet. 

On  démontre,  toujours  par  l'application  du  théorème  de 
Desargues,  qui  constitue  bien  l'jixiome  projectif  planaire, 
que  le  résultat  de  l'opération  +  appliquée  à  deux  points 
d'une  droite  dépend  uniquement  des  points  limitant  le  seg- 
ment considéré,  que  nous  avons  désignés  par  O  et  A,  et  nul- 
lement des  autres  éléments  de  la  construction. 

L'échelle  numérique  que  cette  construction  nous  a  permis 
d'appliquer  sur  la  droite  ne  dépend  donc  que  du  choix  des 


*  VoN  Staudt,  Géométrie  der  Lage^  p.  43;  Beitrâge  zur  Géométrie  der  Lage^  p.  266,  Korn, 
Nurnberg. 
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points  correspondants  aux  nombres  0,  1,  x  ,  ou,  plus  géné- 
ralement, à  trois  nombres  donnés  quelconques. 

La  valeur  n  de  la  coordonnée  est  le  rapport  anharmoni" 
que  déterminé  par  les  points  0,  1,  oo  et  n  et  peut  d'ailleurs 

lui  servir  de  définition  ;  le  rapport  —  est   le  rapport  anhar- 

monique  déterminé  par  les  points  o,  //,  oo  ,  /?'. 

La  valeur  du  rapport  anharnionique,  étant  liée  à  des 
constructions  purement  projectives,  est  ïin  invariant  pro- 
jectif. 

En  particulier,  il  se  conserve  lorsque  Ton  projette, 
d'un  point  du  plan,  les  points  de  la  droite  sur  une  autre 
droite. 

On  peut  établir,  entre  les  points  de  deux  droites,  une  cor- 
respondance dite  homographique^  caractérisée  par  le  fait  que 
le  rapport  anharmonique  déterminé  par  quatre  points  quel- 
conques de  Tune  des  droites  est  égal  au  rapport  anharmo- 
nique déterminé  par  les  quatre  points  correspondants  de 
Tautre  droite. 

Cette  correspondance  est  déterminée  par  la  connaissance 
de  trois  couples  de  points  correspondants,  de  sorte  que  lors- 
que, sur  deux  droites  qui  se  rencontrent,  le  point  commun 
se  correspond  à  lui-même,  les  droites  joignant  deux  à  deux 
les  points  correspondants  sont  concourantes.  Cette  propriété 
permet  de  démontrer  le  théorème  de  Pascal  dans  le  cas  où 
la  conique  est  réduite  à  deux  droites. 

Parmi  les  relations  que  Ton  démontre  entre  les  rapports 
anharmoniques,  nous  signalerons  la  suivante,  qui  va  être 
appliquée  pour  déterminer  Téquation  d'une  droite. 

{a,b.c,d)  -\-  {a,c.h,d]  =  1. 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'établir  des  sys- 
tèmes de  coordonnées  projectifs  pour  le  plan  et  l'espace. 
Pour  le  plan,  on  choisira  trois  droites  et  un  point  à  l'inté- 
rieur du  triangle  qu'elles  forment;  l'on  donnera  pour  coor- 
données à  Tun  des  sommets  :  x  -=  y  =  o  et  sm  point  situé  à 
l'intérieur  du  triangle:  .r  =  y  =:  1  ;  la  droite  opposée  au  pre- 
mier point  comprendra   les  points  de  coordonnées  infinies; 
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enfin  toute  droite  passant  par  l'un  des  deux  autres  sommets 
du  triangle  aura  pour  équation,  suivant  le  cas, 

jr  =  ct«      ou      y  =  C^' 

On  déterminera,  au  moyen  des  constructions  exposées  dans 
le  paragraphe  précédent,  une  correspondance  entre  le  con- 
tinu numérique  et  Tétoile  de  droites  x  =  f'*,  les  droites  cor- 
respondantes à  .r  =  0,  1,  QO  étant  d'ailleurs  données  par  ce 
qui  précède,  et  Ton  opérera  de  même  pour  les  droites  y  =  C', 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan  seront 
déterminées  par  les  droites  de  ces  deux  familles  passant  par 
ce  point. 

Enfin  Ton  établira  Téquation  d'une  ligne  droite  rencon- 
trant l'axe  des  x  en  un  point  x  =  a  et  l'axe  des  y  en  un 
point  y  =  t,  en  démontrant,  au  moyen  des  propriétés  men- 
tionnées du  rapport  anharmonique,  que  x  et  y  étant  les  coor- 
données d'un  point  de  la  droite,  Ton  a 

X  Y 

a         h 

Les  lignes  droites  sont  donc  représentées  par  les  équations 
linéaires. 

Mentionnons  également  que  Ton  démontrerait  par  des  pro- 
cédés analogues  que  l'équation  d'une  conique,  définie  comme 
lieu  du  point  de  rencontre  des  rayons  correspondants  de 
deux  faisceaux  homographiques,  est  une  équation  du  second 
degré. 

Dès  lors  la  Géométrie  projective  plane  est  réduite  à  une 
application  de  l'Analyse,  et  par  cela  même  se  trouve  démon- 
tré le  fait  déjà  énoncé  que  l'effet  de  l'axiome  PII  sur  la  géo- 
métrie plane  est  intégralement  représenté  par  le  théorème 
de  Desargues,  auquel  on  peut  aussi  substituer  le  théorème 
de  Pascal  limité  au  cas  où  la  conique  est  réduite  à  deux 
droites. 

Passons  à  la  Géométrie  dans  Tespace. 

Un  système  de  coordonnées  projectives  sera  déterminé  au 
moyen  d'un  tétraèdre  et  d'un  point  suivant  un  procédé  ana- 
logue à  celui  qui  a  été  exposé  pour  le  plan. 
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On  démontrera  que,  dans  un  tel  système  de  coordonnées, 
un  plan  quelconque  est  représenté  par  une  équation  linéaire. 

On  passe  d'un  de  ces  systèmes  à  un  autre  au  moyen  de 
formules  de  la  forme 

^   —   ««'jr  H-  b"'y  -I-  c'"z  -f  d'^   ' 

/  —  ff'j-   -f  ^'.r  +  c*z   H-  à' 
^    ~"   a"'x  H-  b"*y  +  c'*5  +  d"   ' 

^,  _    fl^'j.  -|.  b"y  4-  c^^s  4-  d" 

Ces  formules  sont  également  les  équations  d'une  trans- 
formation ponctuelle  projective  dans  un  des  systèmes  de 
coordonnées  ainsi  définis. 

Il  en  résulte  que  les  propriétés  projectives  des  figures  sont 
représentées,  dans  un  de  ces  systèmes  de  coordonnées,  par 
des  formules  indépendantes  du  système  choisi. 

La  Géométrie  projective  se  trouve  maintenant  réduite  à 
une  application  de  l'Analyse,  et,  par  suite,  est  virtuellement 
établie,  et  cela  sur  les  axiomes  PT  et  PII. 

Les  observations  faites  au  sujet  des  cordonnées  projec- 
tives sur  la  droite  dans  l'hypothèse  de  l'unicité  de  l'asympto- 
tique  (axiome  PIII)  s'étendent  facilement  au  cas  de  l'espace 
et  Ton  obtiendra,  dans  cette  hypothèse,  un  système  de  coor- 
données univoques  en  faisant  éloigner  indéfiniment  le  plan 
des  coordonnées  infinies. 

Le  système  de  coordonnées  est  alors  déterminé  par  trois 
droites  concourantes,  appelées  axes  de  coordonnées  et  par 
un  point  auquel  on  attribue  les  coordonnées 

x=zy=zz=i\. 

Signalons  que,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  observer  à  pro- 
pos des  coordonnées  rectilinéaires,  sur  chacun  des  axes,  les 
valeurs  de  la  coordonnée  réalisent  une  détermination  mé- 
trique. Mais  rien  ne  permet  de  passer  d'un  axe  à  l'autre  :  la 
Géométrie  projective  ne  permet  donc  pas  la  comparaison  des 
segments  appartenante  des  droites  diflférentes. 

On  voit  toutefois  que  la  frontière   entre  la  Géométrie  pro- 
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jective  et  la  Géométrie  métrique  n'est  pas  absolument  nette, 
et  que,  si  Taxiome  PIII  parait,  au  premier  abord,  de  carac- 
tère projectif,  il  a  aussi  des  conséquences  métriques. 

Avant  d'abandonner  les  conséquences  de  Taxiome  PHI, 
observons  que  Tidée  du  plan  de  Vinfiniy  que  nous  retrouve- 
rons en  Géométrie  métrique,  est  introduite  par  le  fait  que, 
dans  un  système  de  coordonnées  projectives,  les  coordon- 
nées d'un  point  qui  s'éloigne  indéfiniment  tendent  vers  des 
valeurs  satisfaisant  à  une  équation  de  la  forme. 

a.r  4-  j3/  -f  73  H-  J  =  0. 

Enfin  observons  qu'il  résulte  des  considérations  précé- 
dentes que  l'axiome  PIII  est  équivalent  au    suivant  : 

(PIII)'  //  existe  des  systèmes  de  coordonnées  projectifs  qui 
sont  univoques. 

Cet  axiome  suppose  l'existence  de  systèmes  de  coordon- 
nées univoques  et  par  suite  l'admission  de  Taxiome  AU. 

Réciproquement,  si  Taxiome  AU  est  admis,  il  est  toujours 
possible  de  déterminer  une  famille  (et  par  suite  une  infinité 
de  familles)  de  lignes  continues  et  ouvertes  satisfaisant  aux 
axiomes  PI,  PII  et  PIII.  Dans  la  conception  ordinaire  de  l'es- 
pace, une  de  ces  familles  est  constituée  par  les  droites. 

L'on  voit  que  les  axiomes  AI  et  AU  résultent  en  somme 
des  propriétés  attribuées  aux  lignes  droites,  de  sorte  que  les 
propriétés  de  Vespace  sont,  en  dernière  analyse,  l'expression 
de  propriétés  de  certaines  lignes. 

Pour  pouvoir  donner,  ainsi  que  nous  l'avons  fait,  aux 
axiomes  PI  et  PII  une  signification  analytique,  ce  qui  entraîne 
l'introduction  des  imaginaires,  il  est  nécessaire  que  les  lignes 
auxquelles  s'appliquent  ces  axiomes  soient  analytiques,  c'est- 
à-dire  soient  représentées  par  des  équations  analytiques 
dans  un  système  de  coordonnées  univoques. 

Ces  lignes  sont  évidemment  analytiques  par  rapport  aux 
systèmes  de  coordonnées  qu'elles  déterminent  par  les  pro- 
cédés que  nous  avons  exposés.  Elles  resteront  analytiques 
dans  tout  changement  analytique  de  coordonnées,  conduisant 
à  un  système  de  coordonnées  univoques. 

Rksumé.  —  Les  propriétés  projectives  proprement  dites  se 
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déduisent  des  axiomes  PI  et  PII,  pris  au  sens  analytique. 
Ce  second  axiome  est  représenté  dans  le  plan  par  le  théo- 
rème de  Desargues. 

Il  existe  une  infinité  de  familles  de  lignes  satisfaisant  à 
ces  axiomes,  qui  fournissent  chacune  une  interprétation  des 
propositions  de  la  Géométrie  projective. 

On  sait,  au  moyen  de  chacune  de  ces  familles,  établir  des 
systèmes  de  coordonnées,  qui  sont  univoques  lorsque  les 
lignes  considérées  satisfont  à  Taxionie  PIII. 

IV 

GÉOMÉTRIE  MÉTRIQUE 

(iROUPEs  MÉTRIQUES.  —  La  Géométrie  métrique  met  en 
oeuvre,  en  plus  des  notions  que  nous  avons  déjà  exposées, 
celle  de  déplacement  sans  déformation,  base  de  l'idée  de 
Tégalité  des  figures,  dont  Tétude  est  Tobjet  essentiel  de  cette 
Géométrie  (la  perpendicularité  qui  intervient  dès  les  pre- 
mières propositions  est  définie  au  moyen  d'une  égalité 
d'angles). 

Sophus  Lie  a  énoncé  les  propriétés  fondamentales  des 
déplacements  sans  déformation. 

Nous  choisirons,  parmi  les  deux  systèmes  équivalents 
d'axiomes  qu'il  a  donnés,  celui  dont  l'interprétation  géomé- 
trique est  la  plus  directe.  Mais  nous  entendons  toutefois, 
suivant  le  principe  constamment  suivi  dans  cette  étude,  les 
employer  dans  leur  signification  analytique,  signification 
toujours  précise  en  vertu  des  axiomes  AI  et  AU. 

MI.  —  Les  déplacements  sans  déformation  (Bavegungen) 
sont  des  transformations  ponctuelles  qui  constituent  un 
groupe  réel  et  continu  comprenant  les  inverses  de  toutes  ses 
transformations . 

Mil.  —  Si  l'on  fixe  un  point  quelconque,  tous  les  points 
susceptibles  d'être  atteints  par  un  autre  point  quelconque  sont 
situés  sur  une  surface  contenant  le  second  point  et  ne  conte- 
nant pas  le  premier, 

L'Enseignement  mathém.,  6«  année  ;  1904.  1i 
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MIII.  — Autour  du  point  fixe  il  existe  un  domaine  triple- 
ment étendu  et  de  dimensions  finies,  dans  lequel  tout  point 
peut  atteindre,  par  un  déplacement  continu,  tout  autre  pi^iat 
situé  sur  la  surface  correspondante,  définie  ci'dessus. 

Sophiis  Lie  démontre  que  ce  système  d'axiomes,  dont  la 
signification  analytique  est  bien  déterminée,  caractérise  les 
groupes  continus  de  transformations  projectives  conservant 
chacun  une  quadrique,  ordinaire  ou  dégénérée,  et  les  groupes 
qui  leur  sont  semblables,  c'est-à-dire  qui  peuvent  être  obte- 
nus au  moyen  des  premiers  par  l'application  d'une  transfor- 
mation ponctuelle. 

Nous  appellerons  métriques  ces  divers  groupes. 

Parmi  les  propriétés  qui  leur  sont  communes,  nous  signa- 
lerons, en  premier  lieu,  la  suivante: 

Deux  points  étant  fixes,  un  déplacement  continu  est  encore 
possible,, dans  lequel  restent  fixes  les  divers  points  d'une  ligne 
passant  par  les  deux  points. 

Les  lignes  ainsi  introduites,  étant  déterminées  par  la  con- 
naissance de  deux  de  leurs  points,  forment  une  famille  à 
quatre  paramètres.   Appelons-les  axes  du  groupe  métrique. 

Dans  le  cas  où  le  groupe  métrique  est  projectif\  c'est- 
à-dire  est  composé  de  transformations  projectives,  il  est 
facile  de  voir  que  ses  axes  sont  les  lignes  droites. 

De  la  manière  même  dont  les  groupes  métriques  non  pro- 
jectifs  sont  obtenus,  suivant  le  théorème  de  Sophus  Lie,  au 
moyen  des  groupes  métriques  projectifs,  il  résulte  que  les 
axes  relatifs  à  chacun  d'eux  sont  les  lignes  transformées  des 
lignes  droites  au  moyen  d'une  transformation  ponctuelle. 

Comme,  d'autre  part,  les  propriétés  PI  et  PII  des  lignes 
droites  sont  évidemment  de  celles  qui  se  conservent  dans  une 
transformation  ponctuelle  générale  (toutes  réserves  étant 
faites  toutefois  au  sujet  de  particularités  pouvant  être  intro- 
duites par  l'existence  de  singularités,  de  déterminations  mul- 
tiples, etc.),  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant: 

Les  propriétés  PI  et  PII  des  lignes  droites  appartiennent  éga- 
lement aux  axes  de  tout  groupe  métrique. 

Elant  donné  une  famille  de  lignes  satisfaisant  aux  axiomes 
PI  et  PII,   Ton   pourra  toujours  déterminer,  par  le  procédé 
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indiqué  au  paragraphe  II,  un  système  de  coordonnées  (uni- 
voque  ou  non).  Tout  groupe  métrique  admettant  ces  lignes 
pour  axes  est  représenté,  dans  ce  système  de  coordonnées, 
par  des  équations  qui,  dans  un  système  projectif  de  coordon- 
nées, représentent  un  groupe  métrique  projectif,  de  sorte 
que  :  à  tout  groupe  projectif  métrique  correspond  un  groupe 
métrique  admettant  pour  axes  les  lignes  d'une  famille  don- 
née, satisfaisant  aux  axiomes  PI  et  PII. 

Tout  groupe  métrique  donne  lieu  à  une  interprétation  de 
la  théorie  de  la  mesure,  en  entendant  par  «  égalité  de  deux 
figures  »  leur  superposabilité  au  moyen  d*une  transformation 
du  groupe. 

Les  diverses  notions  qui  interviennent  dans  la  Géométrie 
ordinaire  (sauf,  pour  le  moment,  les  parallèles)  trouvent 
place  dans  cette  interprétation,  et,  en  premier  lieu,  la  dis-- 
tanccy  qui  se  présente  comme  un  invariant,  par  rapport  au 
groupe,  d'un  couple  de  points. 

Parmi  les  propriétés  communes  aux  groupes  métriques, 
nous  citerons  la  suivante  : 

Par  une  transformation  du  groupe,  un  point  quelconque 
peut  atteindre  (transivité  du  groupe)  tout  point  dont  il  n'est 
pas  séparé  par  la  surface  invariante  du  groupe  (dans  les 
groupes  projectifs  :  quadrique  conservée,  ou  plan  de  la  coni- 
que conservée).  Pour  cette  raison  nous  appellerons  cette  sur- 
face Vin  fini  métrique. 

La  dislance  (définie  par  rapport  au  groupe  considéré)  d'un 
point  de  l'espace  à  un  point  de  Tinfini  métrique  est  infinie. 

Ecartant  les  groupes  dans  lesquels  les  transformations 
laissant  un  point  fixe  présentent  des  propriétés  trop  diffé- 
rentes de  celles  des  rotations  ordinaires  autour  d'un  point, 
nous  distinguerons  trois  catégories  de  groupes  métriques: 

Groupes  euclidiens^  transformés  des  groupes  projectifs 
qui  conservent  une  conique  imaginaire  située  dans  un  plan 
réel  ; 

Groupes  riemanniens^  transformés  des  groupes  projectifs 
qui  conservent  une  quadrique  imaginaire  à  équation  réelle; 

Groupes  lobatchewskiens,  transformés  des  groupes  projec- 
tifs qui  conservent  une  quadrique  réelle  entourant  la  région 
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de  l^espace  à  laquelle  s'appliquent  les  propositions  que  nous 
avons  en  vue. 

Rien  ne  s'oppose  a  priori  à  ce  que  Ton  fasse  toutes  combi- 
naisons entre  les  diverses  hypothèses  possibles  sur  la  forme 
des  axes,  la  catégorie  du  groupe  et  la  position  dans  l'espace 
de  rînfini  métrique. 

C'est  ainsi  que  l'on  peut  établir  des  métriques  non-eucli- 
diennes sur  le  plan,  en  conservant  leur  rôle  aux  lignes 
droites  et  une  métrique  euclidienne  sur  la  sphère,  en  faisant 
jouer  le  rôle  des  droites  par  les  grands  cercles  ^ 

Groupes  métriques  projectifs.  —  Nous  avons  vu  que  les 
groupes  métriques  projectifs  sont  ceux  dont  les  axes  sont 
les  droites. 

Comme  les  propriétés  géométriques  résultent  exclusivement 
des  axiomes,  celles  des  groupes  métriques  projectifs  s'éten- 
dent forcément  à  tous  les  groupes  métriques  dont  les  axes 
satisfont  à  l'axiome  Plll,  pourvu  toutefois  que,  dans  l'inter- 
prétation figurée  des  propositions,  l'on  remplace  les  lignes 
droites  par  les  axes  du  groupe  considéré. 

Mais  l'attribution  de  la  projectivité  aux  groupes  à  étudier 
présente  l'avantage  de  nous  permettre  l'emploi  légitime 
des  termes:  plan,  conique,  quadrique,  etc.,  qui  simplifient  le 
discours. 

Nous  allons  signaler  les  principales  divergences  que 
présentent  les  trois  catégories  de  groupes  métriques  pro- 
jectifs. 

1**  Le  groupe  est  lobatchewskien. 

L'infini  métrique  est  alors  constitué  par  un  ellipsoïde  en- 
veloppant la  région  de  l'espace  à  laquelle  s'appliquent  les 
propositions. 

Parmi  les  transformations  du  groupe  se  distinguent  celles 
dans  lesquelles  tous  les  points  d'une  droite  restent  fixes:  nous 
les  appellerons  rotations,  par  généralisation  de  la  significa- 
tion de  ce  terme. 

Dans  une  rotation  une  autre  droite  reste  également  fixe, 
savoir  la  conjuguée  de   Taxe   de   rotation   par   rapport   à    la 


*  Cf.  'CoMBEBiAC.  Vespave  est-il  euclidien?  V Enseignement  mathématique^  Année  1903. 
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qiiadrique  fondamentale,  mais  les  points  de  cette  dernière 
droite  ne  restent  pas  fixes,  ils  se  déplacent  sur  elle,  de  sorte 
que  celle-ci  glisse  sur  elle-même. 

On  peut  donc  dire  qu'à  tout  axe  de  rotation  correspond  un 
axe  de  glissement. 

De  deux  droites  conjuguées,  Tune  rencontre  réellement 
Tinfini  métrique,  l'autre  non. 

Toute  transformation  du  groupe  peut  être  obtenue  par  la 
succession  de  deux  rotations  effectuées  respectivement  au- 
tour de  deux  droites  coujuguées,  c'est-à-dire  par  la  succes- 
sion d'une  rotation  et  d'un  glissement  effectués  autour  et  le 
long  d'une  même  droite. 

Dans  une  rotation  simple  (qui  est  aussi  un  glissement 
simple),  les  plans  passant  par  l'axe  de  glissement  restent 
fixes,  puisque  chacun  d'eux  contient  une  droite  fixe  et  un 
point  fixe,  savoir  le  point  où  il  rencontre  l'axe  de  rotation. 
En  outre  les  points  extérieurs  à  l'axe  de  glissement  décri- 
vent, dans  les  plans  fixes,  des  coniques  bitangentesà  la  qua- 
drique  fondamentale  aux  points  où  celle-ci  est  rencontrée 
par  cet  axe. 

Par  la  répétition  indéfinie  d'une  de  ces  transformations  — 
rotation  simple  ou  glissement  simple,  —  les  divers  points  de 
l'espace  tendent  vers  l'un  des  points  L  de  l'infini  métrique 
communs  à  leurs  trajectoires. 

La  translation  lobatchewskienne  d'un  segment  le  long 
d'une  droite  ne  permet  pas  la  mesure  de  tous  les  segments 
de  cette  droite,  puisque  les  points  situés  à  l'extérieur  de  la 
quadrique  fondamentale  ne  peuvent  pas  être  atteints  par  le 
segment  pris  pour  unité. 

M.  Veronèse  *  en  conclut  à  l'existence  de  segments  déter- 
minés qui  seraient  infinis  et  à  la  nécessité  d'introduire  dans 
l'analyse  mathématique  l'idée  de  Vin  fini  actuel. 

Cette  interprétation  du  mot  «  infini  »  en  modifie  complè- 
tement, à  notre  avis,  la  signification,  laquelle  est  très  pré- 
cise et  réside  tout  entière  dans  l'idée  de  la  répétition  indé- 
finie d'une  opération  déterminée. 


*  Vbronrsb.  (irundztige  der  Géométrie  von  mehreren   Dimensionen,  traduit  de  l'italien  par 
A.  Srhepp;  Teiibncr,  Leipzig,  1894. 
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On  se  trouve  d'ailleurs,  dans  le  cas  actuel,  simplement  en 
présence  du  fait  très  vulgaire  qu'est  Texistence  d'une  li- 
mite. 

Un  élément  j:-  (ici  Textrémité  d'un  segment  sur  une  droite 
ou  sa  coordonnée)  est  déterminé  par  un  nombre  N  d'opéra- 
tions (ici  la  translation  d'un  segment  pris  pour  unité). 

Ce  fait  s'exprime  en  disant  que  x  est  fonction  de  N. 

Quelle  difficulté  particulière  trouve-l-on  à  concevoir  que 
X  tende  vers  une  limite  (point  ou  nombre)  déterminée,  lorsque 
le  nombre  entier  N  augmente  indéfiniment?  Toute  existence 
de  limite  est  réductible  à  un  fait  de  cette  espèce. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  si  Ton  désigne  par  y  la  lon- 
gueur lobatchewskienne  du  segment  qui  a  pour  coordonnée 
univoque  .r,  Ton  a 

"20  —  X 
y  =:  '2c  loiç  — ; —  , 

fonction  qui  devient  infinie  pour  les  valeurs  de  la  variable 

-t-  =  2t  ^c. 

2®  Le  groupe  est  riemannien. 

L'infini  métrique  est  une  quadrique  imaginaire  à  centre 
réel. 

Deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  cette  quadrique  ne 
se  distinguent  pas  Tune  de  l'autre  par  leurs  propriétés. 

Les  trajectoires  dans  une  rotation  (ou  glissement)  simple 
sont  bitangentes  à  la  quadrique  fondamentale,  mais  en  des 
points  imaginaires. 

Parmi  les  particularités  qui  distinguent  ce  groupe,  nous 
signalerons  que  la  translation  d'un  segment  sur  une  droite, 
répétée  un  nombre  fini  de  fois,  fait  atteindre  l'infini, 
fait  qui  indique  simplement  l'impossibilité  d'une  telle  répé- 
tition   et  qui,    analytiquement,    tient    à   ce   que   la   fonction 

2c  arctang    ,j-   tend  vers    une  valeur    finie,  lorsque  x  croit 

indéfiniment. 

3"*  Le  groupe  est  euclidien. 

La  quadrique  fondamentale  est  dégénérée  en  une  conique 
imaginaire  à  plan  réel. 
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La  conjuguée  d'une  droite  quelconque  de  Tespace  est  une 
droite  de  ce  plan,  de  sorte  que  les  rotations  et  les  transla- 
tions constituent  des  opérations  se  distinguant  nettement 
les  unes  des  autres. 

Par  une  translation  indéfiniment  répétée,  un  point  tend, 
comme  par  une  translation  lobatchewskienne,  vers  un  point 
de  Finfini  métrique,  mais  si  nous  supposons  rejeté  à  Tinfini 
le  plan  de  Tinfini  métrique,  c'est-à-dire  si  nous  supposons 
que  Téquation  de  ce  plan  tende  à  être  satisfaite  par  les  coor- 
données d'un  point  qui  s'éloigne  indéfiniment,  l'on  tombe 
sur  la  géométrie  vulgaire. 

Principk  d'Archimêde.  —  Sans  toucher  en  rien  à  l'idée  de 
figure,  qui  constitue  en  somme  l'unique  concept  en  dehors 
duquel  le  mot  «Géométrie»  perd  toute  signification,  nous 
pouvons  établir  des  «  métriques  »  où  interviennent  toutes 
les  notions  auxquelles  conduit  l'étude  de  la  mesure  géomé- 
trique, mais  où  les  opérations  et  les  figures  correspondantes 
aux  propositions  ne  sont  plus  celles  de  la  Géométrie  vul- 
gaire. 

Il  nous  suffit,  pour  cela,  de  remplacer  l'opération  fonda- 
mentale de  la  Géométrie  vulgaire  qui  consiste  dans  le  «  dé- 
placement sans  déformation  »  des  figures  par  d'autres  opé- 
rations ayant  des  propriétés  soit  identiques,  soit  peu  dif- 
férentes. 

Dans  chacune  de  ces  métriques  intervient  une  famille  de 
lignes  jouissant  des  propriétés  attribuées  aux  lignes  droites 
par  les  axiomes  projectifs  PI  et  PII,  et  chacune  de  ces 
familles  peut  être  considérée  comme  la  famille  des  axes  d'une 
infinité  de  groupes  métriques  des  trois  catégories. 

Nous  avons  vu,  dans  l'examen  des  groupes  métriques  pro- 
jectifs, c'est-à-dire  des  groupes  dont  les  axes  sont  les  lignes 
droites,  que,  parmi  eux,  il  n'existe  pas  de  groupes  lobatchevvs- 
kiens  ou  riemanniens  donnant  lieu  à  la  propriété  ordinaire 
d'une  translation  en  ce  qui  concerne  sa  répétition   indéfinie. 

Examinons  donc,  dans  le  cas  général,  les  conséquences 
de  l'admission  d'un  nouvel  axiome,  que  nous  énoncerons, 
sous  le  titre  d'A.riome  cVArchimède^  de  la  manière  suivante: 

MIV.  —  L'opération  consistant  à  déplacer  (sans  déforma- 
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ti'on)  un  segment  sur  un  axe  du  groupe  peut  être  continuée 
indéfiniment  et  permet  d'atteindre  tout  point  de  cet  axe. 

Cet  axiome  pourrait  aussi  s'exprimer  en  disant  que  l'addi- 
tion métrique  de  deux  segments  sur  un  axe  jouit  de  la 
propriété  archimédienne,  propriété  qui  résulte  en  somme 
du  fait  que  cette  addition  donne  toujours  un  résultat  et 
un  seul. 

Une  conséquence  de  Faxiome  MIV  consiste  en  ce  qu'un 
point  de  Fespace  peut  atteindre  tout  autre  point  et  par  suite 
ne  peut  être  séparé  de  lui  par  la  surface  de  Tinfini  métrique, 
de  sorte  que  cet  infini  métrique  ne  peut  comprendre  des 
points  déterminés  de  Tespace. 

Les  conséquences  principales  de  Taxiome  MIV  pour  les  trois 
catégories  de  groupes  métriques,  sont  les  suivantes: 

1®  Groupe  euclidien  :  l'espace  est  une  variété  ouverte, 
Téquation  du  plan  de  Tinfini  métrique  (ou  plutôt  de  la  sur- 
face qui  joue  ce  rôle)  est  vérifiée  à  la  limite  par  les  coordon- 
nées d'un  point  qui  s'éloigne  indéfiniment,  les  axes  du 
groupe  forment  une  famille  de  lignes  ouvertes  et  présentant 
la  propriété  de  Tunicilé  de  l'asymptotique. 

2®  Groupe  lobatchewskien  :  l'espace  est  encore  une  variété 
ouverte,  la  surface  qui  joue  le  rôle  de  la  quadrique  fonda- 
mentale est  composée  —  pour  ainsi  parler  —  des  points 
de  l'infini,  et  les  axes  sont  encore  des  lignes  ouvertes,  mais 
ne  présentant  pas  la  propriété  de  l'unicité  de  l'asympto- 
tique. 

3"*  Groupe  riemannien  :  l'espace  est  une  variété  fermée, 
les  axes  sont  des  lignes  fermées. 

Nous  voyons  que  l'axiome  d'Archimède  constitue  le  lien 
entre  la  catégorie  des  groupes  métriques  et  la  forme  de 
leurs  axes. 

L'admission  des  quatre  axiomes  métriques  et  de  l'axiome 
PIII  caractérise  les  groupes  euclidiens  dont  l'infini  métri- 
que est  rejeté  à  l'infini.  Si  nous  employons  le  pluriel,  c'est 
qu'il  existe  une  infinité  de  ces  groupes,  chacun  correspon- 
dant à  une  famille  d'axes  possédant  les  propriétés  attribuées 
aux  lignes  droites  par  les  axiomes  projectifs,  y  compris 
l'axiome  PIII. 
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Parmi  eux  se  trouve  le  groupe  qui  admet  pour  axes  les 
droites  idéales. 

Les  groupes  lobatchewskiens  satisfaisant  à  Taxiome  d'Ar- 
chimède  ne  sauraient  avoir  pour  axes  les  droites  idéales,  el 
c'est  à  la  signification  multiple,  —  parce  qu'arbitraire  — 
qui  a  été  donnée  au  mot  «  droite  »  que  doivent  êlre  attri- 
bués en  grande  partie  les  malentendus  auxquels  a  donné 
lieu  l'introduction  des  géométries  non-euclidiennes. 

Quant  aux  groupes  riemanniens,  il  ne  peut  en  exister  qui 
satisfassent  à  l'axiome  d'Archimède  que  si  l'espace  est  une 
variété  fermée. 

Coordonnées  métriques.  —  Supposons  que  l'on  établisse 
un  système  de  coordonnées,  à  la  manière  des  systèmes  em- 
ployés en  géométrie  analytique,  au  moyen  de  trois  axes  rec- 
tangulaires et  des  distances  des  points  de  l'espace  à  ces 
axes,  les  axes,  la  rectangularité,  la  distance  constituant  des 
notions  relatives  au  groupe  métrique  choisi. 

Un  tel  système  de  coordonnées  sera  dit  métrique. 

Il  est  facile  de  voir  que,  pour  les  groupes  euclidiens  et 
lobatchewskiens,  Taxiome  MIV  équivaut  au  suivant: 

(MIV)'  Les  systèmes  de  coordonnées  métriques  sont  uni- 
voques. 

Cet  axiome  ne  peut  être  applicable  aux  groupes  rieman- 
niens  que  moyennant  une  extension  de  la  signification  du 
mot:  c(  univoque  ». 

Sur  une  surface  fermée,  simplement  connexe,  on  peut, 
en  vue  d'établir  un  système  de  coordonnées,  tracer  des 
lignes  appartenant  à  deux  familles  différentes,  telles  que  par 
tout  point  de  la  surface,  il  passe  une  ligne  et  une  seule  de 
chaque  famille.  On  aura  déterminé  ainsi  un  système  de  coor- 
données, qui  ne  saurait  être  univoque,  puisque  la  surface  est 
fermée,  mais  qui  jouit  des  propriétés  essentielles  des  sys- 
tèmes univoques. 

Ces  considérations  s'étendent  aux  variétés  triples,  de  sorte 
que  l'axiome  (MIV/  peut  être  considéré  comme  équivalent, 
à  l'axiome  MIV  pour  les  groupes  métriques  de  toutes  les  caté- 
gories, à  la  condition  d'étendre,  comme  nous  venons  de  l'in- 
diquer, la  signification  du  mot  «  univoque  ». 
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Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  préciser  le  motif 
de  certaines  divergences  que  présente  la  question  des  géo- 
métries  non-euclidiennes  suivant  le  point  de  vue  où  Ton  se 
place. 

Bolyai  et  Lobatchewski,  ainsi  que  ceux  qui  ont  suivi  leur 
voie,  prenant  pour  point  de  départ  les  propriétés  les  plus 
intuitwes  —  qu'on  nous  permette  ce  terme  dont  nous  avons 
généralement  évité  l'emploi  en  raison  de  son  imprécision  — , 
ont  admis  —  inconsciemment,  puisque  leur  raisonnement 
est  imaginatif,  —  des  propriétés  équivalentes  aux  axiomes 
métriques,  c'est-à-dire  aux  trois  axiomes  de  Lie  et  à  l'axiome 
d'Archimède,  et  ont  laissé  de  côté  le  postulat  des  parallèles 
au  sens  où  il  se  confond  avec  notre  axiome  PIIl,  propriété 
qui  a  paru  moins  solidaire  du  bloc  géométrique,  parce  que 
l'intuition  prend  du  vague  lorsqu'on  fait  appel  à  l'idée  de 
l'éloignement  indéfini,  et  d'ailleurs  seule  propriété  fonda- 
mentale qui  lïit  alors  explicitement  énoncée. 

Nous  avons  indiqué  les  conséquences  de  ces  hypothèses 
et  montré  qu'elles  sont  incompatibles  avec  les  propriétés  des 
groupes  métriques  projectifs,  si  l'on  ne  modifie  pas  la  con- 
ception des  lignes  idéales  appelées  «  droites  ».  C'est  unique- 
ment au  maintien  de  ce  mot  pour  désigner  des  conceptions 
différentes  que  sont  dues  les  dissertations  scholastiques  sur 
la  «  forme  »,  la  «  nature  »,  la  «  structure  »  de  l'espace,  expres- 
sions qui  présentent  sans  doute  une  signification  claire  pour 
les  personnes  qui  les  emploient. 

Quant  aux  analystes,  dont  Riemann,  Helmholtz,  Gayley,  So- 
phus  Lie,  pour  ne  citer  que  les  plus  illustres,  leur  générali- 
sation porte  sur  la  notion  de  déplacement  ou  celle  de  dis- 
tance, qui  la  représente.  Dans  ces  conditions,  surtout  si  un 
point  n'est  rien  autre  qu'un  ensemble  de  trois  coordonnées, 
ni  l'axiome  d'Archimède  ni  celui  de  l'unicité  de  Tasymptoti- 
que  ne  s'imposent.  Les  systèmes  de  coordonnées  projectifs  per- 
mettant de  représenter  très  simplement  les  diverses  métri- 
ques, on  était  conduit  à  donner  au  postulat  des  parallèles  une 
signification  purement  métrique  sans  relation  avec  la  forme 
des  axes  du  groupe  considéré.  Aussi  les  analystes  se  sont-ils 
surtoiit  attachés  aux  cas  des  groupes  métriques  projectifs. 


i 
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DÉFINITION  DE  LA  LIGNE  DROITE.  —  Une  ligne  droite  est 
déterminée  (parmi  les  lignes  droites)  par  la  connaissance  de 
deux  de  ses  points. 

Cette  propriété  ne  saurait  constituer  une  définition  des 
lignes  droites,  et  nous  avons  vu  qu'il  existe  une  infinité  de 
familles  de  lignes  qm  présentent  toutes  les  propriétés  de  la 
famille  des  droites  intervenant  dans  les  démonstrations  géo- 
métriques et  qui  sont  susceptibles  de  donner  lieu  à  des  doc- 
trines ne  différant  de  la  Géométrie  ordinaire  que  par  les 
figures  correspondantes  aux  diverses  propositions. 

Pourtant  la  proposition  ci-dessus,  suppression  faite  des 
mots  entre  parenthèses,  a  été  prise  parfois  comme  définition 
do  la  ligne  droite. 

Cette  façon  de  voir  s'explique,  si  elle  ne  se  justifie  pas, 
par  la  confusion  en  vertu  de  laquelle  l'intuition  privée  de 
critique  a  incorporé  Tidée  métrique  (basée  sur  celle  de  figure 
indéformable)  dans  Tidée  de  figure,  alors  que,  dans  la  con- 
ception analytique,  plus  consciente  et  mieux  informée,  cette 
dernière  est  la  seule  idée  essentielle  de  la  Géométrie,  la  seule 
en  dehors  de  laquelle  le  mot  «  géométrique  ^)  ne  peut  rece- 
voir qu'une  signification  arbitraire. 

La  ligne  droite  est  la  seule  ligne  qui  soit  covariante  (pour 
ainsi  s'exprimer,  en  étendant  la  signification  de  ce  ternie 
emprunté  à  la  théorie  des  formes  algébriques)  d'un  couple 
de  points  dans  tous  les  déplacements  sans  déformation,  puis- 
que c'est  la  seule  ligne  qui  reste  fixe  dans  ceux  de  ces  dépla- 
cements qui  laissent  fixe  le  couple. 

On  peut  donc  dire  que  la  ligne  droite  est  la  seule  ligne 
qui  soit  déterminée  par  deux  points  et  par  l'idée  de  déplace- 
ment sans  déformation.  Mais  nous  avons  vu  que  celte  idée 
est  restée  incorporée  dans  l'idée  géométrique  elle-même 
avec  une  telle  force  de  cohésion  que  personne  n'a  songé, 
avant  l'immortel  rationaliste  Helmholtz,  à  la  dégager  expli- 
citement des  concepts  synthétiques  où  elle  était  latente. 

L'idée  vulgaire,  suivant  laquelle  la  ligne  droite  est  déter- 
minée  par  deux  de  ses  points,  est  donc  légitime  suivant  la 
conception  dans  laquelle  l'idée  de  déplacement  fait  partie 
intégrante  de   l'idée  géométrique,   c'est-à-dire  dans  laquelle 
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les  propriétés  métriques  d'une  figure  sont  des  propriétés 
«  intrinsèques  »  de  cette  figure. 

L'explicalion  de  ces  associations  d'idées  est  d'ailleurs  évi- 
dente, si  Ton  admet  l'origine  empirique  des  idées,  théorie 
féconde,  magistralement  établie  par  Helmholtz*  et  lumineu- 
sement développée  par  Taine*:  n'avons-nous  pas  en  effet 
acquis  Thabitude  de  considérer  Videntité  de  la  plupart  des 
objets  comme  non  affectée  par  leur  déplacement? 

Conclusion.  —  Les  notions  non  définies  mises  en  œuvre 
dans  les  traités  classiques  de  géométrie  peuvent  être  réduites 
à  deux  concepts  :  celui  de  figure  (comprenant  les  concepts 
de  point,  ligne,  surface,  continuité)  et  celui  de  déplacement 
d'une  figure  Invariable. 

Les  propriétés  de  ces  concepts  interviennent  dans  les  dé- 
monstrations classiques  par  le  procédé  que  nous  avons  ap- 
pelé le  raisonnement  Imaginatif,  à  l'exception  de  la  propriété 
des  Jignes  droites  exprimée  par  le  postulat  des  parallèles, 
qui  constitue  ainsi  le  seul  axiome  explicitement  énoncé. 

Les  résultats  de  l'examen  critique  auquel  nous  avons  pro- 
cédé peuvent  être  résumés  de  la  manière  suivante  : 

Les  quatre  axiomes  métriques  (les  trois  de  Lie  et  celui 
d'Archimède)  particularisent  les  déplacements  d'une  figure 
invariable  parmi  les  transformations  ponctuelles,  de  sorte 
que  l'on  peut,  tout  en  réservant  la  possibilité  de  pousser 
plus  loin  l'analyse,  fonder  la  Géométrie  sur  les  seuls  con- 
cepts de  figure  et  de  transformation  ponctuelle. 

Toutes  les  propriétés  géométriques  découlent  de  l'axiome 
AI,  des  quatre  axiomes  métriques  et  de  l'axiome  PIII,  par 
lequel  est  représenté  le  postulat  des  parallèles,  de  sorte  que 
tous  les  groupes  de  transformations  ponctuelles  satisfaisant  à 
ces  axiomes  (l'énoncé  de  l'axiome  PIII  étant  libellé  de  ma- 
nière à  viser  les  axes  des  groupes  métriques  et  non  pas 
seulement  les  lignes  droites)  donnent  lieu  à  des  propriétés 
susceptibles  d'être  exprimées  par  les  diverses  propositions 
de  la  Géométrie,  pourvu  que  l'on  modifie  convenablement  la 
signification  des  mots  :  égalité,  droite,  perpendiculaire,  etc. 


*  llKLMHOf.TZ.  Optique  physiologique. 
«  Taink.  De  r Intelligence, 
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L'on  obtient  encore  des  métriques,  mais  pouvant  différer 
plus  ou  moins  de  la  métrique  ordinaire,  en  laissant  de  coté 
les  axiomes  MIV  et  PIII,  c'est-à-dire  en  prenant  pour  base 
de  Yégalité  géométrique  un  groupe  métrique  quelconque, 
savoir  un  groupe  satisfaisant  aux  trois  axiomes  de  Lie. 

Dans  une  telle  métrique,  un  rôle  important  est  joué  par 
une  famille  de  lignes  (axes  du  groupe  métrique)  présentant 
les  propriétés  attribuées  aux  droites  par  les  axiomes  PI  et 
PU,  et  réciproquement,  à  toute  famille  de  lignes  jouissant 
de  ces  propriétés  on  peut  faire  correspondre  une  infinité  de 
métriques. 

L'on  peut  choisir  notamment  pour  axes  les  lignes  droites 
idéales,  et  alors  les  groupes  métriques  correspondants  sont 
projeclifs. 

Mais,  dans  le  cas  où  Ton  admet  l'axiome  d'Archimède,  il 
y  a  relation  étroite  entre  la  catégorie  du  groupe  (euclidien, 
lobatchewskien  ou  riemannien)  et  celle  de  la  famille  des  axes 
(lignes  ouvertes  présentant  ou  non  la  propriété  de  l'unicité 
de  l'asymptotique  et  lignes  fermées).  Dans  le  cas  du  groupe 
riemannien,  l'espace  lui-même  est  une  variété  fermée. 

Terminons  en  émettant  le  vœu  qu'il  en  soit  fini  avec  le  ca- 
ractère déconcertant  qu'a  pris  la  question  des  Géomélries 
non-euclidiennes,  caractère  si  opposé  à  l'esprit  scientifique. 
Il  suffirait  pour  cela  que  les  gens  raisonnables  (et  Ton  doit 
comprendre  parmi  eux  tous  les  mathématiciens)  veuillent 
bien  éviter  l'emploi  des  mots:  (iéométries  non-euclidiennes, 
espace,  plans,  droites  non-euclidiens,  alors  qu'il  s'agît  sim- 
plement de  métriques  non-euclidiennes  et  de  familles  de  sur- 
faces ou  de  lignes  ayant  des  propriétés  communes  avec  les 
plans  et  les  droites. 

Si  cette  étude  pouvait  contribuer  à  ce  résultat,  nous  nous 
féliciterions  de  l'avoir  entreprise. 

G.  CoMBEBiAC  (Limoges). 


SUR  UNE  FORMULE   TRIGONOMÉTRIQUE 
D'INTERPOLATION 


1.  Nous  allons  nous  occuper  dans  cette  Note  de  la  question 
suivante: 

Déterminer  la  fonction  entière  et  homogène  de  sinic  et 
cos.r ,  de  plus  petit  degré,  qui  prend,  elle  et  ses  dérivées,  par 
rapport  à  a?,  les  valeurs 


yi 

•.r/..r.".- 

..,r,(«-0. 

Ti- 

.r/  .  r,'  .  •• 

.  .r/iS-*> . 

Xk 

.V..r/.. 

. .  r^i-»  . 

quand  on  donne  à  .r,  les  valeurs  j?^,  ^j,  ...  ,  â?^^  . 

Nous  avons  étudié  déjà  ce  problème  dans  un  article  publié 
en  1885  aux  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (3°*"  série, 
t.  IVj:  mais  nous  allons  le  résoudre  ici  par  une  analyse  plus 
simple,  au  moyen  d'une  représentation  des  fonctions  entières 
et  homogènes  de  sin.r  etcosa?,  qui  donne  immédiatement 
sa  solution. 

Je  partirai, pour  cela, de  la  fraction  rationnelle  de  sinj?  et  cos:r: 

/"(sinx.  cosjr) 


sin*(x  —  a:^)...sinr(a:--a-|)  ...sin    (o^ — a:^) 

OÙ  /'(sin.r,  cos^r)  représente  une  fonction  entière  et  homo- 
gène de  sin.r  et  cosar  du  degré  a  +  ...  +i3  +  ...  +  X  —  1,  et,  en 
posant 

f{'s,\\\x  ,  cosx)  =.  cos»»a:F  (tangjr)   , 
m  =  a+,..  +P  +  ...  +  X--.1   , 
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je  récrirai  de  la  manière  suivante  : 

F(tang:r) 

6i>cosx(tangx  —  tangXj)*...  (tango;  —  tangjrj.jr  ...  (taogo;  —  tangXj^)* 

Oll 

6)=cos*Tj...   cosra-,  ...   C08    .r^^    . 

Ensuite  je   considère    la  fonction    rationnelle    de  tangâ? 

F  (tangx) 
Fj  (langor) 

où 

Fj(langar)  =  {langj:  —  tangj*j)*  ...  (tangr —  tang^^jP  ...  {tanga:  —  tangxjk)^  , 

et  je  la  décompose  en  fractions  simples  ;  ce  qui  donne 

F(tangx)   _  ^^i   r         Mi^'^  ,     Mt^*") 

Fijtangx)         .^    I  tango:  —  tang.r.         (tango:  —  tango:-.)' 


M   (" 


+  ...  + 


5-r,)'^J' 


(tango:  —   tangj 

OÙ     M|*\   Mi*\...,  Mfl^    représentent     des    constantes     qui 

coïncident  avec  les  coeflicients  de    hx~^  ,  Ar    *,...,  A^   dans 
le  développement  de 

A^F(lango:-j. -f-  h] 


Fi(tangor,-f  *) 

et  par  conséquent 


—  I    M.^    cos.ricoso:  M»     cos*  o*i  cos"o: 


sin  (o:  —  x.\  8Ui'(o*  —  x^ 


P!taDg.r)   _  'y'  r  M/; 
Fi(tang.r|         ,^,  L       ' 


TV*   ^0         6  â 

M  ft  '  C08.  I .  cosr  jr 
+  ...+  J L 


Pir-. 


siii"^  .r  —  x^ 


Mais  d'un  autre  côté,  si  Ton  décompose  en  des  fractions 

1 
simples    la    fraction    ^-j r    et    si    Ton    représente    par 
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Aj ,  Aj,...,   A„;...,  Bj  ,   Bj,...,   Bû  ;  ...     les  numérateurs 

de  ces  fractions,  on  trouve 

F(tang.r)  _      AiF(tangjr)  A«F(tangj-)  .  A^F(iangj-| 

Fi  (tangj^)""langj-— .  tangj-j       (langj-  —  lang^-^;»         "       (tangj— langj-i)« 

-h 

^      BiF(tangj-)  B«F(tangj-)  BpFjtangx) 

langx-langx,.         (tangx-  taiig^J»  ••        (tangx -tangj-.|? 

+ 

Piftangj-)  P«F(tangj-)  P^F  (langj-) 

tangx-tangj-^        («angx  -  tang^r^^)»  (langx  -  tang^-*)-    ' 

et,  par  conséquent,  en  posant   tango?  =  tang.r,  +  A, 

APF(tangj-.-|-A)  F    /S— 1  6  1 

,-; ! '     ,   —  Bi      aP        F(tangj-j+^PF'(tangx.-)+... 

-h  B,r^P"n'(langj-.)  +  /i?-"*F'|taiig.r.)  +  i  A^F"(tangj-.)  -{-...  1 

+ 

-t-  Bp      F(lang.r.)  +  /iF'itangj-,.)  -f-  ...  +        _  ^   t^"^^    (tanga,)  +  ...    j 

OÙ    Whr  représente  la  partie    du  développement  considéré 
qui  provient  des  fractions 

AiAPF(laiigjr^.  +  Â)  AiA^FUangj*   -^  h) 

j . ,       elc. 

laiigjr^.  -{-  h  —  langJTi  (langjr^-l-  //  —  tangjrt)* 

On  a  donc 

M,<''=  BiFUangj-.)  +  B,F'|tangj-.)  +  ...   +        j  ^^,  F'P~'' (la"g.r,l   . 

M,(''  =  B,F(laDgj-.)  +  B,F'(tangj-,.)  + ...  +      °P        F'P-'\ta..Kj-.i  . 

[P  —  2|! 

Mp<')  =  BpFdangJ-.)  . 
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OÙ  F'-lang^rv,  F"  langay  ,  ■..  représentent  les  valeurs  que 
les  dérivées  F'  /  ,  F"  /;,...  de  F  /  prennent,  quand  on  y 
pose  /  =  lang.r,- . 

De  ces  formules  et  de  la  suivante  : 

/"(sino* ,  C08J)  F(tangj^) 

il  résulte  la  suivante  : 

-  ^i)       J 


B/QCOsr"  X  cosP       .» 


F(tangr^) 


[Bkosj*.         BjcosVr.ros  j-                  BgcosP"  jt  cosP      .r  ~| 
!_  j î L        _|_  _C F  'I  lauc  jr .) 


+ 

I  Bû<'Os.r.  ,-     ,\ 


ou 


fU)  =  sin"<.r  —  ^'/l  ...  sinr(jr  —  j--)  ...  siii^r—  J*^.) 


qui  est  celle  que  nous  proposions  d'obtenir. 

Au   moyen  de  cette  formule  on  peut  résoudre  immédiate- 
ment le  problème  antérieurement  énoncé. 

En  effet,  Téquation 

fisinx  ,  COS. ri  =  ros  j-F(langjr) 

et  celles  qui  résultent  de  sa  dérivation  par  rapport  à  œ  déter- 
minent les  quantités 

F(tanga-j.)  ,   F'(tang.r,)  ,   F"(lang.r,.)  ,  ...    , 

quand  sont  données  les  quantités 

Asinj-.  ,  cosJ-.),  /"  (siiijr.  ,  ros.r  )  ,  /*"     (siiijr     cos  x),  ...   . 
L'Enflcignemcnt  mathém.,  6«  année  ;  1904.  15 
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2.  — Voici  encore  un  autre  problème  qu'on  petit  résoudre 
au  moyen  de  la  formule  qu'on  vient  de  trouver,  en  remarquant 
que  l'expression  qu'elle  donne  pour  /"(sinj:,  cos.r)  peut  être 
réduite  premièrement  à  la  forme 

/(sin:r  ,   cosjr)  nz  Kjj^cos*".r  +  Km— ïros™"*^  +  ... 

-h  sinj:-[L^_4eo8~-*a'  -h  Lm-3co8"»-^.r  -f  ...  ]   , 

et  qu'ensuite,  au  moyen  des  égalités  connues 

2o  — icosV  =  cos  ûx  -|-  I  -  lcos(a  —  2)^-  -f  1  ^  lcos(«  —  4)^  -|-  ...  +  s"!  — <i  1 

si  a  est  un  entier  pair,  et 


2^-*cos'*.r= 


cosao^+L  lcos(fl  — 2).r-fL  Icosffl— 4).r-f  ...  +(Lffl.i)|c 


si  a  est  un  entier  impair,  elle  peut  être  réduite  à  la  forme 
suivante  : 

1/'(sinjr  ,  COSJ-)  =  R^cosmx  +  R^_2pos(m  — 2)ar -|- ...  --}-RjCOSjr 
-|-  S^sîn/n.r -|-  S^_jsin(m — 2)jr -|-  ... -f- S,  sinx    , 

quand  m  est  impair,  et  à  la  suivante: 

/"(siuj^  ,  cosjr)=iR^cos/wjr  "}- R^_2C08{/n — 2)x -f-  ...  -|-  R^, 

-|- S^sinmx -|- S^_j 8111(7/1 — 1)  x -{■■  ...  --}- Sjsin2j  , 


(3) 


quand  îii  est  pair. 

On  peut  donc  résoudre,  au  moyen  de  la  formule  (1),  le 
problème  qui  a  pour  but  de  chercher  les  coefiRcients  qui 
entrent  dans  une  des  expressions  (2)  ou  (3),  quand  sont 
données  les  valeurs  qu'elle  et  ses  dérivées  prennent  aux 
points  â?^  ,  a7j,...,  â?^  ,  en  déterminant  premièrement,  au 
moyen  de  ces  valeurs  et  de  la  formule  (1),  la  fonction  /'(sina?, 
cosâ?),  et  en  la  réduisant  ensuite  à  une  des  formes  (2)  ou  (3'. 

F.  GoMKs  Teixeir.v  (Porto). 
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L'ensemble  des  idées  contenues  dans  Tarticle  du  15  jan- 
vier sur  V enseignement  élémentaire  de  la  mécanique  peut  se 
résumer  ainsi  : 

l**  Parmi  les  principes  généraux  de  la  mécanique  actuelle- 
ment admis,  il  faut  citer  celui  de  l'activité  de  la  matière  sur 
la  matière  environnante,  de  manière  à  considérer  la  force 
comme  appliquée  à  un  point  matériel  et  émanant  d'un  autre 
point  matériel. 

2®  Les  hypothèses  de  démonstration  en  cours  ne  sont  pas 
conformes  aux  principes  généraux;  elles  font  naître  des 
idées  fausses  ou  incomplètes  dans  l'esprit  des  débutants. 
Telles  sont  les  hypothèses  de  solide  indéformable,  de  solidi- 
fication, celles  relatives  au  transport  et  à  l'équivalence  des 
forces. 

3"  Trois  équations  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  re- 
présenter le  mouvement  d'un  point  matériel;  de  même  trois 
équations  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  exprimer  l'équi- 
libre d'un  point  matériel. 

4**  Enfin,  six  équations  générales  sont  nécessairement  sa- 
tisfaites par  les  forces  extérieures  appliquées  à  un  système 
matériel  en  équilibre.  Elles  sont  toujours  insuffisantes;  elles 
fournissent  des  solutions  approximatives  seulement  des  pro- 
j  blêmes  d'équilibre  pour  les  systèmes  à  libre  déformation, 

I  chaque  fois  que  les  déformations  sont  sans  importance  dans 

la  question. 

Le  présent  article  a  pour  but  de  montrer,  sur  des  exemples, 
que  l'émission  de  ces  idées  ne  constitue  pas  une  simple  sub- 
stitution de  mots,  une  critique,  chose  toujours  déplaisante, 
stérile  et  qu'il  faut  dédaigner;  mais  qu'il  s'agit  d'une  préséance 
d'idées,    chose  dont  l'examen  s'impose  à  toute  conscience. 
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§  I.  —  La  mesure  en  mécanique,  usage  des  vecteurs. 

Une  science,  quelle  qu'elle  soit,  se  compose  de  principes 
et  de  méthodes  d'investigation  et  d'utilisation.  Les  principes 
tiennent  à  l'observation  et  les  méthodes  sont  expérimentales; 
mais  l'application  aux  sciences  des  propriétés  de  l'étendue  et 
de  celles  des  nombres  facilite  le  groupement  des  données 
numériques  fournies  par  l'expérimentation;  de  plus  elle  fait 
naître  des  rapprochements  dont  on  ne  doit  user  qu'avec  pru- 
dence quand  il  s'agit  de  principes  et  de  lois.  En  effet,  les 
propriétés  de  Tétendue,  celles  des  nombres  ont  une  généra- 
lité qui  les  rend  applicables  à  tout;  mais  elles  ne  peuvent 
donner  que  des  résultats  en  rapport  avec  ces  propriétés,  et 
si  les  mathématiques  sont  dans  tout,  tout  n'est  pas  dans  les 
mathématiques.  Outre  qu'elles  ont  une  utilité  prépondérante 
dans  la  mesure  et  l'interpolation,  des  résultats  de  l'expéri- 
mentation, elles  peuvent  conduire  à  la  découverte  de  lois: 
mais  ce  n'est  qu'expérimentalement  que  se  fait  la  démonstra- 
tion de  celles-ci. 

Penser  autrement,  c'est  s'exposer  à  des  erreurs.  Si  dans 
une  question  on  arrive  à  l'équation  finale  A  +  B=  0  et  si  A 
et  B  sont  des  vecteurs,  cette  égalité  exprime  toujours  Téqui- 
polleiice  des  vecteurs  A  et  —  B  ;  mais  si  A  et  B  sont  des  forces, 
l'égalité  ne  peut  servir  \v  exprimer  que  deux  forces  A  et  —  \\ 
sont  équivalentes,  parce  que  cela  n'est  pas.  Soit  encore  Téga- 
lilé  A  4-B-|-C  +  D  =  0;  si  C  =  — D,  l'égalité  est  indépen- 
dante des  grandeurs  C  et  D;  mais  si  A,  B,  C,  D  représentent 
dos  forces,  les  deux  égalités  n'expriment  pas  que  deux  forces 
égales  et  directement  opposées  se  détruisent  parmi  d'autres, 
parce  que  cela  n'est  pas. 

En  mécanique  le  point  matériel  est  employé  à  l'étude  des 
principes  généraux  et  à  leur  application  dans  tous  les  cas  où 
les  dimensions  de  l'étendue  occupée  par  la  masse  n'ont  point 
d'importance  ou  bien  sont  négligées  —  exemple  :  l'étude  du 
mouvement  de  translation  des  planètes  autour  du  soleil.  — 
Dès  que  l'on  envisage  les  systèmes  matériels,  il  faut  faire  in- 
tervenir, pour  les  concevoir,  non  seulement  la  masse  et  la 
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force,  mais  tout  d'abord  les  propriétés  de  Tétendue  et  plus 
lard  les  propriétés  physiques  de  la  matière. 

Dans  renseignement  élémentaire,  après  le  point  matériel, 
on  étudiera  des  systèmes  matériels  solides,  liquides  ou  ga- 
zeux, composés  de  points  matériels  s'attirant  ou  se  repous- 
sant en  fonction  des  distances  réciproques  et  on  tiendra 
compte  de  Tétendue.  Le  mot  surface  en  géométrie  désigne 
une  notion  non  définissable  d'une  manière  générale  et  que 
Ton  acquiert  par  Tétude  de -lieux  de  points  géométriques 
jouissant  de  propriétés  géométriques  communes  et  bien  dé- 
finies. La  surface  d'un  corps,  ce  qui  sépare  les  masses  qui 
en  font  partie  de  celles  qui  n'en  font  pas  partie,  ne  peut  être 
qu'approximativement  considérée  comme  une  enveloppe  de 
plans.  Le  mot  surface  a  d'ailleurs  une  seconde  signification 
pour  un  système  matériel  :  la  surface  est  l'ensemble  des 
particules  qui  sont  à  la  limite  de  Tétendue  occupée  par  le 
système;  elle  est  capable  de  propriétés  physiques  :  couleur, 
poli,  par  exemple.  Elle  n'est  pas  continue. 

Le  fait  indéniable  de  la  porosité  suffît  pour  empêcher  de 
considérer  la  matière  d'un  système  comme  répandue  conti- 
nuement  dans  l'étendue  qui  la  contient.  Ce  n'est  que  pour 
profiter  des  procédés  de  calculs  continus  qu'on  y  considère 
des  éléments  infinitésimaux  correspondant  aux  systèmes  de 
coordonnées  auxquels  on  rapporte  un  système  matériel. 
Ces  éléments  doivent  être  considérés  comme  contenant  des 
particules  isolées. 

A  ce  moment  apparaît  très  nettement  la  nécessité  de  rem- 
placer les  forces  que  nous  ignorons  par  des  forces  de  défi- 
nition. —  Une  première  fois  d'ailleurs  s'est  présentée  la  né- 
cessité d'une  force  de  définition;  c'est  à  propos  du  point  ma- 
tériel, lorsque  l'accélération  de  son  mouvement  a  été  attri- 
buée à  la  résultante  des  forces  appliquées  à  ce  point.  —  La 
pression  sur  un  élément  plan,  considéré  à  l'intérieur  d'un 
système  matériel,  est  une  force  de  définition  tenant  compte 
des  forces  exercées  par  les  points  matériels  situés  d'un  côté 
du  plan  sur  ceux  qui  sont  situés  de  l'autre  côté,  lorsque  les 
points  séparés  par  le  plan  sont  à  des  distances  moindres  que 
^îelle  où  se  limite  l'action  moléculaire.  Les  vecteurs  équi- 
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pollents  aux  forces  exercées  sur  un  même  côté  du  plan  ont 
une  résultante  de  translation  P  au  centre  de  gravité  de  l'aire 

P     M 
plane  û  et  un  couple  correspondant  M.  On  dit  que  —,  -  sont 

respectivement  la  pression  moyenne  et  le  couple  moyen  sur 
l'élément  plan.  Si  les  dimensions  deû  deviennent  infiniment 
petites,  on  a  ce  que  Ton  nomme  la  pression  unitaire  et  le 
couple  unitaire  en  un  point  donné.  Le  couple  est  générale- 
ment d'un  ordre  de  grandeur  infinitésimale  supérieur  à  celui 
de  la  pression.  Un  solide  est  défini  en  disant  que  la  pression 
sur  un  élément  plan  est  en  général  oblique  à  cet  élément; 
un  fluide  est  défini,  dans  une  première  étude,  par  l'hypo- 
thèse que  la  pression  sur  un  élément  plan  est  normale  à  cet 
élément,  dans  tous  les  cas,  la  pression  équivaut  à  une  com- 
pression dans  un  fluide. 

D'une  manière  analogue,  on  définirait  la  résultante  des 
forces  extérieures,  autres  que  les  pressions,  par  unité  de 
masse  en  un  point  d'un  système  matériel  en  équilibre,  et  la 
force  accélératrice,  ou  par  unité  de  masse,  en  un  point  d*iin 
système  matériel  en  mouvement. 

La  définition  ^w  poids  d'un  système  matériel  pesant  est  un 
exemple  de  l'usage  des  vecteurs  pour  la  mesure.  Soit  mg  un 
vecteur  équipollent  à  l'attraction  de  la  terre  sur  un  point  ma- 
tériel de  masse  m  et  de  même  direction.  Tous  les  vecteurs 
analogues  pour  les  points  d'un  système  matériel  ont  une  ré- 
sultante unique  P  =  2wg^  passant,  pour  une  position  du  sys- 
tème, par  un  point  j^^.,!/^  défini  par  les  équations  Pxg.=  2mg;i', 
Pyg^=  2mgy.  En  supposant  que  les  déformations  du  système 
sont  négligeables,  lorsque  l'on  change  son  orientation  dans  le 
champ  de  la  pesanteur,  la  résultante  des  vecteurs  représen- 
tatifs de  l'attraction  passe  par  un  point  Xg^  y^^  Zg  défini  par 
trois  équations  analogues  aux  précédentes.  Enfin,  si  les  dimen- 
sions du  système  sont  assez  petites  pour  que  g  soit  constant, 
on  a,  en  désignant  par  M  la  somme  des  masses  du  système, 

_        -,  Inijr  2/Mr  2m5 

P  =  M^,  r^=3j-,  .rf=-^,  =r=-Mr-- 

et  le  centre  de  gravité  est  le  centre  des  masses.  Le  poids  to- 
tal et  le  centre  de  gravité  d'un  système  n'ont  pas  d'objecti- 
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vîlé  mécanique  en  dehors  de  la  mesure.  Aussi,  par  exten- 
sion, dit-on  centre  de  gravité  d'une  ligne,  d'une  aire,  d'un 
volume  pour  désigner  les  points  obtenus  en  remplaçant  les 
masses  par  des  longueurs,  des  aires,  des  volumes  dans  les 
équations  précédentes. 

Le  rôle  des  vecteurs  dans  la  mesure  ne  peut  apparaître 
mieux  que  dans  la  résolution  des  équations  de  Téquilibre. 
Les  conditions  générales  de  l'équilibre  ont  été  formulées 
comme  il  suit  dans  le  premier  article,  §  III  : 

Pour  qu'un  système  matériel  soit  en  équilibre,  il  est  néces^ 
saire  que  la  somme  des  projections  des  forces  extérieures 
appliquées  au  système  soit  nulle  sur  chacun  de  trois  axes 
de  coordonnées  et  que  la  somme  des  moments  de  ces  forces 
soit  nulle  pour  chacun  de  ces  axes. 

Cela  donne  lieu  à  six  équations  entre  les  forces  extérieures  : 
trois  de  projections,  trois  de  moments.  Elles  sont  obtenues 
par  l'application  des  principes  généraux  de  la  mécanique; 
leur  résolution  est  une  opération  algébrique  ou  géométrique, 
dans  laquelle  les  notations  qui  représentent  les  forces  per- 
dent leur  signification  première  et  ne  représentent  plus  que 
des  grandeurs  algébriques  ou  des  grandeurs  géométriques, 
dans  ce  cas,  des  vecteurs.  D'où  l'énoncé  suivant  ; 

Pour  qu'un  système  matériel  soit  en  équilibre,  il  est  né- 
cessaire que  les  vecteurs  substitués  aux  forces  extérieures 
appliquées  au  système  aient  une  résultante  générale  nulle  et 
un  moment  résultant  nul  par  rapport  à  un  point  quelconque. 

S'exprimer  ainsi,  c'est  dire  que  les  forces  extérieures  satis- 
font aux  équations  de  l'équilibre.  Toutes  les  combinaisons  que 
Ton  fait  de  ces  équations,  toutes  les  opérations  géométriques 
que  l'on  en  déduit  n'expriment  pas  l'équivalence  de  systèmes 
de  forces,  mais  bien  l'équivalence  de  systèmes  de  vecteurs. 

Si,  après  avoir  fait  une  théorie  des  vecteurs,  il  importe  de 
s'en  servir  systématiquement,  il  ne  faut  pas  cependant  tor- 
turer le  langage  par  une  superposition  de  mois  qui  n'ajoute- 
raient rien  à  la  clarté.  De  même  qu'en  géométrie  on  dit  une 
droite  au  lieu  de  dire  une  ligue  droite^  une  courbe  au  lieu  de 
dire  une  ligue  courbe,  de  même  en  mécanique  on  s'exprime 


224  AL.   GOUILLY 

avec  une  précision  suffisante  en  ài^vuxX  une  pression^  un  poids 
pour  désigner  la  résultante  des  vecteurs  qui  représentent  les 
éléments  d'une  pression  ou  d'un  poids.  Le  mot  vecteur-force 
représente  bien  un  vecteur  équipoUent  à  une  force  et  de 
même  direction. 


§  II.  —  Hypothèses  à  rejeter. 

Les  hypothèses  de  démonstration  en  cours  sont  à  rejeter  : 
1**  Parce  qu'elles  sont  inutiles  pour  les  hommes  qui  ont  ré- 
fléchi à  la  mécanique  et  que  toutefois  elles  peuvent  être  des 
causes  d'erreurs;  car  on  multiplie  les  chances  de  se  tromper 
en  faisant  des  raisonnements  inutiles,  comme  on  les  mul- 
tiplie en  compliquant  inutilement  les  calculs;  2**  elles  n'ont 
aucune  réalité  et  sont  accompagnées  de  restrictions  et  de 
correctifs  que  les  débutants  peuvent  ne  pas  saisir  ou  qu'ils 
peuvent  oublier  et  qui  sont  cependant  indispensablement  le 
fond  de  la  mécanique;  3®  elles  donnent  lieu  à  des  énoncés 
qui,  appliqués  avec  une  certaine  logique,  conduisent  (les  dé- 
butants toujours)  à  des  conséquences  qu'il  faut  rejeter. 

L'hypothèse  du  solide  indéformable  est  à  rejeter.  D'abord 
elle  est  inutile  pour  obtenir  les  conditions  générales  de  l'équi- 
libre; en  outre,  dans  cette  hypothèse,  les  phénomènes  les 
plus  simples  de  la  mécanique  n'ofl'rent  aucun  sens. 

Ainsi  la  pression  réciproque  de  deux  solides  indéformables 
devrait  être  toujours  appliquée  au  même  point  de  la  surface 
de  contact,  car  l'invariabilité  supprime  toute  influence  du 
monde  extérieur,  comme  toute  mécanique  d'ailleurs.  Où  se- 
rait ce  point? Or  supposons  deux  solides  indéformables  A  et 
B  en  contact  par  une  surface  plane  G;  soit  F  une  force  unique 
appliquée  au  solide  A,  normalement  à  C,  et  tendant  à  l'ap- 
puyer sur  le  solide  B.  Le  vecteur  résultant  des  pressions 
élémentaires  de  B  sur  A  doit  avoir  la  direction  et  le  sens 
contraire  de  F  pour  que  A  soit  on  équilibre.  Ce  vecteur  doit 
donc  rencontrer  la  surface  G  au  même  point  que  la  direction 
de  F.  Si  on  déplace  la  force  F,  on  déplace  en  même  temps 
ce  point;  mais  il  ne  devrait  pas  se  déplacer  en  raison  de  l'in- 
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variabilité.  Il  y  a  donc  contradiction,  et  Tidée  de  pression 
entre  deux  solides  indéformables  est  imprécise. 

Cette  hypothèse  est  incompatible  avec  toute  explication  du 
frottement;  soit  qu'on  le  considère  comme  une  usure  ayant 
pour  conséquence  un  dégagement  de  chaleur,  soit  que  Ton 
s'en  tienne  à  la  définition  abstraite,  oîi  le  frottement  est  con- 
sidéré comme  produisant  une  force  opposée  à  la  direction 
du  moirvement  relatif  d'un  solide  par  rapport  à  un  autre,  force 
variable  depuis  zéro  jusqu'à  la  valeur  qu'elle  prend  quand  le 
mouvement  se  produit.  Comment  expliquer  cette  variabilité 
avec  rhypothèse  de  l'indéformabilité  de  la  matière. 

Enfin,  si  on  peut  très  souvent  négliger  les  déformations 
d'un  système,  on  ne  peut  jamais  supposer  qu'il  n'y  en  a  pas. 
Ainsi  un  point  matériel  pesant  glissant  sans  frottement  sur 
un  fil  tendu  horizontalement  ne  peut  trouver  sa  position 
d'équilibre  qu'au  milieu  du  fil;  on  peut  dire  que  l'on  négli- 
jrera  l'allongement  de  celui-ci,  mais  on  ne  peut  le  supposer 
inextensible,  car  ce  serait  dire  que  le  point  matériel  pesant 
peut  être  en  équilibre  en  un  point  quelconque  du  fil,  ce  qui 
n'est  pas. 

Vhypolhèse  de  la  solidification  est  à  rejeter.  D'abord  elle 
est  inutile  puisque  les  conditions  générales  de  l'équilibre  s'ap- 
pliquent aussi  bien  à  tous  les  systèmes  matériels.  De  plus, 
elle  n'est  pas  compréhensible.  En  quoi  peut  bien  consister  la 
solidification?  Les  points  matériels  sont  à  des  distances  in- 
variables, dit-on  ;  mais  avant  de  synthétiser  et  de  représenter 
des  liaisons  par  des  équations  entre  les  coordonnées  de  points 
matériels,  n'est-il  pas  nécessaire  de  se  rendre  compte  du  fait 
matériel  et  de  définir  les  forces  de  liaison? 

On  s'est  surtout  servi  de  la  solidification  pour  appliquer 
au  parallélipipède  lluide  les  conditions  de  l'équilibre  dé- 
duites de  considérations  sur  l'invariabilité.  Or,  on  peut  obte- 
nir les  équations  de  l'équilibre  des  fluides  en  écrivant  que  les 
forces  exercées  par  les  masses  à  distance  finies  sur  les  points 
matériels  contenus  dans  le  parallélipipède  et  les  pressions, 
rapportées  aux  faces  du  parallélipipède,  satisfont  aux  équa- 
tions de  l'équilibre. 
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Uhypothèse  de  Véquivalence  de  systèmes  de  forces  doit  être 
rejetée.  D'abord  elle  est  inutile;  on  établit  et  on  applique  les 
équations  de  Téquilibre  sans  se  servir  de  considérations 
d'équivalence.  Cette  prétendue  équivalence  des  forces  est 
établie  d^ailleurs  en  traitant  celles-ci  comme  des  vecteurs. 
Or,  le  point  d'application  entre  dans  la  définition  d'une  force 
et  on  ne  saurait  concevoir  qu'une  force,  appliquée  en  un  point 
matériel,  soit  équivalente  à  une  force  appliquée  en  un  autre 
point  matériel.  On  ne  peut  donc  transporter  une  force,  parce 
que  c'est  la  séparer  du  point  matériel  sur  lequel  elle  agit.  Si 
donc  on  remplaçait  un  système  de  forces  par  un  autre,  il  ne 
saurait  y  avoir  équivalence  mécanique,  l'effet  d'un  système 
serait  nécessairement  différent  de  celui  de  l'autre. 

Une    poutre  horizontale  A  B,  réduite  à  sa  dimension  de 

longueur,  repose  en  A  et  B  sur  des  appuis  sans  frottement  ou 

dont   le  frottement  est  rendu  négligeable   par   l'emploi   de 

rouleaux.  Elle  supporte  un  poids  P  concentré  en  son  milieu. 

D'après  le  langage  ordinaire  P  peut  être  décomposé  en  deux 

p 
forces  parallèles  à  P,  égales  chacune  à  ^  ,  et  appliquées  Tune 

en  A  et  l'autre  en  B  respectivement.   Le  système  des  deux 

P  .  . 

forces  2*  est  dit  équivalent  à  la  force  P.   11  est  évident  qu'un 

homme  habitué  à  se  servir  de  la  mécanique  ne  tirera  pas  de 
conclusions  fausses  de  cette  équivalence  parce  qu'il  saura 
réformer  à  temps  un  faux  jugement.  Il  en  est  ainsi  parce 
qu'il  a  étudié  les  forces  élastiques  développées  en  une  pou- 
tre par  les  charges   qu'elle  supporte  ;  il  sait  qu'elles  sont 

P 
nulles  dans  le  cas  où  P  est  remplacé  par  les  forces  ^  appli- 
quées en  A  et  B.  Mais  le  débutant  prendra  avec  son  sens  le 
mot  équivalent  appliqué  aux  forces.  Faut-il  attendre,  pour 
qu'il  ait  une  idée  juste,  qu'il  ait  étudié  l'élasticité  ou  la  résis- 
tance des  matériaux?  Pour  les  esprits  non  prévenus  les  mots 
ont  une  valeur,  désirée  du  moins;  par  paresse  ou  par  l'effet 
d'une  foi  naïve,  ils  conçoivent  des  idées  fausses  avec  des 
mots  imprécis;  c'est  ce  qu'il  faut  éviter. 

Si  la  poutre  porte  le  poids  P  uniformément  réparti  sur  sa 
longueur  1,  les  forces  élastiques  développées  dans  la  section 
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P/ 
faite  au  milieu  de  la  poutre  sont  proportionnelles  à  -g-;  si  le 

poids  P  est  concentré  au  milieu  les  forces  élastiques  sont 

P/ 
proportionnelles  à  -r- .  11  pourrait  donc  arriver  qu'une  pou- 
tre résistant  à  un   poids  P  uniformément  réparti,   se  brisât 
sous  cette  même  charge  concentrée  en  son  milieu. 

Cet  exemple  fait  valoir  cette  vérité  que  les  forces  de  défi- 
nition, par  lesquelles  nous  remplaçons  les  forces  réelles,  ne 
sont  pas  déplaoables,  et  que,  dans  une  application  à  la  mé- 
canique, la  considération  de  l'équivalence  des  vecteurs  n'a 
d'utilité  que  pour  ceux  qui  entrent  dans  un  système  d'équa- 
tions bien  défini.  La  force  unitaire  sur  la   poutre  portant  un 

P 

poids  P  uniformément  réparti  est  -j .   Sur  un   élément  de  la 

P 
longueur  dx  la  charge  est  j  dx.  Le  vecteur  P,  au  milieu  de 

la  poutre,  est  le  résultant  des  vecteurs  -j  rf.r,  mais   il   n'est 

utile  de   considérer  cette  équivalence  géométrique  que  si 
Ton  considère  l'équilibre  de  toute  la  poutre. 

§  lU.  —  Application  à  deux  exemples. 

Ce  paragraphe  est  destiné  à  montrer  sur  deux  exemples 
très  sim|)Ies  que  les  énoncés  à  réformer,  parce  qu'ils  sont 
incomplets  ou  erronés,  conduisent  à  des  conséquences  sans 
valeur,  que  l'on  évite  par  l'emploi  d'énoncés  corrects. 

A  des  variantes  près,  sans  importance,  on  énonce  les  con- 
ditions de  l'équilibre  de  la  manière  suivante:  Pour  qu'un 
système  de  forces,  appliquées  à  un  solide  indéformable,  soit 
en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  1^  qu'en  projetant  ces  forces 
sur  trois  axes  rectangulaires  passant  parle  même  point,  la 
somme  algébrique  des  projections  soit  nulle  pour  chacun  des 
axes;  2®  que  la  somme  algébrique  des  moments  de  ces  forces 
par  rapport  aux  trois  axes  soit  nulle  pour  chacun  d'eux. 

Les  différences  essentielles  entre  cet  énoncé  et  celui  du 
S  1  p.  224  sont  tellement  visibles  qu'il  est  inutile  d'y  insister. 

Une  des  conséquences  que  l'on  déduit  de  l'énoncé  pré- 
cédent est  celle-ci  :  Pour  qu'un  corps  solide  (indéformable) 
qui  a  un  point  fixe  soit  en  équilibre,  il  faut  et    il   suffit  que 
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les  forces  qui  lui  sont  appliquées  se  réduisent  à  une  force 
passant  par  le  point  fixe.  On  suppose  ici  bien  entendu  et  jus- 
tement que  la  résistance  de  la  matière  est  suffisante  ;  le  mot 
indéformable  d'ailleurs  est  là  pour  le  sous-entendre.  Cet 
énoncé  n'est  pas  d\in  bon  enseignement,  parce  qu'il  faut  se 
préoccuper  de  la  nature  de  la  liaison  qui  fixe  le  point.  Il  se- 
rait mieux  de  dire  :  En  négligeant  le  frottement  et  en  sup- 
posant une  résistance  suffisante,  pour  qu'un  solide  appuyé 
sur  un  point  soit  en  équilibre,  il  faut  que  les  vecteurs  subs- 
titués aux  forces  extérieures  se  réduisent  à  un  vecteur  uni- 
que normal  à  la  surface  de  contact  avec  le  point  d'appui.  Ou 
bien  :  Si  un  solide  a  un  axe  fixe  en  direction,  il  faut  que  la 
résultante  des  vecteurs  rencontre  l'axe  normalement.  Cet  axe 
est  comme  celui  d'un  boulon  dont  on  néglige  le  diamètre. 
Enfin,  si  Taxe  est  fixé  en  direction  et  en  position  sur  sa  di- 
rection, on  dira  :  11  faut  que  la  résultante  rencontre  cet  axe. 
Cet  axe  est  comme  celui  d'un  boulon  à  épaulements.  Ce  der- 
nier cas  d'ailleurs  n'est  pas  confondu  dans  l'enseignement 
avec  les  précédents;  l'indétermination  est  soulevée  par  la 
considération  des  déformations  de  la  matière. 

Soient  Fa,  Fb  des  forces  appliquées  à  un  levier  aux  points 
A  et  B  respectivement,  R  la  résistance  de  l'appui  simple  O 
du  levier.  Si  le  levier  est  en  équilibre  les  trois  forces  F^,  Fb,  R 
sont  dans  le  plan  A  0  B  (§  III  de  l'article  du  15  janvier)  et 
leurs  directions  se  rencontrent  en  un  point  D;  donc  la  ré- 
sultante des  vecteurs  menés  par  D  équipollents  à  Fa  et  Fb 
respectivement  passe  au  point  O.  Elle  doit  de  plus,  si  on  né- 
glige le  frottement,  être  normale  au  levier  au  point  O.  Cette 
dernière  condition  se  modifie  comme  l'on  sait,  si  on  consi- 
dère le  frottement;  elle  est  inutile  si  le  point  fixe  est  sur  un 
boulon,  dont  l'axe  est  nécessairement  perpendiculaire  au 
plan  A  O  B,  s'il  n'y  a  pas  de  frottement. 

Enfin  traitons  la  question  suivante: 

Deux  barres  articulées  en  A  à  une  hauteur  H  au-dessus 
d'un  plan  horizontal  poli,  sur  lequel  posent  leurs  pieds  B  etC, 
sont  maintenues  dans  un  plan  vertical  où  elles  sont  figurées 
par  les  lignes  droites  B  A  =  1,  C  A  i=  1'.  Elles  sont  réunies 
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par  un  fil  horizontal  à  une  hauteur  h  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal ;  la  barre  B  A  porte  un  poids  P  attaché  en  un  point  D 
tel  que  B  D  =  jt*  B  A.  —  Déterminer  la  tension  du  fil  et  les 
réactions  de  l'articulation,  en  négligeant  le  poids  des  barres 
et  du  fil  ainsi  que  toutes  les  déformations.' 

Il  serait  difficile  de  faire  connaître  toutes  les  fautes  com- 
mises et  enregistrées  à  propos  de  cet  exercice;  voici  quel- 
ques-unes des  plus  répétées.  Il  en  est  qui  tiennent  à  une 
compréhension  insuffisante  des  questions  de  la  mécanique  : 
«  il  n'est  pas  question  dans  Ténoncé  de  réactions  du  plan, 
n'en  mettons  pas  »;  «  un  système  matériel  libre  est  celui  qui 
n'est  soumis  qu'à  son  poids  »;  «  le  solide  est  déformable  (il 
y  a  un  fil),  appliquons  le  principe  de  la  solidification  »;  «  le 
solide  est  indéformable,  c'est-à-dire  composé  de  pièces  résis- 
tantes ».  —  11  en  est  d'autres  qui  paraissent  résulter,  avec 
une  certaine  logique,  des  énoncés  courants  :  «  le  système 
n'est  pas  indéformable  (il  y  a  un  fil),  les  conditions  de  l'équi- 
libre n'y  sont  pas  applicables  »;  «  si  un  système  est  en  équi- 
libre les  forces  qui  y  sont  appliquées  se  détruisent  »;  «  le 
système  est  en  équilibre  sous  l'action  de  la  tension  du  fil  et 
de  la  réaction  en  A  ».  Il  est  évident,  à  propos  de  cette 
dernière  affirmation,  que  si  on  coupe  le  fil  les  barres  tombe- 
ront; mais  cette  conséquence  ne  doit  pas  conduire  à  placer 
les  forces  intérieures  et  les  forces  extérieures  dans  les  équa- 
tions d'équilibre  de  l'ensemble. 

Solution.  Appliquons  à  l'ensemble  du  système  les  équations 
générales  de  l'équilibre  rappelées  au  §  1.  Les  forces  extérieu- 
res sont  le  poids  P  et  les  réactions  Qb,  Qc  du  plan  sur  les  pieds 
B  et  G  des  barres  respectivement.  Ces  réactions  sont  nor- 
males au  plan  puisque  l'on  néglige  le  frottement.  Les  trois 
forces  P,  Q„,  Qc  sont  nécessairement  dans  le  plan  B  A  C. 
Prenons  pour  axes  l'horizontale  B  G  et  la  verticale  de  bas  en 
haut  passant  par  B. 

Equation  des  projections  sur  la  verticale  : 

[1]  Qb4-Qc-P=0, 
Equation  des  moments  autour  de  B  : 

[2]   P|»v^/"2-r"Hî_-  Q,  (v'/8  _  H2  -f  v//'>_  H2|  =  0. 
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Les  quatre  autres  équations  générales  sont  identiquement 
satisfaites. 

Ecrivons  que  la  barre  C  A  est  en  équilibre.  Coupons  le  fil 
près  de  C  A  et  remplaçons  la  partie  supprimée  à  gauche  par 
une  force  T  représentant  la  tension  du  fil  (nous  verrons  par 
son  signe  qu'elle  est  dirigée  de  droite  à  gauche).  Soit  R  Fac- 
tion de  la  barre  B  A  sur  la  barre  C  A.  Les  forces  T  et  R  sont 
avec  Q<:  les  forces  extérieures  qui  maintiennent  la  barre  G  A 
en  équilibre. 

Equation  des  projections  sur  B  C  :  [3]   Kar  -|-  T  :=  0  . 

»  »  »  »   la  verticale  :   [4]   Ry  -|-  Qc  =:  0  , 


Equation  des  moments  autour  de  C  :  [5]  R^H  -f-  RyV^/'*—  H*  -f  TAr=0. 

Les  trois  autres  équations  sont  identiquement  satisfaites. 

L'équation  [2|  donne  Qc  = =- • 


»  [3]       »       R^  =  --T, 

»  [4]        »       Ry  =  —  Qc  ,  

»  [5]       )>      —  T(H  —  h)  —  Qcvr^  -  H«  =  0  . 

oui   Z.-Q.-JJ-— ^. 

Les  solutions  géométriques  ne  sont  pas  en  général  celles 
que  les  débutants  doivent  chercher;  mais  ici  les  conditions 
d'équilibre  d'un  système  soumis  à  trois  seules  forces  four- 
nissent une  solution  géométrique  très  simple. 

L'ensemble  du  système  est  soumis  aux  forces  extérieures 
Qb,  Qci  P;  puisqu'il  est  en  équilibre,  le  vecteur  P  est  la  résul- 
tante   des   vecteurs  Q^  et  Qc ,  d'où  les  équations  [1]  et  [2]. 

La  barre  C  A  est  soumise  aux  trois  forces  Qc  et  T,  R  qui 
sont  extérieures  par  rapport  à  cette  barre.  Les  directions  de 
ces  trois  forces  doivent  concourir  en  un  point  E,  situé  sur 
la  direction  du  fil;  de  plus  des  vecteurs  équipollents  à  ces 
forces  forment  un  triangle.  Soit  F  le  point  de  rencontre  de 
AE  et  de  BC.  Le  triangle  CE  F  est  semblable  au  triangle 
des  vecteurs.  On  a  donc,  en  tenant  compte  du  sens  dans  le- 
quel on  parcourt  les  côtés, 

CF  =z—kT  =  kRx.  CE  =*Qc  =  — ^Ry  . 
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De  plus,  les  propriétés  géométriques  de  la  figure  donnent 


CE~     H  — A     "~"        Qc  ' 
d'oii  T,  Rj:,  Ry  . 

Conclusion.  —  Si  quelque  professeur  désirait  tirer  parti' 
dans  son  enseignement  des  réflexions  contenues  dans  cet 
article  et  le  précédent,  il  n'aurait  évidemment  à  les  présenter 
à  ses  élèves,  ni  toutes,  ni  dans  le  même  ordre.  Pour  placer 
ceux-ci  dans  un  bon  courant  d'idées,  il  pourrait,  avant  de 
commencer  la  mécanique,  faire  complètement  la  théorie  des 
vecteurs^  des  centres  de  moyennes  distances,  des  centres  de 
gravité  des  figures  géométriques.  Ensuite  il  exposerait  les 
principes  généraux  àei  la  mécanique  en  traitant  le  mouvement 
et  l'équilibre  du  point  matériel^  sans  frottement  et  avec  frot- 
tement. Puis  il  ferait  la  distinction  des  forces  intérieures  et 
des  forces  extérieures  à  propos  de  systèmes  matériels  consi- 
dérés comme  étant  composés  de  points  matériels,  et  ferait 
comprendre  ce  que  c'est  qu'un  système  à  déformation  libre. 
Des  équations  de  l'équilibre  du  point  matériel  il  déduirait 
les  conditions  générales  de  Véqnilibre  des  systèmes  matériels, 
et  il  insisterait  sur  les  cas  où  elles  sont  approximativement 
suffisantes.  Alors  viendraient  la  définition  d'une  pression, 
celle  d'un  poids,  celle  d'une  force  accélératrice. 

L'étude  des  liaisons,  celle  des  machines  simples  fournis- 
sent des  applications  des  conditions  générales  de  l'équilibre 
et  de  la  théorie  des  vecteurs.  Dans  les  exercices  sur  la  stati- 
que, il  faut  surtout  au  début  employer  les  équations  de 
réquilibre,  parce  que  l'usage  de  l'algèbre  en  général  est  plus 
commode  que  celui  de  la  géométrie  pour  exprimer  simple- 
ment et  rapidement  les  conditions  d'un  problème. 

Si  l'on  joint  à  cela  les  théorèmes  généraux  des  quantités 
de  mouvement  et  des  forces  vives,  on  aura  un  cadre  pour 
un  programme  quelconque  de  mécanique  élémentaire. 

Al.    GouiLLY  (Neuilly-s. -Seine. 1 

Ingénieur  des  arts  et  manufaclures. 
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George  Salmon. 

Le  savant  mathématicien  et  théologien  anglais  George  Salmon 
est  mort  le  22  janvier  dernier  à  Dublin;  il  était  dans  sa  quatre- 
vingt-cinquième  année.  Bien  qu'il  eut  abandonné  les  recherches 
mathématiques  depuis  plus  de  trente  ans,  il  doit  être  rangé  parmi 
les  géomètres  qui,  avec  Cayley,  Sylvester,  Clebsch,  Hesse,  Brioschi 
et  Steiner,  ont  le  plus  contribué  au  développement  des  méthodes 
de  la  théorie  des  formes  algébriques  et  de  la  Géométrie  analy-tique 
supérieure. 

C'est  à  ces  deux  domaines  que  se  rattachent  ses  mémoires 
originaux  et  ses  remarquables  traités  qui,  depuis  près  d'un  demi 
siècle,  jouent  un  rùle  fondamental  dans  les  études  et  dans  les  re- 
cherches des  mathématiciens  de  tous  les  pays.  De  même  que  pour 
les  traités  classiques  de  Serret,  on  peut  dire  qu'il  n'y  a  guère  de 
mathématiciens  qui  n'aient  eu  en  mains  au  moins  l'un  des  ou- 
vrages de  Salmon.  Ceux-ci,  on  le  sait,  sont  au  nombre  de  quatre: 
Traité  des  sections  coniques;  Traité  de  Géométrie  analytique 
(courbes  planes i;  Traité  de  Géométrie  anahjtique  à  trois  dimen- 
sions; Leçons  d* Algèbre  supérieure.  Tous  ont  été  traduits  en  alle- 
mand et  en  français  et  ont  donné  lieu  à  plusieurs  éditions  ;  il  existe 
même  des  éditions  italiennes,  espagnoles  et  russes  de  plusieurs 
des  traités. 

(]e  succès  des  ouvrages  de  Salmon  est  du  à  la  hauteur  de  vue 
qu'il  apportait  dans  tous  ses  travaux.  Dominant  à  la  fois  l'Algèbre 
et  la  Géométrie,  il  a  su  doter  la  Géométrie  analytique  de  métho- 
des (jui  sont  caractérisées  à  la  fois  par  une  grande  simplicité  et 
une  remarquable  élégance. 

Ses  mémoires,  de  même  que  la  première  édition  de  ses  traités, 
remontent  au  milieu  du  siècle  dernier.  Depuis  sa  nomination,  en 
18(>0,  comme  professeur  de  Théologie  au  Trinity-College  de  Du- 
blin, Salmon  a  dû  abandonner  peu  à  peu  ses  recherches  person- 
nelles dans  le  domaine  des  mathématiques. 

11.  Fehr. 

Wilhelm  Schell. 

On  annonce  la  mort  du  géomètre  allemand  Wilhelm  Schell,  dé- 
cédé à  Karlsruhe,  le  13  février  1904,  à  l'âge  de  77  ans.  M.  Schell 
était  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Karlsruhe.  Ses 
travaux  appartiennent  principalement  à  la  géométrie  des  courbes 
et  des  surfaces  et  à  la  mécanique.  Dans  chacun  de  ces  domaines  il 
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laisso  un  excellent  traité.  Le  premier  en  date  IHÔOi  est  intitulé 
Allf^cmeine  Théorie  der  (Mrven  dopjyelter  Krilmmitng  2''  édition, 
revue  et  aufjmentée,  1898;  il  renferme  Tétude  synthétique  despro- 
priétés fondamentales  des  courbes  gauches,  et  constitue  une  ex- 
cellente introduction  à  la  théorie  j^cnérah*  des  courbes  fçauches 
étudiée  à  l'aide  des  méthodes  tle  la  géométrie  analytique,  l/autre 
ouvraj^e  est  un  traité  de  mécanique  théori(jue  qui  a  pour  titre 
Théorie  der  Be^vegurifr  und  der  Krtifte  1  vol.,  I*"*' édition  1870; 
2*  édit.  1879-80  .  Bien  qu'il  soit  destiné  princi|)alement  aux  écoles 
techniques,  ce  traité  n'a  pas  tardé  à  être  apprécié  de  tous  ceux 
(|iii  enseij/nent  la  mécanique,  j^ràce  aux  méthodes  à  la  fois  origi- 
nales (»t  remarquablement  simples  que  Ton  doit  à  l'autc^ur. 

L'Association  iuternationale  des  ÂCd démies. 

I/Assocîation  internationale  des  Académies  tiendra  sa  2"'*'  as- 
s<Mnblée  générale  à  Londres  le  2,")  mai  prochain.  La  firemière  a  eu 
iitni  à  Paris  en  1901.  Nous  croyons  utile  de  rai)j)eler  (|ue  cette-  as- 
sociation entre  les  grandes  Académies  du  monde  entier  comprend 
les  Académies  ou  Soci('»tés  des  Sciences  (rAmsterdam,  de  Berlin, 
<le  Bruxelles,  de  Budapest,  de  Christiania,  de  Coj)enhague,  de 
Gcrttingue,  de  Leipzig,  de  Londres  iRoyal  Society),  de  Munich, 
de  Paris  i Académie  des  Sciences,  Académie  des  Sciences  morales 
et  politiques,  Académie  des  inscriptions  et  Belles-Leffres),  de 
St-Pétersbourg,  de  Rome  (Accademia  dei  Lincei),  de  Stockhohn, 
de  Vienne  et  de  Washington. 

Congrès  international  de  TEnseignement  du  Dessin  ;  Berne. 

Le  2'"*'  (Congrès  international  de  TEnseignement  du  Dessin  aura 
lieu  à  Berne  du  mercredi  3  au  samedi  (>  août  1904.  Il  sera  organisé 
par  un  comité  qui  a  pour  président  M.  Li':ox  (iExocD,  directeur  de 
i'Kcole  des  arts  et  métiers  de  Fribourg.  Le  programme  du  Con- 
grès comprend  2  parties  : 

/.  Partie  générale,  —  I.  Résumé  des  travaux  du  (lomité  perma- 
nent. —  2.  Suite  donnée  par  les  divers  pays  aux  vœux  et  résolu- 
tions du  précédent  congrès.  — 3.  Des  moyens  d'assurer  l'existence 
du  Comité  international. 

II.  Partie  pédagogique,  —  P''  section;  Enseignement  général.  — 

1.  Du  r<Me  éducatif  du  dessin  avec  les  autres  branches  de  l'en- 
seignement; comment  le  dessin  les  seconde-t-il  ?  Valeur  sociab*. 

2.  Méthode  d'enseignement  du  dessin  à  TEcole  maternelle,  .'i.  à 
r Ecole  primaire,  4.  dans  l'enseignement  secondaire,  5.  dans  ren- 
seignement supérieur.  (>.  Formation  des  maîtres  de  dessin.  —  11'"' 
section;  Enseignement  spécial.  —  1.  Etat  actuel  de  l'enseignement 
spécial  dans  lesdilTerents  pays,  etc..  0.  Codification  internationale 
des  signes  et  symboles  employés  dans  le  dessin. 

I/Ensei^ncment  niaihéiii.,  6-  nnnéc  :  190i.  ï*' 
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A  Toecasion  du  Congrès  il  sera  organisé  une  exposition  de  ma- 
tériel de  dessin  et  de  modèles. 

Congrès  des  mathématiciens  allemands. 

La  prochaine  réunion  annuelle  de  TAssociation  des  mathéma- 
ticiens allemands  (Deutsche  Malhematiker-Vereinigung)  aura  lieu 
à  Breslau^  du  18  au  24  septembre  prochain,  en  même  temps  que 
la  soixante-seizième  réunion  des  Jïaturalistes  et  médecins  alle- 
mands. I^es  sections  qui  intéressent  tout  particulièrement  les  ma- 
thématiciens sont  au  nombre  de  trois  :  Mathématiques^  Astronomie 
et  Géodésie  ;  Mathématiques  appliquées  et  Physique  (sciences  de 
l'ingénieur)  ;  Enseignement  des  sciences  mathématiques  et  naturel- 
les. Les  communications  devront  être  annoncées,  pour  la  pre- 
mière, à  M.  le  prof.  D*^  F.  London,  Breslau,  XIII,  Kaiser  Wilhelm- 
strasse  ;  pour  la  seconde,  à  M.  le  prof.  Otto  HOffer,  Breslau,  IX, 
Bockstr.,  et  pour  la  dernière,  à  M.  le  prof.  D""  H.  Vogt,  Breslau, 
XVI,  Tiergartenstr. 

Extension  universitaire. 

Un  Congrès  de  l'extension  universitaire  dans  les  pays  de  langue 
allemande  a  eu  lieu  à  Vienne  du  19  au  21  mars.  Un  grand  nombre 
de  villes  allemandes,  autrichiennes  et  suisses  y  avaient  envoyé 
des  délégués.  Les  rapports  et  communications  se  rattachaient 
principalement  à  l'organisation  des  universités  populaires,  au 
concours  que  doivent  apporter  les  professeurs  de  l'enseignement 
supérieur,  et  à  celui  que  peuvent  fournir  les  étudiants.  Il  résulte 
d'une  enquête  faite  que  les  auditeurs  cherchent,  pour  la  plupart, 
à  compléter  leur  instruction  générale  et  à  développer  leur  faculté 
de  raisonnement,  plutôt  qu'à  acquérir  des  connaissances  d'un 
caractère  professionnel. 

Les  Smith's  Prizes. 

Les  Smilh's  Prizes,  de  l'Université  de  Cambridge,  viennent 
d'être  attribués  aux  mémoires  suivants  :  «  On  the  normal  séries 
satisfying  linear  dilferential  équations  »  par  K.  Cunningham.  — 
«  On  the  cause  of  métal  glasses  and  metallic  films  »  par  C.-M. 
Garnbtt.  —  «  On  the  expansion  of  an  arbitrary  function  in  a 
séries  of  functions  »  par  II. -A.  Wkbb.  —  «On  covariant  types  » 
par  P. -AV.  WooD. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  Bi(;ounDAN  a  été  nommé  membre  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris  pour  la  section  d'astronomie,  en  remplacement  de  M.  Cal- 
la  ndreau. 

MM.  BoLTZMAXN  (Vienne)  et  Mittac-Lefflek  (Stockholm)  ont  été 
nommés  membres  d'honneur  de  la  Royal  Irish  Academy  de  Dublin. 
M.  Boltzmann  a,  en  outre,  reçu  le  titre  de  membre  d'honneur  de 
l'Université  de  Kasan. 
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MM.  G.-H.  Darwin  (Cambridge),  C.  Segre  (Turin)  et  Maur.  Lévy 
(Paris)  ont  été  nommés  membres  associés  étrangers  de  l'Académie 
royale  des  Sciences  de  Belgique. 

M.  E.  Delassus  a  été  nommé  professeur-adjoint  de  calcul  infi- 
nitésimal à  rUniversité  de  Besançon.  ^ 

M.  L.-K.  Dickson,  professeur  à  TUniversite  de  Chicago,  a  été 
nommé  «  Research  assistant  »  à  l'Institut  Carnegie.  Les  recherches 
ont  pour  objet  l'application  de  la  théorie  des  groupes  à  certains 
problèmes  de  la  géométrie  et  de  la  théorie  des  fonctions. 

M.  Fr.  Engel,  professeur  à  l'Université  de  Leipzig,  a  été  nommé 
professeur  ordinaire  à  rUjiiversité  de  Greifswald. 

M.  A.-B.  Frizel  a  été  nommé  instructor  in  mathematics  à  l'Uni- 
versité Harvard,  Cambridge,  Mass. 

M.  Jos.  Ant.  Gmeiner,  professeur  extraordinaire  à  l'Université 
de  Prague,  a  été  nommé  professeur  ordinaire. 

M.  GoHDAN  a  été  nommé  correspondant  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  pour  la  section  de  géométrie,  en  remplacement 
de  M.  Salmon. 

M.  E.-M.  IloRSBURGH  a  été  nommé  «lecteur»  pour  les  mathé- 
matiques appliquées  à  l'Université  d'Edinbourg. 

M.  C.-M.  Masox  a  été  nommé  instructor  in  math,  à  la  Sheffield 
scientifiv  School  de  la  Yaie  Uniçersitf/y  New^-Havcn,  Conn. 

M.  Joh.  SoBOTKA,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  tchèque 
de  Brûnn,  a  été  nommé  professeur  ordinaire  de  mathématiques  à 
rUniversité  tchèque  de  Prague. 

M.  V.  Volterra,  professeur  à  l'Université  de  Rome,  a  été  nommé 
Membre  correspondant  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (Sec- 
tion de  Géométrie)  en  remplacement  de  M.  Cremona,  décédé. 

M.  Konr.  Zindler,  prof,  extraord.  à  l'Université  d'innsbruck,  a 
été  nommé  professeur  ordinaire. 

Stanford  Uni^ersiti/,  Calif.  —  MM.  les  prof.  R.-F.  Allardice  et 
W.-A.  Maxnixg  ont  obtenu  un  congé  pour  consacrer  Tannée  uni- 
versitaire 1904-1905  à  un  voyage  d'études  en  Europe.  —  M.  H.-C. 
Moreno  a  été  promu  aux  fonctions  de  professeur-adjoint  de  ma- 
thématiques appliquées  et  M.  G.-J.  Gavett  a  été  nommé  ins- 
tructor in  mathematics. 

Vienne.  —  A  l'occasion  de  l'inauguration  de  l'Institut  électro- 
technique de  Vienne,  qui  a  eu  lieu  le  12  mars  en  présence  de  TEm- 
pereur,  ont  été  nommés  Docteurs  honoraires  es  sciences  tech- 
niques :  M.  le  Prof.  Ed.  SrEss,  président  de  l'Académie  des 
Sciences,  M.  le  D""  Fr.  Stadler  von  Wolfersgrûn  et  M.  le  D*" 
Adalbert  von  Waltenhofen  zu  Eglofsheim,  le  premier  titulaire 
de  la  Chaire  d'Electro-technique  à  l'Ecole  technique  supérieure 
de  Vienne. 
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A  propos  d*un  théorème  sur  le  triangle. 

Le  théorèmt  examiné  par  M.  Kariya  dans  le  n*>  de  mars  de  L'Enseignement 
mathématique  (p.  130-132)  a  donné  lieu  à  plusieurs  lettres  et  commuiii- 
calions  dont  nous  donnons  le  résumé  oi-après.  La  Rédaction. 

I.  —  Rappelons  le  théorème  énoncé  par  M.  Kariya: 
Inscrmms  un   cercle  dans  un  triangle  donné    ABC;    nomnutns 
respectivement  X,    F,    Z  les  points  de   contact 
avec  les  trois  côtés  BC,  CA,  AB,  Si  l'on  prend 
sur  les  droites  OX,  0  K,  OZ  des  points  D,  £,  F 
également  dis  teints  du  point  0,  les 
trois  droites  ADy  BE,  CF  concou- 
rent en  un  même  point. 

Appelons  M  le  point  de  rencon- 
tre de  BE  et  de  CF.  Lors- 
que la  grandeur  de  OD 
varie,  la  droite  El*'  se  dé- 
place   paral- 
lèlement  à 
elle  -  même. 
Les   points 
tels  que   M 
sont  alors  les 

points  d'intersection  des  rayons  de  deux  faisceaux  homographi- 
(|ues  de  centres  B,  C,  ils  appartiennent  à  une  conique  F,  Cette 
courbe  passe  par  B  et  G,  elle  passe  par  Torthocentre  II  du  triantrle 
ABC,  car  on  a  ce  point  lorsque  la  parallèle  à  EK  est  à  Tinfini,  elle* 
passe  par  G,  et  enfin  par  A,  car  on  obtient  ce  point  en  prenant  la 
parallèle  à  EF  qui  joint  les  points  où  AB  et  AC  sont  coupés  par 
OY,  OZ.  On  a  ainsi  cinq  points  de  F,  ce  sont:  B,  C,  O,  II,  A. 

On  peut  opérer  de  la  même  manière  en  employant  des  parallè- 
les à  FID,  on  obtient  une  conique  dont  les  points  sont  les  intersec- 
tions des  rayons  de  deux  faisceaux  homographiques  de  centres 
A,  B.  Cette  conique  n'est  autre  que  F,  puisqu'elle  passe  par 
A,  B,  O,  H,  C. 

Le  point  M,  où  la  droite  BE  est  coupée  par  CF,  est  alors  aussi 
le  point  où  cette  droite  est  coupée  par  AD,  donc  les  droites  AD, 
BE,  (]F  passent  par  le  même  point. 

X.    Paris).       Caxtoxi  iViadana-.       Demoulin    Gand  . 
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n.  —  (l;  Soit  OX  =  /%  00  =  t\  les  triangles  ABC,  DKF  étant 
réciproques  par  rapport  à  une  circonférence  de  centre  O  et  de 
rayon  \/rt,  sont  homologiques. 

:2i  Si  Ton  prend  le  triangle  ABC  comme  triangle  de  référence, 
les  coordonnées  trilinéaires  de  D  sont  /-  —  /,  /*  +  ^cosC,  /•  +  t^osB, 
et  la  droite  A  D  sera  représentée  par  Téquation 

/3|r  -I-  fcosB)  =  7(r  -|-  /cosG)   . 

on  en  déduit  que  les  droites  AD,  BE,  CF  passent  par  le  point 

a  (r  -I-  fcosA)  =:  jSjr  -|-  /cosB)  =  yjr  -|-  a-osC)  . 

Uarold  Hilton  (Bangor,  North  Walesj. 

III.  —  I.a  proposition  énoncée  par  J.  Kariya  n'est  pas  le  moins 
du  monde  nouvelle.  Klle  découle  comme  cas  particulier  de  l'Etude 
sur  les  systèmes  isogonaux  du  triangle  que  j'ai  présentée  au  con- 
grès de  Cartilage  (A.  F.  A.  S.  189G,  pp.  89-105).  Sa  démonstration 
est  des  plus  simples  en  se  servant  des  coordonnées  trilinéaires. 

Combinons  les  notations  de  M.  Kariya  et  les  miennes;  nous  re- 
connaîtrons sans  longs  calculs  que 

.     ^  p  —  a  r  -1-  K  cos  A 

u  =  cos  A  —  amA^^ =7  =  —  77 —   , 

r  —  K     •  r  —  K 

r  -I-  K  cos  B  r  -|-  K  cos  C 

'  =  =        r  -  K  •    '"  =  -       r-K        ' 

car  les  systèmes  de  droites  AF  et  AE,  BD  et  BF,  CE  et  CD  sont 
isogonaux  à  cause  d'égalités  de  triangles  rectangles  que  la  seule 
inspection  de  la  figure  met  immédiatement  en  évidence. 

Les  droites  AD  BE  et  CF  ont  donc  pour  point  commun  le  centre 
isogonal  P, 

ux  =z  vy  z=z  u'z  . 

En  faisant  couper  BF  et  CE,  on  a  D'  inverse  de  D  ;  soient,  de 
même  E'  et  F'  inverses  de  E  et  F.  Les  droites  AD'  BE'  et  CF'  se 
coupent  aussi  au  point  P'  inverse  de  P  et  pour  lequel, 

u  V         w  ' 

Il  est  intéressant  de  savoir  ce  que  deviennent  P  et  P'  quand  on 
fait  varier  K.  J'ai  prouvé  que  si  d'une  façon  générale  les  points  D 
et  E  décrivent  deux  droites  J  et  //,  le  point  F  qui  complète  leur 
système  isogonal  décrit  aussi  une  droite  /f,  ce  qui  a  lieu  en  effet 
dans  la  figure  de  M.  Kariya.  En  outre  P  décrit  une  conique  cir- 
conscrite au  triangle,  et  P'  la  droite  inverse. 


n 
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La  conique  lieu  de  P  a  ici  pour  équation 

C  _      B 
^cosB  — cosC        .  ^*^2        *^2 

C'est  donc  une  hyperbole  équilatère  passant  par  les  points  sui- 
vants :  le  centre  1  du  cercle  inscrit,  Torthocentre  H,  le  point  de 
Gergonne  G, 

X  (1  -f  cosA)  z=zy  [\  -\-  cosB)  z=  c  (1  -j-  cosC)   , 

qui  s'obtient  pour  K  =  /•,  et  son  réciproque  v,  point  de  Nagel,  qui 
correspond  à  K  ==  —  /•. 

Sa  seconde  équation  prouve  qu'elle  renferme  encore  un  point 
particulier  cp, 

ABC 
^^K  2  =rtg2='*»  2  ' 

qui  ne  semble  pas  avoir  été  envisagé  jusqu'à  ce  jour.   Ce  point 
s'obtient  quand  on  fait 

—  r  —  rR 


K  = 


1  -|-  2  sin  —  sm  —  sin  —  '^ 


et  peut  se  construire  aisément  de  la  manière  suivante. 

Soient  a,  et  a,  les  contacts'de  AB  et  AC  avec  les  cercles  exinscrits 
dans  les  suppléments  de  A,  a^  et  «^  les  contacts  des  prolonge- 
ments opposés  de  ces  mêmes  côtés  avec  les  mêmes  cercles;  puis 
prenons  les  milieux  a  de  a,  a,  et  a  de  a,  «g  ;  Ton  a,  en  désignant 
par  y'  et  z'  les  distances  de  a'  à  AC  et  AB, 

C 
/  __  Aa,  _  p  ^h  _  *^ 

donc  9  est  le  point  de  concours  des  droites  A  a',  B/S',  Cy'. 
Si  l'on  considère  à  son  tour  le  point  a,  on  a  de  même 

y  A«j  p   —   h 


Z         Aor,        p  —  c  • 

par  suite,  Aa  Bjî?  et  Cy  se  rencontrent  au  point  y'  inverse  de  y. 

De  son  côté,  le  point  P'  décrit  la  droite  10  joignant  les  centres 
des  cercles  inscrit  et  circonscrit,  droite  qui  renferme  en  outre 
l'inverse  v'  du  point  de.  Nagel,  son  réciproque  G'  inverse  de  G,  et 
le  point  9'  construit  précédemment.  Il  faut  remarquer  que  10  est 
tangente  à  la  conique. 

En  remplaçant  dans  ce  qui  précède  le  cercle  inscrit  à  ABC  par 
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chacun  des  autres  cercles   tritangents,  on  ol)tient  des  résultats 
analogues  sur  lesquels  je  crois  inutile  d'insister. 

P.  Barbarix   Bordeaux^ 


Sur  un  théorème  de  la  géométrie  riemanienne. 

Messieurs  les  Directeurs, 
Kn  partant  de  la  supposition  que  la  somme  des  angles  (Vuii 
triangle  puisse  être  supérieure  à  2  droits,   on  démontre  que  toutes 

les  droites  situées  dans 
un  plan  sont  concouran- 
tes. Cette  démonstration 
peut  s'effectuer  de  dilTé- 
rcntes  façons.  Je  crois 
que  celle  que  je  donne 
ci-dessous  est  nouvelle 
et  mérite  d'être  signalée 
aux  lecteurs  de  U Ensei- 
gne me  n  t  ma  thé  ma  tique . 
Soient  CN  et  RS  deux 
Y  droites  (|uelconques  si- 
tuées dans  un  même  plan 

Prenons  un  point  A 
sur  Tune  d'elles,  CN,  et  menons  AB  perpendiculaire  sur  la  seconde. 

1**  Considérons  d'abord  le  cas  le  plus  général  où  AB  est  per- 
pendiculaire sur  RS  sans  Tétre  sur  CX.  Si  BAX  est  l'angle  aigu 
déterminé  en  A,  portons  sur  AN,  et  à  partir  de  A,  un   nombre 

quelconque  de  longueurs  égales  entre  elles  AM,  ME,  EF.  FG 

puis  abaissons  sur  AB  les  perpendiculaires  ML,  El,  FI,  GK  ,...  . 

Nous  allons  d'abord  montrer  que  les  longueurs  AL,  Ll,  IJ,  JK 

ainsi  déterminées,  vont  en  augmentant  à  mesure  que  l'on  se  rap- 
proche de  B. 

Commençons  par  prouver  (jue  nous  avons  AL  <  LL  Si  nous  sup- 
posons pour  un  instant  que  ML,  au  lieu  d'être  la  perpendiculaire 
abaissée  du  milieu  de  AE  sur  AB,  soit  la  j)erpendiculaire  élevée 
sur  le  milieu  de  Al,  nous  verrons  ([ue  son  extrémité  serait  alors 
plus  rapprochée  de  E  que  de  A.  En  efTet,  menons  ML  Dans  le 
triangle  rectangle  AEI,  l'angle  AEIdoitêtre  plus  grand  (jue  le  complé- 
ment de  EAL  sinon  la  somme  des  trois  angles  de  ce  triangle  ne  pour- 
rait être  supérieure  à  deux  droits.  Par  suite,  cet  angle  AEl  doit 
être  plus  grand  que  EIM  qui  est  précisément  le  complément  de 
AIM  et  aussi  celui  de  son  égal  EAI  dans  le  triangle  AMI  qui  serait 
isocèle  d'après  notre  hypothèse  provisoire.  Nous  en  déduisons  que, 
dans  le  triangle  MIE,  le  ccUé  Ml  est  plus  grand  que  ME,  comnir 
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opposé  au  plus  ^rand  angle.  Et,  comme  dans  le  cas  de  cette  sup- 
position provisoire,  MI  =  MA, on  aurait  donc  ME  <<  MA.  Par 
suite,  puisque  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  AI  abou- 
tirait à  un  point  plus  rapproché  de  E  que  de  A,  nous  devo4is  en 
conclure  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  milieu  de  AE  sur  AB 
aura  éWdemment  son  pied  plus  rapproché  de  A  que  de  I  ;  nous 
avons  donc  AL  <[  El. 

Nous  allons  maintenant  prouver  que  Ton  a  LI  <  IJ:  Prenons 
JP  :=.  LM  et  menons  EP.  La  somme  des  angles  du  quadrilatère 
birectangle  LMEJ  devant  être  supérieure  à  4  droits,  la  somme  des 
deux  angles  MFJ  et  FML  doit  évidemment  être  supérieure  à  2 
droits. 

Si,  pour  un  instant,  nous  supposons  que  El,  au  lieu  d'être  la 
perpendiculaire  abaissée  du  milieu  de  MF  sur  IJ,  est,  au  con- 
traire, la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  LJ,  nous  voyons 
immédiatement  que  les  angles  EPJ  et  EMfj  seraient  alors  égaux 
et  auraient  par  suite  le  même  supplément  EPF.  Donc,  pour  que 
la  somme  MFJ  +  FMI>  soit  supérieure  à  2  droits,  il  faut  néces- 
sairenïent  que  le  premier  de  ces  deux  angles  soit  supérieure  EPF. 
Dans  le  triangle  EFP,  EP  serait  donc  plus  grand  que  EF  comme 
opposé  au  plus  grand  angle.  Mais  notre  hypothèse  provisoire 
entraînant  EP  =  EM,  il  en  résulte  ME  >  EF  ;  ce  qui  signifie  que 
le  sommet  de  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  LJ  serait 
plus  rapproché  de  F  que  de  M.  Par  suite,  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  milieu  de  MF  sur  LJ  sera  en  réalité  plus  près 
de  L  que  de  J.  Nous  avons  donc  LI  <  IJ. 

11  sera  tout  aussi  facile  d'établir  en  troisième  lieu  que  IJ  est 
plus  petit  que  JK,  et  ainsi  de  suite.  Or,  en  admettant  même  que 
les  perpendiculaires  abaissées  des  points  M,  E,  F,  G ne  déter- 
minent que  des  segments  égaux  sur  AB,  il  nous  serait  déjà  aisé 
de  prouver  que  les  droites  CN  et  BS  se  coupent  ;  car,  si  Tun  d(» 
ces  segments  est  contenu  plus  de  n  fois  [n  désignant  un  nombre 
entier),  et  moins  de  (/^  +  l)fois  dans  AB,  il  suffit  de  porter  (/?  -f-  1; 
fois  la  longueur  AM  sur  la  direction  AN,  à  partir  de  A,  pour  obte- 
nir ([uelque  part  sur  AN  un  point  tel  que  la  perpendiculaire  menée 
de  ce  point  sur  la  direction  ABY  tombe  au  delà  de  B,  AX  pro- 
longé rencontrant  alors  nécessairement  RX  au-dessus  de  AB,  A 
fortiori  (tn  sera-t-il  ainsi  lorsque  les  segments  déterminés  sur  AB 
par  les  perpendiculaires  iront  en  croissant  de  A  vers  B.  Les  deux 
droites  considérées  sont  donc  concourantes  au-dessus  de  AB. 
C.  Q.  F.  D. 

2°  Examinons  maintenant  le  cas  particulier  où  les  deux  droites 
considérées  AQ  et  BS  sont  perpendiculaires  à  une  troisième  AB. 
Prenons  AQ  =  BS  et  menons  QS.  Dans  le  quadrilatère  birectan- 
gle  isocèle  ABQS,  les  deux  angles  égaux  en  Q  et  en  S  sont  obtus. 
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Soit  TX  la  perpendiciilairo  en  S  sur  QS  ;  elle  tombe  nécessaire- 
ment à  rintérieur  de  Tanjrle  obtus  QSB.  Les  deux  droites  AQ  et 
TX  font  donc,  la  premif»re,  un  angle  aigu  1  au-dessus  de  QS,  la 
seconde  un  angle  droit  QSX  avec  QS.  Nous  sommes  alors  rame- 
nés au  premier  cas,  ou  cas  général.  Par  suite,  les  deux  droites 
considérées,  suflisamment  prolongées,  se  rencontreront  au-dessus 
<le  QS;  mais,  comme  A(^  ne  saurait  rencontrer  TX  sans  couj)er 
tl'abord  la  droite  HS  prolongée,  nous  en  concluons  ([ue  AQ  et  BS 
ont  un  point  commun  au-dessus  de  QS.  C.  (^.  F.  I). 

Heniarquc  I.  I^es  perpendiculaires  AQ  et  BS  ont  évidemment 
au-dessous  de  QS  un  second  point  d'intersection,  symétri(|ue  du 
premier  par  rapport  à  AB.  Klles  renferment  donc  un  espace.  Il  eji 
est  de  même  pour  deux  droites  quelconques  du  j)lan.  On  trouvera 
pour  ce  second  cas,  ((ui  est  le  cas  général,  une  démonstration 
très  claire  dans  les 
Premiers  principes 
de  mètagèomètrie  du 
professeur  Mansion. 

Remarque  IL  Si, 
dans  le  triangle  rec- 
tangle ABD  (ig.  2;, 
nous  supposons  que 
les  perpendiculaires 
ML,  Kl,  FJ,  GK..., 
ont  été  menées  de 
telle  sorteque  buirs  pieds  déterminent  sur  AB  des  segments  égaux, 
AL  =  Ll  =  IJ  =  JK  =  ,...  ,  il  sera  facile  de  prouver  que  Ton  a  : 

AL   ^    AI   ^   AJ     ^  AK     ^  -  ^^ 

AM    ^   AE    ""    AF 


^  AG  ^ 


<ÂD 


AB 


Pour  que  tous  les  rapports  qui  précédent  "^  deviennent  égaux 

à  ce  dernier,  il  faudra  les  rendre  plus  grands  en  diminuant  leurs 
dénominateurs  respectifs  des  quantités  M//i,  Fe,  F/",  G^,  ...,  ou 
^i.  ^i^  ^3,  ^4,  ...,  telles  que  Ton  ait  : 

AL        _        AI        _       AJ        _       AK        _         __  ^ 

"   ~"  AD" 


AM 


AE  —  >2  ~  AK  —  Xs 


AG  —  >4 


Malgré  cela,  les  triangles  LA/w,  lAe,  JA/^  ^^gy  •••  "^  seront 
ni  semblables  entre  eux,  ni  semblables  à  BAI)  ;  car  les  figures 
semblables  n'existent  pas  dans  les  géométries  non-euclidiennes 
(il  faut  cependant  faire  exception  pour  les  polygones  réguliers  et 
pour  les  figures  égales  évidemment,. 

Kdmond  Bordac.e. 
(S'-Denis;  Ile  de  la  Réunion.) 
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Cours  universitaires. 

Semestre  d'été  1904  (suite). 

Cambridge.  Univcrsiti/  juillet-aoïU  1904)  (  Voir  Kaster  Terni,  pu- 
blié en  sept.  1003,  p.  373).  —  Prof.  Sir  Robert  Ball  :  Perturbation 
ofCometary  Orbits.3hrs.  —  H.  W.  Richmond  :  Alp^ebraic  curves  in 
connection  with  automorphic  functions.  —  \V.  M.  Coatbs:  Elec- 
tricity  and  Magnetiam.  3  hrs.  —  J.  G.  Leathem  :  Physical  Optics. 
3  hrs.  —  R.  \V.  11.  T.  Hudson  :  Kunimer's  Quartic  Surface. 

Oxford.  Uni\>ersîti/,  — Lecture  List  for  Easter  and  Trinity  Ternis, 
1904.  Mathematics.  —  A.  E.  IL  I^ove:  Geometrical  Optics,  2  h.  — 
E.  B.  Elliot  :  Iligher  Geometrical  Optics,  1  ;  A  First  Course  on  the 
Theory  of  Functions,  3.  — \V.  Esson  :  Comparison  of  Analytic  and 
Synthetic  Methods  in  the  Geometry  of  Conics  (continued^,  2;  In- 
formai Instruction  in  Geometry,  1.  —  J.  E.  Campbell:  An  Introduc- 
tion to  the  Theory  of  Groups,  l.  —  A.  L.  Dixon  :  Calculus  of 
Variations,  1.  —  IL  T.  Gehrans  :  Line  (ieometry,  2.  —  A.  E.  Jol- 
liffe:  Higher  Analytical  Plane  Geometry,  2.  —  P.  J.  Kirkby:  Hi- 
gher  Plane  Curves,  1.  —  J.  \V.  Ritssell:  A  Course  of  Rigid  Dyna- 
mics ^two  dimensions),  3.  — A.  L.  Pedder  :  Spherical  Trigono- 
metry,  1.  —  R.  F.  M.  C.  Neile:  Séries,  2.  —  C.  IL  Thompson: 
DifFerential  Equations,  2.  —  C.  E.  IIaselfoot  :  Elementary  Hy- 
drostatics,  1. 

Wien,  Unwersitât.  —  G.  R.  v.  Escherich:  Bestimmte  Intégrale 
und  Variationsrechnung  (5  st.);  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
3  st.  ). —  Mertens  :  Elemente  der  Diflerential  und  Integrairechnung 
(Forts.,  5 st."!.  —  \Virtix(;er:  Funktionentheorie  Forts.,  5  st.'  ;  Ma- 
thematische  Statistik,  (3  st.).  —  Tauber  :  Die  Diflerentialglei- 
chungen  der  Mechanik  (3  st.];  Versicherungsmathematik  ;Forts., 
3  st.).  —  Blaschke:  Einfûhrung  in  die  Mathemat.  Statistik,  II 
Teil,  3  st.).  —  KoHx:  Analytische  Géométrie  (Forts,  4  st.);  Difïe- 
rentialgeometrie  (2  st.).  —  Zsic;moxdy  :  Euler'sche  Intégrale 
il  st.).  —  Carda.  Einfûhrung  in  die  Théorie  der  Differentialgln. 
.2  st.i;  Plemely:  Zahlentheorie  ^Forts.,  2  st.).  — Grïxwald:  Fou- 
rier  'sche  Reihen  und  Intégrale  [Fort.  2  st.).  —  Weiss:  Praktische 
Astronomie  i4  st.i.  —  J.  vox  Hepper(;er  :  Geographische  Ortsbes- 
timmung   2  st.):  Ucber  Spektraltypen  der  Fixterne  und  spektros- 
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kopische  Doppelsterne  (2  st.);  Méthode  der  kleinsteii  Quadrate 
(1  st.).  —  Scmram:  Kalendariographie  und  Umrechnung  von  Da- 
ten  verschiedener  Zeitrechnungen  (2  st.). —  M.  Herz:  Die  Stôrun- 
gen  der  Rotationsachse  der  Erde  (2  st.).  —  G.  Jager  :  Prinzipien 
der  Mechanik  (2  st.).  —  A.  [.ampa  :  Elementare  Mechanik  (2  st.). 
Durant  le  semestre  d'hiver  1903-1904)  l'Université  de  Vienne  a 
compté  5906  étudiants  réguliers  et  1832  auditeurs  parmi  lesquels 
90,  respectivement  131  dames  ;  la  fréquence  est  donc  au  total  de  7738. 

Zurich,  Ecole  polytechnique  y  section  normale  des  sciences  mathé- 
matiques (18  avril;  4  août).  —  Hirsch:  Integralrechn.  4,  Repeti- 
torium  1,  Uebg.  2;  Funktionentheorie  4.  —  Franel  :  Calcul  inté- 
gral 4,  Rép.  1,  Exerc.  2.  —  Hbrzog:  Mechanik  1,  Rep  I,  Uebg.  2. 
—  M.  FiEOLER  :  Darst.  Géométrie  2,  Rep.  1,  Uebg.  4;  Zentralpro- 
jektion  und  Zyklographie  2;Elemente  d.  analyt.  Geom.  der  I.age, 
2.  —  Lacombe  :  Géométrie  descriptive  2,  Rép.  1,  Exerc.  4.  — 
Geiseg  :  Analyt.  Géométrie  II,  2  ;  alg.  Fliichen  4.—  IIurwitz:  Alg. 
Gleichungen  4  ;  Fourier'sche  Reihen  2.  —  Rosenmund  :  Vernies- 
suegskunde  5,  Rep.  1;  Uebg.  1  tag.  —  Wolfer:  Geogr.  Ortsbes- 
timmung3;  Uebg.  im  ast.  Beobachten3;  Filinl.  indie  Astrophysik. 

Zurich,  f//i/Ve/*.s//flf^  (12  April;  30  Juli  1904).  —  Burkhardt:  Alg. 
Analysis,  3  ;  Differential-und  Integralrechniing  II,  2  ;  Partielle  Dif- 
ferentialgleichungen  derPhysik,  3;  Mathematisches  Seminar,  2.  — 
Weiler  :  Darstellende  Géométrie,  mit  Uebungen,  II.  Teil,  3;  Syn- 
thetische  Géométrie  (Forts.),  2;  Analyt.  Géométrie,  11,  3;  Poli- 
tische  Arithmetik  mit  Uebungen  (lïir  Lehramtskandidaten),  2.  — 
E.  GuBLER  :  Inhalt  und  Méthode  des  geometrisch^n  Unterrichts 
in  der  Mittelschule,  2.;  Algebraische  Analysis  mit  Uebungen  (lûr 
Lehramtskandidaten),  2,  Politische  Arithmetik  mit  Uebungen  ^fur 
Lehramtskandidaten',  2.  —  A.  Wolfer  (v.  ci-dessus,  Ecole  poly- 
technic[,ueK 
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G.  Robin.  —  ŒuYres  scientifiques.  Rëunics  el  pub1i(^es  sous  les  nuspiccs 
du  Ministère  de  l'Instruclioo  publique  par  L.  Raffy.  Thermodynamique 
générale.  Un  vol.  XVI-271  p.;  Gauthier-Yillars,  Paris.  i90L 

La  Thermodynamique  générale,  ou  la  science  des  équilibres  el  des  modi- 
fications de  la  matière,  et  dont  un  cas  particulier  est  la  mécanique  classique 
qui' n'étudie  que   les  équilibres  de  position  et  les   déplacements,  forme   le 
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second  volume  des  Œuvres  scienliOques  de  Robin.  M.  Rafi'y,  en  profitant  de 
divers  matériaux  laissés  par  Robin  et  de  quelques  leçons  professées  à  la 
Sorbonne  a  reconstruit,  avec  des  éléments  fort  épars,  l'œuvre  profondément 
originale  de  Robin. 

Cette  Thermodynamique  générale  s'éloigne  beaucoup  de  l'exposition 
presque  traditionnelle;  Robin  expose  des  idées  si  nouvelles  et  sous  une 
forme  si  originale,  qu'on  ne  saurait  en  quelques  pages,  donner  qu'une  idée 
bien  imparfaite  de  son  ouvrage.  Ces  idées  ont  en  France  un  apôtre  en 
M.  Duhem  dont  les  travaux  sur  la  Thermodynamique,  sur  l'évolution  de  la 
mécanique  présentent  bien  des  points  de  contact  avec  les  idées  de  Robin. 

L'introduction,  reproduite  d'après  la  leçon  inaugurale  au  cours  de  Chimie- 
physique,  jette  d'ailleurs  aussitôt  beaucoup  de  lumière  sur  les  idées  de  Robin. 
Le  but  de  la  science  étant  de  connaître  le  nombre  des  phénomènes  prévus 
et  de  les  prévoir  avec  une  précision  égale  à  celle  de  nos  procédés  d'obser- 
vation, nous  ne  pouvons  l'atteindre  qu'avec  l'induction.  Donc  la  méthode 
inductive  est  la  seule  rationnelle.  Au  contraire  on  a  toujours  cherché  à 
procéder  par  déduction,  comme  on  a  fait  dans  presque  toutes  les  théories 
mécaniques  ou  de  physique  mathématique.  Robin  est  donc  anti-mécaniste 
et  c'est  à  peine  s'il  reconnaît  les  mérites  de  ces  théories  pour  la  constitution 
de  la  science.  Et  dans  le  cours  du  livre  il  est  toujours  aux  prises  avec  Isi 
mécanique  classique;  il  va  jusqu'à  dire  que  le  procédé  habituel  de  la  science 
consiste  à  traduire  des  mots  par  des  équations.  II  n'est  pas  même  de 
J'école  de  Gibbs;  il  veut  absolument  écarter  toutes  les  méthodes  qui  tendent 
à  déterminer  les  phénomènes  par  des  considérations  «  à  priori  »  mécaniques, 
analytiques,  etc.,  pour  ne  se  tenir  qu'à  l'induction.  Pour  cela  il  veut  formuler 
des  inductions  de  manière  qu'elles  soient  susceptibles  de  vérification  directe 
et  quellessoient  encore  énoncées  par  des  lois  intégrales;  car  il  veut  s'interdire 
toute  hypothèse  portant  sur  l'infiniment  petit.  Il  ne  raisonne  que  sur  des 
opérations  réalisables  et  n'introduira  que  des  grandeurs  accessibles  à  l'expé- 
rience: ce  n'est  pas  tout;  il  bannit  les  mots  d'énergie,  d'entropie,  de  force: 
concept  vague  et  obscur  qui  doit  être  substitué  par  celui  bien  plus  précis  de 
travail  qu'accompagne  le  déplacement  de  poids.  On  trouvera  cela,  peut-être, 
un  peu  excessif.  Mais  il  est  bien  certain  qu'après  avoir  fait  «  tabula  rasa  » 
les  reconstructions  ne  laisseront  subsister  aucune  indétermination,  aucune 
obscurité  ? 

Un  système  de  poids  est  un  système  Si  ,  composé  p^r  des  solides  indé- 
formables, fluides  incompressibles,  etc.,  dont  les  parties  mobiles  sont 
bien  polies,  et  qui  ne  peut  éprouver  d'autre  modification  qu'un  changement 
de  configuration.  Considérons  un  autre  système  S  placé  dans  une  source, 
corps  de  masse  très  grande  par  rapport  à  S  et  dont  l'état  est  complètement 
déterminé  par  sa  température,  qui,  seule,  peut  changer,  et  qui  recueillera 
ou  fournira  toute  la  chaleur  qu'il  pourra  mettre  en  jeu.  Supposons  S  en 
relation  avec  Si  ,  avec  lequel  il  ne  peut  changer  de  chaleur;  enfin  ces  deux 
systèmes  ainsi  que  les  sources  qui  les  entourent  forment  une  partie  de 
l'univers  complètement  isolée.  A  deux  états  d'équilibre  de  S  correspondent 
deux  autres  de  Si  ,  qui  diffèrent  par  le  déplacement  de  certains  corps  exté- 
rieurs. Soient:  P  le  poids  de  l'un  des  corps  déplacés;  z^  et  z^  les  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  (2  est  vertical,  dirigé  en  bas);  alors  le  travail  mis 
en  jeu  dans  le  passage  du  premier  au  second  état  est  exprimé  par 
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Il  est  bien  vrai  que  dans  quelques  cas  particuliers,  il  est  facile  de  former 
le  système  Si;  mais  on  doit  avouer  qu'on  ne  voit  pas  bien  si  ce  concept 
nouveau  a  sur  l'ancien  de  plus  grands  avantages  de  précision  et  de  clarté. 
S  étant  donné,  pourra-t-on  lui  faire  toujours  correspondre  (construire)  Si? 
Cette  définition  une  fois  admise  (Robin  a  soin  de  faire  voir  sa  coïncidence 
avec  celle  de  la  mécanique  seulement  en  quelques  casi.  il  est  vrai,  les 
choses  se  passent  très  bien  et  avec  généralité. 

Si  Si  est  de  même  nature  que  S.  rompons  ses  communications  avec  S  et 
mettons-le  en  relation  avec  un  système  de  poids  S2.  de  manière  quil  puisse 
passer  exactement  par  les  mêmes  états  et  dans  les  mêmes  conditions  de  temps 
que  quand  il  était  en  relation  avec  S.  Une  fois  cette  possibilité  admise 
(Kobin  ne  la  démontre  pas),  soit  Ti  le  travail  consommé  par  Si,  suivant  la 
définition  déjà  donnée,  dans  le  passage  de  A  à  A';  alors  celui  de  S  est,  par 
définition,  —  Ti  ,  pourvu  que  l'on  prouve  ((ue  si  S  est  mis  en  relation  directe 
avec  un  autre  système  de  poids,  il  consomme    précisément  un  travail  —  Ti. 

Cette  preuve  est  donnée  après  avoir  établi  le  principe  de  Mayer  sur  l'équi- 
valence de  la  chaleur  et  du  travail.  C'est  ici,  selon  nous,  que  commence  la 
partie  la  plus  originale  et  fort  intéressante  de   Kobin. 

Dans  le  principe  de  Mayer  il  distingue  deux  parties  :  le  principe  du  cycle 
fermé  et  celui  de  l'état  initial  el  final.  Dans  le  premier,  un  système  en  équi- 
libre subit,  sous  l'action  d'un  système  de  poids  une  série  de  modifications 
qui  le  ramènent  à  son  état  initial,  en  consommant  un  travail  égal  à  la  somme 
des  quantités  de  chaleur  qu  il  a  dégagées  dans  les  diverses  sources,  multi- 
pliées par  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur  ;  dans  le  second,  si  un  système 
dans  deux  processus  qui  l'amènent  à  deux  états  d'étjuilibre  consomme  les 
travaux  T  et  T'  el  dégage  les  quantités  Q  et  Q'  de  chaleur,  alors 

T  —  JQ  =1  l"  -  JQ'  . 

Ce  second  principe  est  essentiellement  différent  du  premier  auquel  il  peut 
être  réduit  dans  le  cas  des  phénomènes  reiwersables  :  c'est-à-dire  (juand  il 
est  possible  de  le  ramener  à  son  premier  état  au  prix  d'un  travail  égal  et  de 
KÎg^ne  contraire  à  celui  qu'a   mis  en  jeu  la  transformation  directe. 

De  ces  deux  principes  on  peut  déduire  non  seulement  le  théorème  sur  le 
travail,  mais  encore  on  peut  démontrer  les  principes  de  Mayer  lors(|ue  S  est 
en  relation  avec  un  système  quelconque. 

Le  chapitre  III  est  destiné  à  la  notion  si  fondamentale  de  réversibilité. 
Soit  un  système  S  qui,  mis  en  relation  avec  Si,  passe  d'un  étal  initial  d'éciui- 
libre  à  un  étal  final  en  traversant  des  étals  intermédiaires  aussi  nombreux 
que  l'on  voudra  et  soit  T  la  somme  algébrique  des  travaux  mis  en  jeu  dans 
chaque  étape. 

Supposons  qu'en  mettant  S  en  relation  avec  S'i  on  puisse  le  faire  repas- 
ser, en  sens  inverse,  par  ces  mêmes  étals  intermédiaires,  el  soit  T'  le  travail 
total  mis  en  jeu  dans  celte  seconde  transformation.  Les  deux  transformations 
sont  réversibles  si  T  -f-  ^  '  tend  vers  zéro,  lorsque  le  nombre  des  états  inter- 
médiaires augmente  indéfiniment  ;  une  transformation  ne  sera  jamais  consi- 
dérée comme  réversible,  tant  que  ne  sera  pas  indiqué  la  composition  et  le  mode 
d'agir  des  deux  systèmes  étrangers  Si,  S'i  ;  l'un  déterminant  la  production 
du  phénomène;  l'autre  effectuant  sa  réversion.  Lue  opération  réversible 
doit  s'efTectuer  avec  une  extrême  lenteur;  une  modification  réversible  est 
renversa  ble. 
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La  distinction  essentielle  de  deux  principes  de  Carnot  est,  croyons-nous, 
de  Robin.  Le  premier  principe  affirme  que  lorsqu'un  système,  primitivement 
en  équilibre,  a  parcouru  un  cycle  de  transformations  qui  le  ramènent  à  son 
état  initial,  ce  système  n'a  pu  produire  de  travail  que  s'il  a  échangé  de  la 
chaleur  avec  deux  sources  au  moins.  S'il  a  échangé  de  la  chaleur  avec  une 
source  ou  avec  aucune  (cycle  mouothermique)  alors  T  ^  0  ,  et  si  le  cycle 
est  réversible  T  m  0. 

Le  second  principe  dit  que  daus  tout  cycle  monothermique  irréversible 
il  y  a  consommation  de  travail. 

Ce  second  principe  est  bien  distinct  du  premier  dans  lequeln'intervient  pas 
la  notion  de  réversibilité  et  il  est  énoncé  de  manière  à  être  directement  véri- 
ûable  par  l'expérience;  et  s'il  n'intervient  que  pour  une  faible  partie  dans 
l'établissement  des  relations  fondamentales  de  la  Thermodynamique,  -il 
constitue,  à  lui  seul,  le  fondement  de  la  statique  générale. 

Robin  avec  rigueur  et  élégance  sait  déduire  beaucoup  de  conséquences  ; 
l'une  des  plus  importantes  est  que  le  travail  est  un  invariant  des  transfor- 
mations thermiques  réversibles  ;  ou,  le  travail  isothermique  réversible  est 
un  invariant. 

C'est  ici  vraiment  qu'aurait  dû  se  placer  la  notion  de  potentiel  interne 
d'nn  système  qui  se  rattache  précisément  aux  modiOcations  isothermiques. 
En  effet  le  travail  d'un  système  est  la  différence  des  valeurs  que  prend  une 
certaine  fonction,  déterminée  à  une  fonction  près  de  la  température  absolue; 
c'est  le  potentiel  interne  de  Massieu.ou  thermodynamique  de  Helmholtz  et  de 
M.  Duhem,  identique  à  celui  des  forces  intérieures  de  la  mécanique  classique. 

L'application,  bien  simple,  à  la  recherche  du  potentiel  isothermique  des 
corps  isotropes  élastiques  et  la  recherche  des  conditions  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  constantes  X  et  j*  de  Lamé  avait  été  déjà  indiquée  par  Beltrami. 
Après  avoir  défini  le  potentiel  externe  et  total,  on  est  conduit  à  la  condition 
générale  de  l'équilibre  isothermique  stable  (potentiel  total  minimum)  et  à  la 
démonstration  du  théorème  célèbre  de  Lagrange-Dirichlet,  par  des  consi- 
dérations d'équilibre  seulement,  ce  qui  n'est  pas  possible,  comme  on  sait, 
dans  la  statique  classique. 

D'après  les  principes  de  Carnot  nous  ne  pouvons  affirmer  qu'un  cycle 
mojiothermique  décrivant  un  cycle  au  cours  duquel  il  fait  varier  la  tempéra- 
ture de  deux  sources,  doit  emprunter  de  la  chaleur  à  la  source  chaude  et 
en  céder  à  la  froide.  Or,  en  étudiant  les  cycles  où  les  modifications  isother- 
miques s'alternent  avec  des  modifications  adiabatiques  et  en  s'appuyant  sur 
un  fait  expérimental  relatif  à  l'hydrogène,  on  peut  démontrer  ce  principe 
pour  le  corps  ihermoméirique  avant  tout  (hydrogène)  et  puis  pour  un 
système  quelconque 

Les  applications  nombreuses  à  la  chimie;  à  la  théorie  de  la  pile;  aux 
gaz  parfaits  et  aux  déformations  permanentes,  montrent  la  grande  généralité 
des  principes  exposés.  Un  seul  chapitre  est  dédié  à  la  dynamique  générale. 
Robin  est  toujours  fidèle  à  sa  méthode  :  l'extension  du  principe  de  l'équi- 
valence, lui  fournit,  après  l'introduction  des  variables  intrinsèques  normales, 
l'équation  fondamentale.  Par  différentiation  on  déduira  les  équations  dif- 
férentielles de  la  Dynamique  qui  peuvent  s'interpréter  d'une  façon  tout  à  fait 
semblable  à  celle  de  la  mécanique  classique. 

Un  dernier  chapitre  contient  quelques  résultats  obtenus  par  Robin  au  com- 
mencement de  sa  carrière  scientifique. 

Le  livre  est  écrit  avec  une  extrême  clarté  et  on  peut  le  lire  sans  avoir  des 
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connaissances  trop  étendues  en  Analyse.  M.  Rafify  en  publiant  la  partie 
maîtresse  de  Tœuvre  scientifique  de  Robin  a  rendu  un  véritable  service  à  la 
Science.  R.  Marcolongo  (Messine). 

C.  BuRALi-PoRTi.  —  Lesioni  di  Geometria  metrico-proiettiTa.  {Rihlioteca 

matematica,  vol.  X.)  —  Un  vol.  gr.  in-S»,  308  p.;  prix  :   L.  8.  —  ;   Bocca 

frères,  Turin,  1904. 

Ce  nouveau  livre  de  M.  le  prof.  Burali-Forti  n'est  pas  une  reproduction 
de  {'«Introduction  à  la  Géométrie  différentielle  )>  (Paris,  1897);  en  effet, 
celle-ci  ne  parlait  qu'incidemment  de  la  méthode  de  Grassmann  et  de  ses 
applications  à  la  Géométrie  différentielle,  tandis  que  le  nouveau  livre  con- 
tient un  exposé  très  complet  de  cette  méthode  cl  toutes  les  applications  fon- 
damentales à  la  Géométrie  projective  et  à  la  Géométrie  métrique.  Mais  l'an- 
cien traité  est  encore  très  utile  dans  une  première  préparation  :  il  peut  servir 
comme  introduction  au  traité  plus  complet  que  nous  allons  analyser. 

Un  avertissement  est  avant  tout  nécessaire  :  on  ne  doit  pas  croire  que  ce 
traité  s'adresse  seulement  à  ceux  qui  sont  en  possession  de  nombreuses  con- 
naissances mathématiques;  non.  car  il  ne  demande  que  la  connaissance  de  la 
géométrie  élémentaire,  de  l'algèbre,  des  premiers  éléments  du  calcul  diffé- 
rentiel. De  plus  l'auteur  a  voulu  conserver  aux  propositions  leur  forme  habi- 
tuelle, ce  qui  contribue  à  faciliter  la  lecture  du  livre:  il  a  dû  faire  une  excep- 
tion à  propos  des  énoncés  qui  se  rapportent  à  l'homographie  (transforma- 
tion projective),  car  il  l'a  considérée  explicitement  comme  opération  qui 
transforme  les  éléments  d'une  figure  a  dans  ceux  d'une  figure  b  et  non 
coninie  opération  unique  qui  peut  indifféremment  s'appliquer  à  la  première 
et  deuxième  figure. 

Le  livre  se  divise  eu  cinq  parties.  Dans  les  deux  premières  on  trouve  les 
points  fondamentaux  de  l'algorithme  géométrique  de  Grassmann  :  après 
avoir  étudiés  les  sommes  et  les  produits  de  points  et  vecteurs,  on  en  fait 
des  applications  à  l'étude  des  coordonnées  cartésiennes  et  polaires  et  à 
l'analyse  de  quelques-unes  des  courbes  les  plus  importantes,  sans  excepter 
l'hélice  circulaire  et  les  courbes  tracées  sur  le  tore.  L'étude  des  formations 
géométriques  (qui  permettent  d'exprimer  linéairement  toute  transformation 
par  des  transformations  fixes)  et  de  leurs  cojrdonnées  donne  comme  applica- 
tion la  Géométrie  analytique  cartésienne,  et  son  algorithme,  consistant  uni- 
quement dans  la  recherche  d'équations  de  points,  droites,  plans,  lignes, 
surfaces,  etc.,  quoique  virtuellement  contenu  tout  entier  dans  le  livre,  n'y 
reçoit  aucune  application,  car  la  méthode  de  Grassmann  permet  d'introduire 
directement  les  notions  géométriques  dans  les  calculs. 

La  notion  de  position  {posit  a,  notation  qu'on  doit  lire  position  (positio) 
de  a)  permet  jn»  43)  de  définir  très  simplement  les  éléments  projectifs  point, 
droite  et  plan.  La  loi  de  dualité  énoncée  sous  une  forme  plus  précise  que 
d'ordinaire  (49-51),  découle  directement  des  lois  de  dualité  des  formations, 
qui  sont  les  suivantes  : 

Pour  l'espace  :  de  toute  propriété  des  formations  exprimable  en  les  reliant 
uniquement  par  les  o[)érations  somme,  produit  par  un  nombre,  produit  pro- 
gressif ou  régressif,  on  conclut  toujours  une  nouvelle  propriété  par  le  chan- 
gement des  Fi  dans*  les  Fs,  des  Fa  dans  les  Fi,  laissant  fixes  les  Fj  et  F4 
(nombres). 


Fi,  Ft.  Ft,  F4,  formes  projectives  dv  !'•,  2"»,  olc.  pspcce. 
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Pour  le  plan  projectif:  le  principe  de  dualité  dans  le  pl«in  subsiste  si  on 
change  les  Vi  dans  les  Fs,  les  Fa  dans  les  Fi  et  les  Fj  (nombres)  dans 
les  Par. 

Pour  les  éléments  projectifs  :  de  toute  propriéu*  de  position  des  élëmeuts 
projectifs  point,  droite,  plan,  ou  peut  déduire  une  nouvelle  propriété  par  le 
changement  de  point  en  plan,  de  plan  en  point,  de  droite  en  droite,  lorsque 
au  Ifeu  de  dire  il  passe  par  on  dira  il  est  sur,  et  réciproquemenl. 

Les  homographies  projectives  dans  les  faisceaux  et  dans  les  ponctuelles 
sont  traitées  dans  la  troisième  partie  et  on  en  fait  un  usage  1res  remar- 
quable dans  l'exposition  de  la  théorie  projective  et  métrique  des  coniques 
propres,  eu  obtenant  une  forme  qui  est  sans  doute  plus  simple  que  celle 
qu'on  obtient  lorsqu'on  a  recours  aux  méthodes  ordinaires,  analytiques  et 
synthétiques.  De  la  définition  des  faisceaux  des  Fi,  Fs,  F»  on  passe  à  l'élude 
des  bi-rapports  : 

ui  ut     ua  UA 
rapp  u  =  rapp  \ui ,  1/2 ,  Ma ,  «4  >  =  .  , 

^  '  '  '^  WS  W8       Ml  M4 

est  le  rapport  anharmonique  de  la  succession  m,  ou  aussi  le  bi-rapport  de 
la  succession  u  qui  est  fonction  de  la  position  des  formes  u  et  qui  peut 
prendre  les  valeurs  0,  1,  00  lorsque  seulement  deux  au  moins  de  ses  élé- 
ments ont  même  position.  Lorsque  on  a  rapp  u  =.  —  1,  la  succession  est 
harmonique.  On  peut  remarquer  que  de  cette  manière  le  bi-rapport  se 
trouve  introduit  com/ne  notion  générale,  ce  qui  n'est  pas  indispensable, 
comme  dans  la  Géométrie  projective  ordinaire.  —  Les  homographies  dans 
les  faisceaux  sont  définies  aux  numéros  (55-57)  :  l'opération  a  qui  trans- 
forme les  éléments  de  U  dans  les  éléments  de  U',  U  et  U'  étant  deux  fais- 
ceaux de  formation,  sera  une  transformation  linéaire  ou  homographiqne 
lorsque  seulement,  les  éléments  a,  h  de  U  et  le  nombre /«  étant  invariables, 
on  aura  toujours. 

a(a  -\-  h]  z=i  (ta  -\-  ah  ,     a(ma)  =  m{(ia)  , 

c'est-à-dire  si  l'opération  est  distributive  par  rapport  ù  la  somme  et  com- 
mutative  par  rapport  au  produit  par  un  nombre. 

L'homographie  a  est  renversable  si  a'h'  ^0.  c'est-à-dire  s'il  est  permis 
<le  considérer  l'homographie  a~  .  L'homographie  projective  est  caractérisée 
par  le  symbole  posii  ff,  c'est-à-dire  par  le  symbole  d'une  opération  déter- 
minée qui  transforme  les  U  dans  les  éléments  de  posii  U',  V  et  l*'  étant  deux 
faisceaux  de  formations.  \  ■=.  posit  a  est  déterminée  univoquement  si  (S  est 
connu;  mais  quand  au  contraire  ).  est  connu,  il  existe  un  nombre  infini  de 
solutions  posit  d  qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  multiplication  par  un 
nombre. 

Si  a  et  h  sont  les  éléments  de  U,  tels  que  ah^o,  alors,  de  quelque  façon 
que  l'on  fixe  les  éléments  p  et  <y  de  U,  on  a  toujours, 

p{arf)  —  rpap)  z=  ^  [a[(jh)  —  h(<Ta)]  . 

Si  c  est  renversable  et  a\  //  sont  des  éléments  de  L', 

„'ls-  1  //,  _  //,„-  1  „',  =  l°~*a'l|g-'//l   f„,,,^,  _  j|,^,^ 

ao 
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Si  r  et  L*'  sont  des  faisceaux  de  Fi  (ou  de  Fj),  du  même  plan,  ayant  les 
supports  (ou  centres)  distincts,  alors, 

posit  [a[(sb)  —  b{tia)\ 

est  une  droite  (ou  un  point)  qu'on  nomme  axe  (ou  centre)  de  collinéation  de 
l'homographie  (S  et  de  son  inverse,  si  elle  existe.  Les  substitutions  (58).  la 
transformation  de  Steiner  (59)  conduisent  à  la  construction  de  Steiner'(60j 
fondée  bur  le  théorème,  «  si  À  est  une  correspondance  de  Steiner  pour  la 
circonférence  T.  si  S  est  un  point  de  F  et  l'opération  a  est  telle  que,  étant 
le  point  F  7^  S  de  F  quelconque,  on  a  a  [posit  lSP)|  :=.  posit  [S  (5lP)],  alors 
9  est  une  homographie  projective  renversable  (qui  transforme  les  rayons  SP 
dans  les  rayons  S  (XP)  qui  fait  correspondre  à  la  tangente  en  S  au  cercle  F 
lu  droite  S  (XS).  Le  théorème  réciproque  lui  aussi  est  vrai. 

De  cette  manière  les  homographies  dans  les  faisceaux  en  font  dériver 
des  transformations  linéaires  dont  on  trouve  U  théorie  complète  aux  numé- 
ros 100-105.  Comme  Fa  montré  aussi  M.  C^arvallo,  ces  transformations 
donnent  des  remarquables  applications  dans  la  physique  et  dans  la  méca- 
nique lorsqu'on  a  recours  aux  symboles  de  Grassmann.  L'auteur  se  limite 
dans  ce  livre  à  n'en  montrer  que  les  applications  à  la  Géométrie  projective. 

L  involutionest  considérée  comme  une  substitution  qui  n'est  pas  un  nombre, 
mais  dont  le  carré  est  un  nombre.  La  substitution  a  qui  n'est  pas  nulle  est 
une  involution  sous  la  condition  nécessaire  et  sutiisante  que  si  les  éléments 
a,  b  du  faisceau  sont  quelconques,  on  doit  avoir  toujours  :  a[ab)  —  b{9a) 
=  o;  donc  il  est  aussi  nécessaire   et  suffisant    que   1  invariant  de  a  soit  nul. 

«'==  o  exprime  les   conditions  nécessaires   et  sufiisantes  pour  que  l'involu- 

tion  a  soit  elliptique  (les  éléments  unis  manquent),  ou  parabolique  (posit  Ç  a 
un  élément  uni),  ou  hyperbolique  (posit  a  a  deux  éléments  unis). 

L'étude  des  coniques  (6'i-68)  dépend  directement  de  l'homographie  dans 
les  faisceaux,  ce  qui  évite  la  discussion  de  l'équation  générale  du  deuxième 
degré,  analyse  qu'on  trouve  dans  tous  les  traités  ordinaires  de  Géométrie 
analytique,  et  qui,  au  fond,  n'a  rien  de  géométrique. 

Il  y  a  lieu  de  mentionner  le  passage  (65)  de  la  construction  par  points  à 
la  construction  par  tang«'ntes.  ainsi  que  l'opération  (qui  substantiellement 
est  une  polarité)  donnant  le  diamètre  (67)  et  aussi  la  méthode  pour  obtenir 
l'équation  générale  des  coniques  proprement  dites  (67). 

Dans  la  quatrième  partie  l'auteur  pose  d'abord  la  notion  de  limite.  Sui- 
vant le  formulaire  de  M.  Peano,  il  indique  par  la  notation  Uni  (f,  u.  x)  la 
limite  de  la  fonction  /"lorsque  la  variable,  dans  ses  variations  dans  la  classe 
u  des  nombres  réels,  se  rapproche  de  x,  élément  de  la  classe  dérivée  de  u. 
Si  a  est  une  F  ((ixe.  constante),  on  a /i//i  (f,  m,  x)-=^a  quand,  quel  que  soit 
le  produit  K  de  ^-r  points,  on  a  toujours  pour  la  fonction  numérique  A'/Téga- 
lité  Uni  (kf,  u,xj  =  la.  Ainsi  la  définition  de  limite  d'une  formation  variable 
se  trouve  ramenée  à  la  définition  d'une  fonction  numérique.  Si  /"est  un  élé- 
ment projectif  (point,  droite  ou  plan)  et  a  est  encore  un  élément  projectifde 
même  espèce,  on  aura  Uni  (f,  m,  x)  z=  o  quand  il  sera  possible  déterminer 
une  formation  géométrique  /",  fonction  des  h,  telle  que,  posit  f*y  :=.  fy.  et 
aussi  posit  [Uni  (f* ,  m,  x)\  ^  a,  étant  les  y  de  u  quelconques.  Les  deux  sym- 
boles posit  et  Uni  sont  commutatifs.  La  dérivée  de  /"dans  la  classe  m,  pour 
la  valeur  x  de  la  variable,  est  la  limite  de  (fy — fx)/(y — xj,  lorsque  r  dans  ses 
variations  en  i/,  se  rapproche  de  x.   Si   la   dérivée   d'une  F^  existe,   elle  est 
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toujours  une  Pr  ;  celle  d'une  constante  est  zéro;  donc  la  dérivée  d'un  point 
propre  est  un  vecteur  ;  la  dérivée  d'un  vecteur,  d'un  bi-vecteur,  d'un  tri- 
vecteur  est  encore  un  vecteur,  un  bi-vecteur,  un  tri-vecteur.  Les  coordon- 
nées de  la  dérivée  sont  les  dérivées  des  coordonnées  (car  la  dérivée  d'une 
somme  est  somme  des  dérivées  de  ses  termes)  ;  l'opération  «  dérivation  »  est 
commutative  avec  l'homographie.  Ces  principes  et  les  développements  qui  en 
découlent  sont  tout  de  suite  appliqués  par  l'auteur  aux  lignes  et  enveloppes 
de  droites  et  de  plans  (71-78),  aux  surfaces  réglées,  aux  enveloppes  ci  traiet- 
tories  des  systèmes  de  lignes,  aux  surfaces  en  générait  et  toutes  ces  questions 
géométriques  sont  rapidement  développées  d'une  manière  très  élégante  et 
générale,  montrant  encore  une  fois  la  grande  utilité  qu'on  retrouve  à  faire 
un  vecteur  du  paramètre  différentiel. 

Les  formules  de  Frenet  (79-86),  qu'on  nomme  ordinairement  de  Serret 
mènent  sous  forme  vectorielle,  tout  directement  à  des  importants  résultats 
géométriques,  particulièrement  dans  la  théorie  de  l'hélice,  où  les  démons- 
trations acquièrent  une  extrême  simplicité.  Comme  on  ne  fait  pas  usage  de 
coordonnées,  les  invariants  disparaissent  naturellement  dans  la  théorie  or- 
dinaire des  coniques  (64-68,  114-120),  des  quadriqucs  (121-125),  des  lignes 
de  courbure,  des  géodésiques  et  asymptotiques  (97-99).  Le  paramètre  diffé- 
rentiel (95)  est  défini  au  chapitre  cinq  de  cette  même  partie  :  Si  u  est  un  nombre, 
fonction  d'un  point  propre  variable  P,  et  si  le  champ  de  P  ne  se  réduit  pas  à  une 
ligne  ou  à  une  surface,  nous  nommerons  paramètre  différentiel  de  u,  et  nous 
indiquerons  par  vm,  le  vecteur  tel  que  du  =z  Vu  X  dP.  »  De  celle  manière 
le  paramètre  est  introduit  comme  vecteur  (Hamilton)  et  non  comme  nombre 
(Lamé),  ce  qui  permet  d'étudier  plus  simplement  assez  de  questions  géo- 
métriques dont  les  équations  se  réduisent  à  des  expressions  très  élémen- 
taires :  on  a,  par  exemple,  dV.dK  =  o  comme  équation  différentielle  des 
lignes  de  courbure  (K  =  vecteur  unitaire,  PK  =  normale  en  P  à  la  surface); 
on  a  K.  dPcPP=^  o  comme  équation  différentielle  des  géodésiques;  dP^  dK 
comme  équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  ;  et  la  détermination 
des  lignes  do  courbure  d'une  surface  se  fait  (97)  en  recourant  à  une  homogra- 
phie de  vecteurs  au  lieu  de  l'invariant  différentiel  quadratique.  Pour  donner 
un  exemple  de  la  simplicité  qu'on  retrouve  dans  les  démonstrations,  il  suf- 
fira de  reporter  celle  du  théorème  de  Terquem  :  «  Si  une  ligne  commune  à 
deux  surfaces  est  ligne  de  courbure  d'elles,  alors  les  deux  surfaces  se  cou- 
pent sous  un  angle  constant  le  long  de  cette  ligne.  »  «  Au  point  P  com- 
mun aux  deux  surfaces  soient  PK,  PKi  les  normales:  on  a, d(KxKiJ  =  (dK) 
X  Kl  -|-  (dKi)  X  K.  Si  P  est  ligne  de  courbure  des  deux  surfaces,  alors 
dK,  dKi  sont  parallèles  à  dP  et  normales  à  K  et  Ki,  c'est-à-dire  que 
d(Kx  Kl)  rro.  ce  qu'il  fallait  démontrer.  » 

L'usage  du  paramètre  différentiel  permet  encore  de  traiter  avec  les  géo- 
désiques des  surfaces  (99)  les  questions  analogues  à  celles  qu'on  a  pour  les 
droites  sur  le  plan. 

Dans  la  cinquième  partie  on  retrouve  développée  d'une  façon  complète  et 
dans  un  espace  très  petit,  la  théorie  générale  de  l'homographie  dans  tous  les 
systèmes  projectifs.  Les  collinéations  (106-113)  fournissent  les  opérations 
qui  ont  une  importance  capitale  dans  la  Géométrie  projective.  Toute  homo- 
graphie a  qui  transforme  Fi  en  Fi  (substitution)  est  telle  que  lo,  il  ex- 
iste une  Fi  W  avec  laquelle  Fi  et  sa  correspondante,  par  rapport  à  ff  sont  col- 
linéaires;  2o,  l'homographie  ff"~*  transforme  chaque  Fi  en  un  multiple  de  \V, 
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est  une  coliÎDéatioo.  Si  9  est  une  collinéation,  il  existe  du  moins  une  Fi  W  . 
et  une  F»n  telles  que,  FiP  étant  quelconque,  on  a  toujours  :  a  P  =  P  -|-  PO.  VV, 
ou  bien,  ce  qui  est  le  même,  ff  P  =  (1  + VVn)P-fPW.n. 

Les  collinéations  donnent  les  homographies  et  les  projectivités  avec  les 
théorèmes  fondamentaux  de  la  Géométrie  descriptive  et  les  polarités  qui 
dans  le  plan  conduisent  à  la  théorie  des  coniques  et  dans  l'espace  à  celle 
des  quadriques. 

L'homologie  est  définie  en  posant  :  homologie  =  collinéation  renversable^ 
et  alors  on  a  directement  le  théorème  :  homologie  =  collinéation  à  bi-rapport 
qui  n'est  pas  nul.  L'homologie  a  est  involutive  si  son  carré  est  un  nombre  : 
pour  X  =  posit9,  X  est  une  involution  projective  :  toute  homologie  différente 
de  l'identité  et  qui  a  le  centre  propre  et  la  base  qui  n'est  pas  entièrement  à 
l'infini,  est  propre.  Si  son  plan  limite  et  celui  de  son  inverse  coïncident,  elle 
est  une  homologie  involutive. 

L'affinité,  l'homothélie.  la  congrucnce  sont  étudiées  en  posant,  afiinité  = 
homologie  à  centre  impropre  et  base  propre  ;  homothétie  =  homologie  à 
centre  impropre  et  base  à  l'infini  ;  congruence  rz  homologie  k  centre  et  base 
à  l'infini. 

Chaque  homographie  de  la  forme  (a  \  a),  où  9  est  une  projection  centrale 
(collinéation  non  renversable,  c'est-à-dire  à  bi-rapport  nul)  et  a  une  Fs  non 
nulle,  et  qui  ne  sort  de  cent  a,  est  appelée  une  projectivité.  —  L'étude  des 
corrélations  [homographies  qui  transforment  les  Fi  (ou  F|)d'un  plan  dans  les 
Fs  (ou  Fj)  du  même  plan,  ou  bien  qui  transforment  les  Fs  (ou  Fs)  d'une  étoile 
dans  les  Fs  (ou  Fs)  d'une  étoile  concentrique  à  la  première]  mènent  à  l'étude 
des  polarités  (114-124)  dans  le  plan,  dans  l'étoile,  dans  l'espace,  et  cela  sous 
une  forme  plus  générale  que  celle  qu'on  obtient  par  les  ordinaires  po- 
larités projectives  qui  sont  plus  compliquées  et  ne  donnent  rien  de  la  partie 
géométrique  ne  pouvant  s'occuper  de  ce  qui  se  rapporte  aux  coordonnées 
nsuelles.  Les  théorèmes  de  Desargues  et  Slurm  y  reçoivent  une  démonstra- 
tion aussi  simple  qu'on  peut  le  désirer,  et  l'étude  de  la  fonction  générale  du 
deuxième  ordre  en  dérive  directement. 

A  la  fin  du  volume  sont  des  notes  où  l'on  obtient  sous  forme  élémentaire 
et  en  peu  de  lignes,  quoique  sans  supprimer  aucun  développement,  les  sur- 
faces de  révolution  à  courbure  (totale  ou  moyenne)  constante,  avec  d'autres 
remarquables  propriétés  des  trocoïdes  à  base  rectiligne,  dont  l'examen  est 
d'ordinaire  très  long  et  très  difficile. 

De  l'aperçu  des  matières  contenues  dans  ces  Lezioni,  il  ressort  que 
M.  Burali-Forti  se  sert  de  la  méthode  géométrique  de  Grassmann  non 
seulement  comme  d'instrument  de  démonstration,  mais  aussi  comme  moyen 
de  recherche  :  et,  il  faut  en  convenir,  elle  s'y  prête  mieux  que  toutes  les  au- 
tres méthodes,  à  cause  de  son  algorithme  tout  à  fait  semblable  à  celui  de 
l'analyse  ordinaire  ;  il  opère  directement  sur  les  éléments  géométriques, 
point,  droite,  plan,  sans  se  servir  des  coordonnées,  en  substituant  ainsi  com- 
plètement aux  invariants  numériques  les  simples  opérations  géométriques  et 
permettant  d'étudier  par  un  procédé  unique  et  avec  la  même  rigueur  tant  les 
propriétés  métriques  que  celles  projectives.  Et  pour  mettre  encore  plus  en 
évidence  l'utilité  de  la  méthode  adoptée  par  M.  Burali-Forti,  il  suffit  de  rap- 
peler combien  l'usage  des  coordonnées  cartésiennes  est  malaisé  dans  l'élude 
des  propriétés  projectives  et  que.  d^uitre  part,  les  coordonnées  projectives 
ne  se  prêtent  pas   à   l'étude  des  propriétés  métriques,  sans  introduire   les 
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imaginaires  en  exprimant  l'élément  très  simple  «  angle  »  comme  le  produit 
par  ^ — 1  du  logarithmenéperiend'unbi-rapport  imaginaire.  De  plus  Tal^ço- 
rilhmedeGrassmann  contient  comme  des  cas  particuliers  toutes  les  méthodes 
analytiques  et  graphiques  :  les  coordonnées  cartésiennes  (13-15.  19-22). 
polaires  (6'â)  et  projectives  (25),  les  homographies  (3«  et  5<' parties),  les  équi- 
pollenoes  (de  BoUavitis),  les  barycentriques  (de  Môbius),  les  quateruions(de 
Hamilton),  etc.  ' —  La  Mécanique  y  trouve  une  préparation  naturelle  dans  la 
théorie  des  formes  ('il),  dans  les  opérations  /  et  X  (74,  c)  et  la  cinématique 
en  résulte  comme  traitée  implicitement  (26-39,  8'*  trocoïdes). 

Le  livre  a  été  écrit  pour  l'Acadômie  militaire  italienne,  mais  comme  toute 
la  théorie  qu'il  développe  est  fondée  sur  des  notions  élémentaires  d'algèbrr 
et  de  calcul  différentiel,  on  peut  aussi  le  recommander  pour  les  cours  uni- 
versitaires où  il  représenterait  un  cours  plus  organique  que  celui  qu'on  y 
reçoit  ordinairement,  et  particulièrement  dans  les  cours  des  Facultés  ita- 
liennes où  l'enseignement  de  la  Géométrie  supérieure  se  trouve  réparti,  en 
donnant  lieu  è  beaucoup  de  doubles  emplois,  sous  des  formes  différentes 
dans  les  dénominations  de  Géométrie  analytique,  projective,  descriptive,  etc. 

C.  Alasia  (Tempio,  Sard.) 
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LES    DEFINITIONS    GENERALES 
EN  MATHÉMATIQUES* 

Par  Henri  Poikcaré 
Membre  do  rinstitut,  Professeur  à  l'Université  de  Paris. 


1.  Je  dois  vous  entretenir  aujourd'hui  des  définitions  géné- 
rales en  mathématiques;  c'est  du  moins  ce  que  dit  le  pro- 
gramme, mais  il  me  sera  impossible  de  me  renfermer  dans 
ce  sujet  autant  que  l'exigerait  la  règle  de  l'unité  d'action  ;  je 
ne  pourrai  le  traiter  sans  parler  un  peu  d'autres  questions 
voisines,  et  si  je  suis  ainsi  obligé  de  marcher  de  temps  en 
temps  dans  les  plates-bandes  à  droite  ou  à  gauche,  je  vous 
prie  de  vouloir  bien  me  le  pardonner. 

Qu'est-ce  qu'une  bonne  définition?  Pour  le  philosophe,  ou 
pour  le  savant,  c'est  une  définition  qui  s'applique  à  tous 
les  objets  définis  et  ne  s'applique  qu'à  eux;  c'est  celle  qui 
satisfait  aux  règles  de  la  logique.  Mais  dans  l'enseignement, 
ce  n'est  pas  cela;  une  bonne  définition,  c'est  celle  qui  est 
comprise  par  les  élèves. 

Comment  se  fait-il  qu'il  y  a  tant  d'esprits  qui  se  refusent 
à  comprendre  les  mathématiques?  N'y  a-t-il  pas  là  quelque 
chose  de  paradoxal  ?  Comment,  voilà  une  science  qui  ne  fait 
appel  qu'aux  principes  fondamentaux  de  la  logique,  au  prin- 
cipe de  contradiction,   par  exemple,  à  ce  qui  fait  pour  ainsi 


*  Cooférence  laite  au  Mttsée  pédagogique  do  Paris.  —  Cette  conrérence  faisait  partie  d'une 
série  de  conférences,  faites  au  printemps  1904,  sur  1  enseignement  des  sciences  mathématiques 
et  des  sciences  physiques,  organisées  par  M.  Ch.  V.  Langlois,  directeur  du  Musée  pédago- 
gique. Nos  lecteurs  y  retrouveront  avec  plus  de  développements,  quelques  idées  que  notre 
«minent  collaborateur  a  déjà  défendues  dans  cette  Bévue  (y^*  année,  1899)  dans  les  articles  sur 
ta  logiqut  et  l'intuition  dans  la  science  mathématique  et  dans  l'enseignetnent  et  sur  la  nota- 
tion différentielle  et  l'tnseigne'ment.  La  Rkdact.o.n, 

L'Enseignement  mathém.,  6«  année  ;  1904.  18 
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dire  le  squelette  de  noire  entendement,  à  ce  qu'on  ne  saurait 
dépouiller  sans  cesser  de  penser,*  et  il  )  a  des  gens  qui  la 
trouvent  obswre!  et  même  ils  sont  en'nirajoritél  Qu'ils  soient 
incapables  d'inventer,  passe  encore,  rtials  qu'ils  ne  compren- 
nent pas  les  démonstrations  qu'on  leur  expose,  qu'ils  restent 
aveugles  (|uand  nous  leur  présentons  une  lumière  qui  nous 
semble  briller  d'un  pur  éclatv  c'est  ce  qui  est  tout  à  fait 
prodigieux. 

Et  pourtant  il  ne  faut  pas  avoir  une  grande  expérience  des 
exîimens  pour  savoir  que  ces  aveugles  ne  sont  nullement 
des  êtres  d'exception  ?  Il  y  a  là  un  problème  qu'il  n'est  pas 
aisé  de  résoudre,  mais  qui  doit  préoccuper  tous  ceux  qui 
veulent  se  vouer  à  l'enseignement. 

Qu'est-ce  que  comprendre?  Ce  mot  a-t-il  le  même  sens 
pour  tout  le  monde?  Comprendre  la  démonstration  d'un 
théorème,  est-ce  examiner  successivement  chacun  des  syl- 
logismes dont  elle  se  compose  et  constater  qu'il  est  correct, 
conforme  aux  règles  du  jeu  ?  De  même  comprendre  une  défi- 
nition, est-ce  seulement  reconnaître  qu'on  sait  déjà  le  sens 
de  tous  les  termes  employés  et  constater  qu'elle  n'implique 
aucune  -contradiction  ? 

Oui,  pour  quelques-uns;  quand  ils  auront  fait  celte  consta- 
tation, ils  diront:  j'ai  compris.  Non,  pour  le  plus  grand 
nombre.  Presque  tous  sont  beaucoup  plus  exigeants,  ils 
veulent  savoir,  non  seulement  si  tous  les  syllogismes  d'une 
démonstration  sont  corrects,  mais  pourquoi  ils  s'enchaînent 
dans  tel  ordre,  plutôt  que  dans  tel  autre.  Tant  qu'ils  leur 
semblent  engendrés 'par  le  caprice,  et  non  par  une  intelli- 
gence constamment  consciente  du  but  à  atteindre,  ils  ne 
croient  pas  avoir  compris. 

Sans  doute  ils  ne  se  rendent  pas  bien  compte  eux-mêmes 
de  ce  qu'ils  réclament  et  ils  ne  sauraient  formuler  leur  désir, 
mais  s'ils  n'ont  pas  satisfaction,  ils  sentent  vaguement  que 
quelque  chose  leur  manque.  Alors  qu'arrive-t-il?  Au  début, 
ils  aperçoivent  encore  les  évidences  qu'on  met  sous  leurs  yeux  ; 
mais  comme  elles  ne  sont  liées  que  par  Un  fil  trop  ténu  à 
celles  qui  précèdent  et  à  celles  qui  suivent,  elles  passent 
sans  laisser  de  trace  dans  leur  cerveau  ;  elles  sont  tout  de  suite 
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oubliées;  un  instant  éclairées,  elles  retombent  aussitôt  dans 
une  nuit  éternelle.  Quand  ils  seront  plus  avancés,  ils  ne 
verront  plus  même  cette  lumière  éphémère,  parce  que  les 
théorèmes  s'appuient  les  uns  sur  les  autres  et  que  ceux  dont 
ils  auraient  besoin  sont  oubliés;  c'est  ainsi  qu'ils  deviennent 
incapables  de  comprendre  les  mathématiques. 

Ce  n'est  pas  toujours  la  faute  de  leur  professeur  ;  souvent 
leur  intelligence,  qui  a  besoin  d'apercevoir  le  fil  conducteur, 
est  trop  paresseuse  pour  le  chercher  et  pour  le  trouver.  Mais 
pour  leur  venir  en  aide,  il  faut  d'abord  que  nous  comprenions 
bien  ce  qui  les  arrête. 

D'autres  se  demanderont  toujours  à  quoi  cela  sert  ;  ils 
n*auront  pas  compris  s'ils  ne  trouvent  autour  d'eux,  dans  la 
pratique  ou  dans  la  nature,  la  raison  d'être  de  telle  ou  telle 
notion  mathématique.  Sous  chaque  mot,  ils  veulent  mettre 
une  image  sensible  ;  il  faut  que  la  définition  évoque  cette 
image,  qu'à  chaque  stade  de  la  démonstration  ils  la  voient 
transformer  et  évoluer.  A  cette  condition  seulement,  ils  com- 
prendront et  ils  retiendront.  Ceux-là  souvent  se  font  illusion 
à  eux-mêmes;  ils  n'écoutent  pas  les  raisonnements,  ils  regar- 
dent les  figures;  ils  s'imaginent  avoir  compris  et  ils  n'ont 
fait  que  voir. 

2.  Que  de  tendances  diverses!  Faut-il  les  combattre  ?  Faut- 
il  nous  en  servir?  Et  si  nous  voulions  les  combattre,  laquelle 
faudrait-il  favoriser?  Est-ce  à  ceux  qui  se  contentent  de  la 
logique  pure  qu'il  faut  montrer  qu'ils  n'ont  vu  qu'une  face 
de  choses?  Ou  bien  faut-il  dire  à  ceux  qui  ne  se  satisfont 
pas  à  si  bon  marché  que  ce  quMls  réclament  n'est  pas  né- 
cessaire ? 

En  d'autres  termes,  devons-nous  contraindre  les  jeunes 
gens  à  changer  la  nature  de  leur  esprit?  Une  pareille  tentative 
serait  vaine  ;  nous  ne  possédons  pas  la  pierre  philosophale 
qui  nous  permettrait  de  transmuter  les  uns  dans  les  autres 
les  métaux  qui  nous  sont  confiés  ;  tout  ce  que  nous  pouvons 
faire  c'est  de  les  travailler  en  nous  accommodant  à  leurs  pro- 
priétés. 

Bien  des  enfants  sont  incapables  de  devenir  mathéma*- 
ticiens,  auxquels  pourtant  il  faut  enseigner  les  mathématiques  ; 
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et  les  mathématiciens  eux-mêmes  ne  sont  pas  tous  coulés 
dans  le  même  mouje.  Il  suffit  de  lire  leurs  ouvrages  pour  dis- 
tinguer parmi  eux  deux  sortes  d'esprits,  les  logiciens  comnne 
Weierstrass,  par  exemple,  les  intuitifs  comme  Riemann. 
Même  différence  parmi  nos  étudiants.  Les  uns  aiment  mieux 
traiter  leurs  problèmes  «  par  l'analyse  »  comme  ils  disent,  les 
autres  «  par  la  géométrie  ». 

Il  est  bien  inutile  de  chercher  à  y  chiriger  quelque  chose, 
et  cela  d'ailleurs  serait-il  désirable  ?  Il  est  bon  qu'il  y  ait  des 
logiciens  et  qu'il  y  ait  des  intuitifs;  qui  oserait  dire  s'il  aime- 
rait mieux  que  Weierstrass  n'eût  jamais  écrit,  ou  qu'il  n'y 
eût  pas  eu  de  Riemann.  Il  faut  donc  nous  résigner  à  la  diver- 
sité des  esprits,  ou  mieux,  il  faut  nous  en  réjouir» 

3.  Puisque  le  mot  comprendre  a  plusieurs  sens,  les  défi- 
nirions qui  seront  le  mieux  comprises  des  uns  ne  seront  pas 
cejles  qui  conviendront  aux  autres.  Nous  avons  celles  qui 
cherchent  à  faire  naître  une  image,  et  celles  où  l'on  se  borne 
à  combiner  des  formes  vidçs,  parfaitement  intelligibles,  mais 
purement  inlsçlUgibles,  que  l'abstraction  a  privées  de  loule 
matière. 

Je  ne  sais  s'il  est  biea  nécessaire  de  citer  des  exemples  ? 
Citons-en  pourtant,  et  d'abord  la  définition  des  fractions  va 
nous  fournir  un  exemple  extrême.  Dans  les  écoles  primaires, 
pour  définir  une  fraction  on  découpe  une  pomme  ou  une 
tarte  ;  on  la  découpe  par  la  pensée  bien  entendu  et  non  en 
réalité,  car  je  ne  suppose  pas  que  le  budget  de  l'enseigne- 
ment primaire  permette  une  pareille  prodigalité.  A  l'Ecole 
normale  supérieure,  au  contraire,  ou  dans  les  Facultés,  on 
dira  :  une  fraction,  c'est  l'ensemble  de  deux  nombres  entiers 
séparés  par  un  trait  horizontal;  on  définira  par  des  conven- 
tions les  opérations  que  peuyent  subir  ^es  symboles;  on 
démontrera  que  les  règlj^p  d^  ces  opérations  sont  les  mêmes 
que  dans  le  calcul  des  nombres  entiers,  et  on  constatera  enfin 
qu'en  faisant,  d'après  cçg  règles,  la  multiplication  de  la  frac- 
tion par  le  dénominatejur;,^^  retrouve  le  numérateur.  C'est 
très  bien  parce  qu'on  s'adresse  à  des  jeunes  gens,  depuis 
longtemps  familifvrisés  avec  la  notion  des  fractions  à  force 
d'avoir  partagé  deS;  pommes  ou  d'autres  objets,  et  dont  Tes- 
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prit,  afllné  par  une  forte  éducation  mathématique,  en  est  ar- 
rivé peu  à  peu  à  désirer  une  définition  purement  logique. 
Mais  quel  serait  l'ahurissement  d'un  débutant  à  qui  on  vou- 
drait la  servir  ? 

Telles  sont  aussi  les  définitions  que  vous  trouvez  dans  un 
livre  justement  admiré  et  bien  des  fois  couronné,  les  «  Grund- 
lagen  de'r  Géométrie»  de  Hilbert.  Voyons  en  effet  comment 
il  débute:  Pensons  trois  systèmes  de  choses  que  nous  appel- 
lerons points^  droites  et  plans.  Que  sont  ces«  choses?  »  nous 
ne  le  savons  pas,  et  nous  n'avons  pas  à  le  savoir;  il  serait 
même  fâcheux  que  nous  cherchions  à  le  savoir;  tout  ce  que 
nous  avons  le  droit  d'en  savoir,  c'est  ce  que  nous  en 
apprennent  les  axiomes,  celui-ci  par  exemple  :  Deux  points 
différents  déterminent  toujours  une  droite^  qui  est  suivi  de  ce 
commentaire  :  au  lieu  de  déterminent^  nous  pouvons  dire  que 
la  droite  passe  par  ces  deux  points^  ou  quelle  joint  ces  deux 
points^  ou  que  les  deux  points  sont  situés  sur  la  droite.  Ainsi, 
«  être  situé  sur  une  droite  »  est  simplement  défini  comme 
synonyme  de  déterminer  une  droite.  »  Voilà  un  livre  dont  je 
pense  beaucoup  de  bien,  mais  que  je  ne  recommanderais  pas 
à  \\\\  lycéen.  Au  reste,  je  pourrais  le  faire  sans  crainte,  il  ne 
pousserait  pas  la  lecture  bien  loin. 

J'ai  pris  des  exemples  extrêmes  et  aucun  maître  ne  pourrait 
songer  à  aller  aussi  loin.  Mais,  même  en  restant  bien  en  deçà 
de  pareils  modèles,  ne  s'expose-t-il  pas  déjà  au  même  danger? 

Nous  sommes  dans  une  classe  de  4™®;  le  professeur  dicte  : 
le  cercle  est  le  lieu  des  points  du  plan  qui  sont  à  la  même 
dislance  d'un  point  intérieur  appelé  centre.  Le  bon  élève 
écrit  cette  phrase  sur  son  cahier;  le  mauvais  élève  y  dessine 
des  bonshommes  ;  mais  ni  Tun  ni  l'autre  n'ont  compris  ;  alors 
le  professeur  prend  la  craie  et  trace  un  cercle  sur  le  tableau. 
c(  Ah  !  pensent  les  élèves,  que  ne  disait-il  tout  de  suite  :  un 
cercle  c'est  un  rond,  nous  aurions  compris.  »  Sans  doute, 
c'est  le  professeur  qui  a  raison.  La  définition  des  élèves 
n'aurait  rien  valu,  puisqu'elle  n'aurait  pu  servir  à  aucune 
démonstration,  et  surtout  puisqu'elle  n'aurait  pu  leur  donner 
la  salutaire  habitude  d'analyser  leurs  conceptions.  Mais  il 
•faudrait  leur  montrer  qu'ils  ne  comprennent   pas  ce   qu'ils 
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croient  comprendre,  les  amener  à  se  rendre  compte  de  la 
grossièreté  de  leur  concept  primitif,  à  désirer  d'eux-mêmes 
qu'on  Tépure  et  le  dégrossisse. 

4.  Je  reviendrai  sur  tous  ces  exemples  :  j'ai  voulu  seule- 
ment vous  montrer  les  deux  conceptions  opposées;  il  y  a 
entre  elles  un  violent  contraste.  Ce  contraste,  Thistoire  de  la 
science  nous  l'explique.  Si  nous  lisons  un  livre  écrit  il  y  a 
cinquante  ans,  la  plupart  des  raisonnements  que  nous  y 
trouverons  nous  sembleront  dépourvus  de  rigueur. 

On  admettait  à  cette  époque  qu'une  fonction  continue  ne 
peut  changer  de  signe  sans  s'annuler;  on  le  démontre  au- 
jourd'hui. On  admettait  que  les  règles  ordinaires  du  calcul 
sont  applicables  aux  nombres  incommensurables,  on  le  dé- 
montre aujourd'hui.  On  admettait  bien  d'autres  choses  qui 
quelquefois  étaient  fausses. 

On  se  fiait  à  Tintuition;  mais  l'intuition  ne  peut  nous 
donner  la  rigueur,  ni  même  la  certitude,  on  s'en  est  aperçu 
de  plus  en  plus.  Elle  nous  apprend  par  exemple  que  toute 
courbe  a  une  tangente,  c'est-à-dire  que  toute  fonction  con- 
tinue a  une  dérivée,  et  cela  est  faux.  Et  comme  on  tenait  à  la 
certitude,  il  a  fallu  faire  de  plus  en  plus  petite  la  part  de 
l'intuition. 

Comment  s'est  faite  cette  évolution  nécessaire  ?  On  n'a  pas 
tardé  à  s'apercevoir  que  la  rigueur  ne  pourrait  pas  s'établir 
dans  les  raisonnements,  si  on  ne  la  faisait  entrer  d'abord 
dans  les  définitions. 

Longtemps  les  objets  dont  s'occupent  les  mathématiciens 
étaient  mal  définis  ;  on  croyait  les  connaître  parce  qu'on  se 
les  représentait  avec  les  sens  ou  l'imagination,  mais  on  n'en 
avait  qu'une  image  grossière  et  non  une  idée  précise  sur 
laquelle  le  raisonnement  pût  avoir  prise. 

C'est  là  que  les  logiciens  ont  dû  porter  leurs  efforts.  Ainsi 
pour  le  nombre  incommensurable. 

L'idée  vague  de  continuité,  que  nous  devions  à  l'intuition, 
s'est  résolue  en  un  système  compliqué  d'in^^jités  portant 
sur  des  nombres  entiers.  C'est  ainsi  que  se  sont  définitive- 
ment évanouies  toutes  ces  difiicultésqui  effrayaient  nos  pères, 
quand  ilsréfléchissaientauxfondementsdu  calcul  infinitésimal. 
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II  ne  reste  plus  aujourd'hui  en  analyse  que  des  nombres 
entiers,  ou  des  systèmes  finis  ou  infinis  de  nombres  entiers, 
reliés  par  un  réseau  d'égalités  et  d'inégalités. 

Les  mathématiques,  comme  on  Ta  dit,  se  sont  arith- 
métisées. 

5.  Mais  croit-on  que  les  mathématiques  aient  atteint  la 
rigueur  absolue  sans  faire  de  sacrifice?  Pas  du  tout,  ce 
qu'elles  ont  gagné  en  rigueur,  elles  Tout  perdu  en  objecti- 
vité. C'est  en  s'éloignant  de  la  réalité  qu'elles  ont  acquis 
cette  pureté  parfaite.  On  peut  parcourir  librement  tout  leur 
domaine,  autrefois  hérissé  d'obstacles,  mais  ces  obstacles 
n'ont  pas  disparu.  Ils  ont  seulement  été  transportés  à  la 
frontière,  et  il  faudra  les  vaincre  de  nouveau  si  Ton  veut 
franchir  celte  frontière  pour  pénétrer  dans  le  royaume  de  la 
pratique. 

On  possédait  une  notion  vague,  formée  d'éléments  dispa- 
rates, les  uns  a  priori^  les  autres  provenant  d'expériences 
plus  ou  moins  digérées;  on  croyait  en  connaître,  par  l'intui- 
tion, les  principales  propriétés.  Aujourd'hui  on  rejette  les 
éléments  empiriques  en  ne  conservant  que  les  éléments  a 
priori;  c'est  l'une  des  propriétés  qui  sert  de  définition  et 
toutes  les  autres  s'en  déduisent  par  un  raisonnement  rigou- 
reux. C'est  très  bien,  mais  il  reste  à  prouver  que  cette  pro- 
priété, qui  est  devenue  une  définition,  appartient  bien  aux 
objets  réels  que  l'expérience  nous  avait  fait  connaître  et  d'où 
nous  avions  tiré  noire  vague  notion  intuitive.  Pour  le  prouver, 
il  faudra  bien  en  appeler  à  l'expérience,  ou  faire  un  effort 
d'intuition,  et  si  nous  ne  pouvions  le  prouver,  nos  théorèmes 
seraient  parfaitement  rigoureux,  mais  parfaitement  inutiles. 

La  logique  parfois  engendre  des  monslres.  Depuis  un 
demi-siècle  on  a  vu  surgir  une  foule  de  fonctions  bizarres 
qui  semblent  s'efforcer  de  ressembler  aussi  peu  que  possible 
aux  honnêtes  fonctions  qui  servent  à  quelque  chose.  Plus 
de  continuité,  ou  bien  de  la  continuité,  mais  pas  de  dérivées, 
etc.  Bien  plus,  au  point  de  vue  logique,  ce  sont  ces  fonctions 
étranges  qui  sont  les  plus  générales,  celles  qu'on  rencontre 
sans  les  avoir  cherchées  n'apparaissent  plus  que  comme  un 
cas  particulier.  Il  ne  leur  reste  qu'un  tout  petit  coin. 
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Autrefois  quand  on  inventait  u-ne  fonction  nouvelle,  c'était 
en  vue  de  quelque  but  pratique;  aujourd'hui,  on  les  invente 
tout  exprès  pour  mettre  en  défaut  les  raisonnements  de  nos 
pères,  et  on  n'en  tirera  jamais  que  cela. 

Si  la  logique  était  le  seul  guide  du  pédagogue,  ce  sei^îl 
par  les  fonctions  les  plus  générales,  c'est-à-dire  par  les  plus 
bizarres,  qu'il  faudrait  commencer.  C'est  le  débutant  qu'il 
faudrait  mettre  aux  prises  avec  ce  musée  tératologique.  Si 
vous  ne  le  faites  pas,  pourraient  dire  les  logiciens,  vous  n'at- 
teindrez la  rigueur  que  par  élapes. 

6.  Oui,  peut-être,  mais  nous  ne  pouvons  faire  aussi  bon 
marché  de  la  réalité,  et  je  n'entends  pas  seulement  la  réalité 
du  monde  sensible,  qui  a  pourtant  son  prix,  pufsque  c'est 
pour  lutter  contre  elle  que  (les  neuf  dixièmes  de  vos  élèves 
vous  demandent  des  armes.  11  y  a  une  réalité  plus  subtile, 
qui  fait  la  vie  des  êtres  mathématiques,  et  qui  est  autre  chose 
que  la  logique. 

Notre  corps  est  formé  de  cellules  et  les  cellules  d'atomes  ; 
ces  cellules  et  ces  atomes  sont-ils  donc  toute  la  réalité  du 
corps  humain  ?  La  façon  dont  ces  cellules  sont  agencées,  et 
d'où  résulte  l'unité  de  l'individu  n'est-elle  pas  aussi  une 
réalité  beaucoup  plus  intéressante? 

Un  naturaliste  qui  n'aurait  jamais  étudié  l'éléphant  qu'au 
microscope  croirait-il  connaître  suflisamment  cet  animal  ? 

Il  en  est  de  même  en  mathématiques.  Quand  le  logicien 
aura  décomposé  chaque  démonstration  en  une  foule  d'opéra- 
tions élémentaires,  toutes  correctes,  il  ne  possédera  pas  en- 
core la  réalité  tout  entière  ;  ce  je  ne  sais  quoi  qui  fait  l'unité 
delà  démonstration  lui  échappera  complètement. 

Dans  les  édifices  élevés  par  nos  maîtres,  à  quoi  bon  ad- 
mirer l'œuvre  du  maçon  si  nous  ne  pouvons  comprendre 
le  plan  de  l'architecte?  Or  cette  vue  d'ensemble,  la  logique 
pure  ne  peut  nous  la  donner,  c'est  à  l'intuition  qu'il  faut  la 
demander. 

Prenons  par  exemple  l'idée  de  fonction  continue.  Ce  n'est 
d'abord  qu'une  image  sensible,  un  trait  tracé  à  la  craie  sur 
le  tableau  noir.  Peu  à  peu  elle  s'épure  ;  on  s'en  sert  pour 
construire  un  système  compliqué  d'inégalités;  qui  reproduit 
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toutes  les  lignes  de  Tiinage  primitive  ;  quand  tout  a  été  ter- 
miné, on  a  décintré,  comme  après  la  construction  d'une 
voûte;  cette  représentation  grossière,  appui  désormais  inutile, 
a  disparu  et  il  n'est  resté  que  Tédifice  lui-même,  irrépro- 
chable aux  yeux  du  logicien.  Et  pourtant  si  le  professeur  ne 
rappelait  l'image  primitive,  s'il  ne  rétablissait  momentané- 
ment le  cintrcy  comment  l'élève  devinerait-il  par  quel  caprice 
toutes  ces  inégalités  se  sont  échafaudées  de  celte  façon  les 
unes  sur  les  autres  ?  La  définition  serait  logiquement  correcte, 
mais  elle  ne  lui  montrerait  pas  la  réalité  véritable. 

7.  Nous  voilà  donc  obligés  de  revenir  en  arrière;  sans 
doute  il  est  dur  pour  un  maître  d'enseigner  ce  qui  ne  le 
satisfait  pas  entièrement;  mais  la  satisfaction  du  maître  n'est 
pas  l'unique  objet  de  l'enseignement  ;  on  doit  d'abord  se 
préoccuper  de  ce  qu'est  l'esprit  de  l'élève  et  de  ce  qu'on  veut 
qu'il  devienne. 

Les  zoologistes  prétendent  que  le  développement  embryon- 
naire d'un  animal  résume  en  un  temps  très  court  toute  l'his- 
toire de  ses  ancêtres  des  temps  géologiques.  11  semble  qu'il 
en  est  de  môme  du  développement  des  esprits.  L'éducateur 
doit  faire  repasser  l'enfant  par  oii  ont  passé  ses  pères  ;  plus 
rapidement,  mais  sans  brûler  d'étape.  A  ce  compte,  l'histoire 
de  la  science  doit  être  notre  premier  guide. 

Nos  pères  croyaient  savoir  ce  que  c'est  qu'une  fraction,  ou 
que  la  continuité,  ou  que  l'aire  d'une  surface  courbe  ;  c'est 
nous  qui  nous  sommes  aperçus  qu'ils  ne  le  savaient  pas.  De 
même  nos  élèves  croient  le  savoir  quand  ils  commencent  à 
étudier  sérieusement  les  mathématiques.  Si,  sans  autre  pré- 
parations, je  viens  leur  dire:  «Non,  vous  ne  le  savez  pas;  ce 
que  vous  croyez  comprendre,  vous  ne  le  comprenez  pas;  il 
faut  que  je  vous  démontre  ce  qui  vous  semble  évident»,  et 
si  dans  la  démonstration  je  m'appuie  sur  des  prémisses  qui 
leur  semblent  moins  évidentes  que  la  conclusion,  que  pen- 
seront ces  malheureux  ?  Ils  penseront  que  la  science  mathé- 
matique n'est  qu'un  entassement  arbitraire  de  subtilités  in- 
utiles; ou  bien  ils  s'en  dégoûteront,  ou  bien  ils  s'en  amuseront 
comme  d'un  jeu  et  ils  arriveront  à  un  état  d'esprit  analogue 
à  celui  des  sophistes  grecs. 
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Plus  tard,  au  contraire,  quand  Tesprît  de  l'élève,  familiari^ 
avec  le  raisonnement  mathématique,  se  sera  mûri  par  celte 
longue  fréquentation,  les  doutes  naîtront  d'eux-mêmes  et 
alors  votre  démonstration  sera  la  bienvenue.  Elle  en  éveil- 
lera de  nouveaux,  et  les  questions  se  poseront  successive- 
ment à  Tenfant,  comme  elles  se  sont  posées  successivement 
à  nos  pères,  jusqu'à  ce  quela  rigueur  parfaite  puisse  seule 
le  satisfaire.  11  ne  suflit  pas  de  douter  de  tout,  il  faut  savoir 
pourquoi  Ton  doute. 

8.  Le  but  principal  de  l'enseigpement  mathématique  est  de 
développer  certaines  facultés  de  l'esprit  et  parmi  elles  l'in- 
tuition n'est  pas  la  moins  précieuse.  C'est  par  elle  que  le 
monde  mathématique  reste  en  contact  avec  le  monde  réel  et 
quand  les  mathématiques  pures  pourraient  s'en  passer,  il 
faudrait  toujours  y  avoir  recours  pour  combler  l'abîme  qui 
sépare  le  symbole  de  la  réalité.  Le  praticien  en  aura  toujours 
besoin  et  pour  un  géomètre  pur  il  doit  y  avoir  cent  praticiens. 

L'ingénieur  doit  recevoir  une  éducation  mathématique 
complète,  mais  à  quoi  doit-elle  lui  servir  ?  à  voir  les  divers 
aspects  des  choses  et  à  les  voir  vite  ;  il  n'a  pas  le  temps  de 
chercher  la  petite  bote.  Il  faut  que  dans  les  objets  physiques 
complexes  qui  s'offrent  à  lui,  il  reconnaisse  promplement  le 
point  où  pourront  avoir  prise  les  outils  mathématiques  que 
nous  lui  avons  mis  en  main.  Comment  le  ierait-il  si  nous 
laissions  entre  les  uns  et  les  autres  cet  abime  profond  creusé 
par  les  logiciens  ? 

9.  A  côté  des  futurs  ingénieurs,  d'autres  élèves,  moins 
nombreux,  doivent  à  leur  tour  devenir  des  maîtres;  il  faut 
donc  qu'ils  aillent  jusqu'au  fond;  une  connaissance  appro- 
fondie et  rigoureuse  des  premiers  principes  leur  est  avant 
tout  indispensable.  Mais  ce  n'est  pas  une  raison  pour  ne  pas 
cultiver  chez  eux  l'intuition  ;  car  ils  se  feraient  une  idée  fausse 
de  la  science  s'ils  ne  la  regardaient  jamais  que  d'un  seul  côté 
et  d'ailleurs  ils  ne  pourraient  développer  chez  leurs  élèves 
une  qualité  qu'ils  ne  possèdent  pas  eux-mêmes. 

Pour  le  géomètre  pur  lui-même,  cette  faculté  est  néces- 
saire, c'est  par  la  logique  qu'on  démontre,  c'est  par  l'intuition 
qu'on  invente.  Savoir  critiquer  est  bon,  savoir  créer  est  mieux. 
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Vous  savez  reconnaître  si  une  combinaison  est  correcte  ;  la 
belle  affaire  si  vous  ne  possédez  pas  Tart  de  choisir  entre 
toutes  les^combinaisons  possibles.  La  logique  nous  apprend 
que  sur  tel  ou  tel  chemin  nous  sommes  sûrs  de  ne  pas  ren- 
contrer d'obstacle;  elle  ne  nous  dit  pas  quel  est  celui  qui 
mène  au  but.  Pour  cela  il  faut  voir  le  but  de  loin,  et  la  fa- 
culté qui  nous  apprend  à  voir,  c'est  Tintuition.  Sans  elle, 
le  géomètre  serait  comme  un  écrivain  qui  serait  ferré  sur  la 
grammaire,  mais  qui  n'aurait  pas  d'idées.  Or,  comment  cette 
faculté  se  développerait-elle,  si  dès  qu'elle  se  montre  on  la 
pourchasse  et  on  la  proscrit,  si  on  apprend  à  s'en  délier  avant 
de  savoir  ce  qu'on  en  peut  tirer  de  bon. 

Et  là,  permettez-moi  d'ouvrir  une  parenthèse  pour  insister 
sur  l'importance  des  devoirs  écrits.  Les  compositions  écrites 
n'ont  peut-être  pas  assez  de  place  dans  certains  examens,  à 
l'Ecole  Polytechnique,  par  exemple.  On  me  dit  qu'elles  fer- 
meraient la  porte  à  de  très  bons  élèves  qui  savent  très  bien 
leur  cours,  qui  le  comprennent  très  bien,  et  qui  pourtant 
sont  incapables  d'en  faire  la  moindre  application.  J'ai  dit  tout 
à  l'heure  que  le  mol  comprendre  a  plusieurs  sens  :  ceux-là 
ne  comprennent  que  de  la  première  manière,  et  nous  venons 
de  voir  que  cela  ne  suffit  ni  pour  faire  un  ingénieur,  ni  pour 
faire  un  géomètre.  Eh  bien,  puisqu'il  faut  faire  un  choix, 
j'aime  mieux  choisir  ceux  qui  comprennent  tout  à  fait. 

10.  Mais  l'art  de  raisonner  juste  n'est-il  pas  aussi  une 
qualité  précieuse,  que  le  professeur  de  mathématiques  doit 
avant  tout  cultiver?  Je  n'ai  garde  de  l'oublier;  on  doit  s'en 
préoccuper  et  dès  le  début.  Je  serais  désolé  de  voir  la  géo- 
métrie dégénérer  en  je  ne  sais  quelle  tachymétrie  de  bas 
étage  et  je  ne  souscris  nullement  aux  doctrines  extrêmes  de 
certains  Oberlehrer  allemands.  Mais  on  a  assez  d'occasions 
d'exercer  les  élèves  au  raisonnement  correct,  dans  les  parties 
des  mathématiques  où  les  inconvénients  que  j'ai  signalés  ne 
se  présentent  pas.  On  a  de  longs  enchaînements  de  théorèmes 
où  la  logique  absolue  a  régné  du  premier  t:oup  et  pour  ainsi 
dire  tout  naturellement,  où  les  premiers  géomètres  nous 
ont  donné  des  modèles  qu'il  faudra  constamment  imiter  et 
admirer. 
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C'est  dans  Texposition  des  premiers  principes  qu'il  faut 
éviter  trop  de  subtilité  ;  là  elle  serait  plus  rebutante  et  d'ail- 
leurs inutile.  On  ne  peut  tout  démontrer  et  on  né  peut  tout 
définir  ;  dvdyyyi  nbtivai  a  dit  Aristote,  et  il  faudra  toujours 
emprunter  à  l'intuition;  qu'importe  de  le  faire  un  peu  plus 
tôt  ou  un  peu  plus  tard,  ou  même  de  lui  demander  un  peu 
plus  ou  un  peu  moins,  pourvu  qu'en  se  servant  correctement 
des  prémisses  qu'elle  nous  a  fournies,  nous  apprenions  à 
raisonner  juste. 

11.  Est-il  possible  de  remplir  tant  de  conditions  opposées? 
Est-ce  possible  en  particulier  quand  il  s'agit  de  donner  une 
définition?  Gomment  trouver  un  énoncé  concis  qui  satisfasse 
à  la  fois  aux  règles  intransigeantes  de  la  logique,  à  notre 
désir  de  comprendre  la  place  de  la  notion  nouvelle  dans 
l'ensemble  de  la  science,  à  notre  besoin  de  penser  avec  des 
images?  Le  plus  souvent  on  ne  le  trouvera  pas,  et  c'est  pour- 
quoi il  ne  suffît  pas  d'énoncer  wvïq  définition  ;  il  faut  la  pré- 
parer et  il  faut  la  justifier. 

Que  veux-je  dire  par  là  ?  Vous  savez  ce  qu'on  a  dit  souvent  : 
toute  définition  implique  \\\\  axiome,  puisqu'elle  affirme 
l'existence  de  l'objet  défini.  La  définition  ne  sera  donc  jus- 
tifiée, au  point  de  vue  purement  logique,  que  quand  on  aura 
démontré  qu'elle  n'entraîne  pas  de  contradiction,  ni  dans  les 
termes,  ni  avec  les  vérités  antérieurement  admises. 

Mais  c^  n'est  pas  assez;  la  définition  nous  est  énoncée 
comme  une  convention;  mais  la  plupart  des  esprits  se  révol- 
teront si  vous  voulez  la  leur  imposer  comme  une  convention 
'arj}itraire.  Ils  n'auront  de  repos  que  quand  vous  aurez  ré- 
pondu à  de  nombreuses  questions. 

Le  plus  souvent  les  définitions  mathématiques,  comme  l'a 
montré  M.Liard,  sont  de  véritables  constructions  édifiées  de 
toutes  pièces  avec  des  notions  plus  simples.  Mais  pourquoi 
avoir  assemblé  ces  éléments  de  cette  façon  quand  mille  autres 
assemblages  étaient  possibles?  Est-ce  par  caprice  ?  Sinon, 
pourquoi  cette  combinaison  avait-elle  plus  de  droits  à  l'exis- 
tence que  toutes  les  autres  ?  A  quel  besoin  répondait-elle  ? 
Comment  a-t-on  prévu  qu'elle  jouerait  dans  le  développement 
de  la  science  un  rôle  important,  qu'elle  abrégerait  nos  raison- 
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nements  et  nos  calculs?  Y  a-t-il  dans  la  nature  quelque  objet 
familier,  qui  en  est  pour  ainsi  dire  Tirnage  indécise  et  gros- 
sière? 

Ce  n'est  pas  tout;  si  vous  répondez  à  toutes  ces  questions 
d'une  manière  satisfaisante,  nous  verrons  bien  que  le  nou- 
veau-né avait  le  droit  d'être  baptisé;  mais  le  choix  du  nom 
n'est  pas  non  plus  arbitraire  ;  il  faut  expliquer  par  quelles 
analogies  on  a  été  guidé  et  que  si  Ton  a  donné  des  noms  ana- 
logues à  des  choses  différentes,  ces  choses,  du  moins,  ne 
diffèrent  que  par  la  matière  et  se  rapprochent  par  la  forme  ; 
que  leurs  propriétés  sont  analogues  et  pour  ainsi  dire  paral- 
lèles. 

C'est  à  ce  prix  qu'on  pourra  satisfaire  toutes  les  tendances. 
Si  l'énoncé  est  assez  correct  pour  plaire  au  logicien,  la  jus- 
tification contentera  l'intuitif.  Mais  il  y  a  mieux  à  faire  en- 
core :  toutes  les  fois  quç  cela  sera  possible,  la  justification 
précédera  l'énoncé  et  le  préparera  ;  on  sera  conduit  à  l'énoncé 
général  par  l'étude  de  quelques  exemples  particuliers. 

Autre  chose  encore;  chacune  des  parties  de  l'énoncé  d'une 
définition  a  pour  but  de  distinguer  l'objet  à  définir  d'une 
classe  d'autres  objets  voisins.  La  définition  ne  sera  comprise 
que  quand  vous  aurez  montré,  non  seulement  Fobjet  défini, 
mais  les  objets  voisins  dont  il  convient  de  le  distinguer,  que 
vous  aurez  fait  saisir  la  différence  et  que  vous  aurez  ajouté 
explicitement: /c'est  pour  cela  qu'en  énonçant  la  définition 
j'ai  dit  ceci  ou  cela. 

Mais  il  est  temps  de  sortir  des  généralités  et  d'examiner 
comment  les  principes  un  peu"  abstraits  que  je  viens  d'expo- 
ser peuvent  être  appliqués  en  arithmétique,  en  géométrie,  en 
analyse  et  en  mécanique. 

Arithmétique. 

12.  On  n'a  pas  à  définir  le  nombre  entier;  en  revanche  on 
définit  d'ordinaire  les  opérations  sur  les  nombres  entiers  ; 
je  crois  que  les  élèves  apprennent  ces  définitions  par  cœur 
et  qu'ils  n'y  attachent  aucun  sens.  Il  y  a  à  cela  deux  raisons  : 
d'abord  on  les  leur  fait  apprendre  trop  tôt,  quand  leur  esprit 
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n'en  éprouve  encore  aucun  besoin;  puis  ces  définitions  ne 
sont  pas  satisfaisantes  au  point  de  vue  logique.  Pour  Taddition 
on  ne  saurait  en  trouver  une  bonne,  tout  simplement  parce 
qu'il  faut  s'arrêter  et  qu'on  ne  saurait  tout  définir.  Ce  n'est 
pas  définir  l'addition  que  de  dire  qu'elle  consiste  à  ajouter. 
Tout  ce  qu'on  peut  faire  c'est  de  partir  d'un  certain  nombre 
d'exemples  concrets  et  de  dire  :  l'opération  que  nous  venonô 
de  faire  s'appelle  addition. 

Pour  la  soustraction,  c'est  autre  chose;  on  peut  la  définir 
logiquement  comme  l'opération  inverse  de  Taddition;  mais 
est-ce  par  là  qu'il  faut  commencer?  Là  aussi  il  faut  débuter 
par  des  exemples,  montrer  sur  ces  exemples  la  réciprocité 
des  deux  opérations;  la  définition  sera  ainsi  préparée  et  jus- 
tifiée. 

De  même  encore  pour  la  multiplication  ;  on  prendra  un 
problème  particulier;  on  montrera  qu'on  peut  le  résoudre 
en  additionnant  pliisieurs  nombres  égaux  entre  eux;  on  fera 
voir  ensuite  qu'on  arrive  plus  vite  au  résultat  par  une  multi- 
plication, opération  que  les  élèves  savent  déjà  faire  par  rou- 
tine et  la  définition  logique  sortira  de  là  tout  naturellement. 

On  définira  là  division  comme  ropéi*atioii  inverse -d«  là 
multiplication  ;  mais  on  commencera  par  un  exemple  em- 
prunté à  la  notion  familière  de  partage  et  on  montrera  sur 
cet  exemple  que  la  multiplication  reproduit  le  dividende. 

13.  J'ai  déjà  parlé  des  fractions  ;  j'ai  dit  qu'on  débute  par  la 
tarte,  et  on  a  raison  ;  c'est  bien  par  là  qu'il  faut  commencer. 
Un  peu  plus  tard,  on  poussera  l'abstraction  plus  loin  et  on 
introduira  la  grandeur  continue  qui  a  pour  prototype  la  lon- 
gueur ;  il  faut  montrer  (je  dis  montrer,  montrer  aux  yeux 
et  non  pas  démontrer  bien  entendu)  qu'elle  est  divisible  à 
l'infini,  et  le  reste  ira  tout  Sj^ul.  Quant  aux  définitions  plus 
subtiles,  à  celles  qui  sont  purement  arithmétiques,  il  faut  les 
abandonner  à  l'enseignement  supérieur,  s'il  en  veut. 

Restent  les  opérations  sur  les  fractions.  Il  n'y  a  de  diffi- 
culté que  pour  la  multiplication.  Le  mieux  est  d'exposer 
d'abord  la  théorie  des  proportions,  c'est  d'elle  seulement  que 
pourra  sortir  une  définition  logique;  mais  pour  faire  accepter 
les  définitions  que  l'on  rencontre  au  début  dé  celte  théorie. 
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ii  faut  les  préparer  par  de  nombreux  exemples,  empruntés  à 
des  problèmes  classiques  de  règles  de  trois,  où  Ton  aura  soin 
d'introduire  des  données  fractionnaires.  On  ne  craindra  pas 
non  plus  de  familiariser  les  élèves  avec  la  notion  de  propor* 
tîon  par  des  images  géométriques,  soit  en  faisant  appel  à 
leurs  souvenirs  s'ils  ont  déjà  fait  de  la  géométrie,  soit  en 
ayant  recours  à  l'intuition  directe,  s'ils  n'en  ont  pas  fait,  ce 
qui  les  préparera  d'ailleurs  à  en  faire.  J'ajouterai,  enfin, 
qu'après  avoir  défini  la  multiplication  des  fractions,  il  faut 
justifier  cette  définition  en  démontrant  qu'elle  est  commuta- 
tive,  associative  et  distributive,  et  en  faisant  bien  remarquer 
aux  auditeurs  qu'on  fait  cette  constatation  pour  justifier  la 
définition. 

14.  Pour  définir  le  nombre  incommensurable,  il  faut  encore 
partir  de  la  notion  de  grandeur  continue  et,  parmi  ces  gran- 
deurs, choisir  un  exemple,  qui  ne  peut  être  que  la  longueur. 
On  montrera  que  certaines  longueurs  peuvent  s'exprimer  par 
des  nombres  commensurables  ;  que  d'autres  ne  le  peuvent 
pas,  mais  sont  liées  aux  premières  par  des  relations  d'inéga- 
lité. Vous  savez  comment  ces  inégalités  permettent  de  dé- 
finir les  rapports  încemniensu râbles  de  sorte  qu'on  sera  tout 
naturellement  conduit  à  la  définition  du  nombre  incommen- 
surable. 11  sera  bon  de  choisir  un  exemple  où  l'impossibilité 
de  trouver  une  commune  mesure  puisse  se  démontrer  aisé- 
ment, tel  l'exemple  classique  de  ^/J. 

Pour  les  opérations  sur  les  nombres  incommensurables,  il 
faut  en  justifier  les  définitions  de  deux  manières;  d'abord  au 
point  de  vue  logique  en  montrant  qu'elles  satt$fo»t  aux 
mêmes  règles  que  celles  des  nombres  entiers;  et  ensuite  par 
des  ima^çès  concrètes  que  l'on  pourra  emprunter  à  la  géo- 
métrie. Elles  ne  sont  pas  difficiles. à  trouver.  Il  y  a  danslë 
livre  de  Hilbert  tout  un  chapitre  qui  est  une  véritable  arith- 
métique illustrée.  J'ai  fait  tout  à  Theure  mes  réserves  sur  ce 
livre,  mais  il  y-a  beaucoup  à  y  prendre.  Du  resle,  comme  on 
ne  doit  définir  le  nombre  incommensurable  qu'à  des  élèves 
déjà  avancés,  ils  comprendront  ces  images  tout  de  suite. 

15.  Passons  aux  nombres  négatifs  ;  ici  il  faut  plus  de  précau- 
tion. Ort  multipliera  d'abord  les  exemples  de  grandeurs  sus- 
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ceptibles  de  changer  de  signe,  comme  les  segments,  les 
angles,  le  temps,  la  température,  et  on  fera  sur  ces  exemples 
des  exercices  d'addition  et  de  soustraclion.  Le  thermomètre 
est  à  4  degrés  au-dessous  de  zéro,  il  monte  ou  il  descend  de 
6  degrés,  que  devient  la  température  ?  etc.  Ainsi  préparée, 
la  définition  des  membres  négatifs,  celle  de  leur  addition  et 
de  leur  soustraction,  sera  facilement  acceptée.  Celle  de  la 
multiplication  se  réduit  en  définitive  à  la  règle  des  signes; 
<;ette  règle  sera  comprise,  si  vous  la  justifiez  de  deux  ma- 
nières :  1*^  logiquement,  en  montrant  qu'elle  satisfait  aux  lois 
de  commutativilé  et  de  distributivité  ;  2®  par  des  exemples 
concrets;  et  de  ces  exemples  j'en  voudrais  de  deux  sortes: 
d'abord  des  exemples  géométriques  puisés  dans  la  théorie 
des  proportions  et  de  la  similitude  et  gui  seront  la  suite  de 
ceux  que  l'on  aura  vus  à  propos  des  incommensurables  ;  et 
puis  des  exemples  empruntés  aux  mouvements  uniformes; 
ce  sont  les  plus  propres  à  donner  une  raison  concrète  de  la 
règle  des  signes. 

On  voit  quel  rôle  jouent  dans  tout  ceci  les  images  géomé- 
triques; et  ce  rôle  est  justifié  par  la  philosophie  et  l'histoire 
de  la  science.  Si  l'arithmétique  était  restée  pure  de  tout  mé- 
lange avec  la  géométrie,  elle  n'aurait  connu  que  le  nombre 
entier;  c'est  pour  s'adapter  aux  besoins  de  la  géométrie 
qu'elle  a  inventé  autre  chose. 

Géométrie. 

16.  En  géométrienous  rencontrons  d'abord  la  notion  de  ligne 
droite.  Peut-on  définir  la  ligne  droite  ?  La  définition  connue. 
Je  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre. ne  me  satisfait 
guère.  Je  partirais  tout  simplement  de  la  règle  et  je  mon- 
trerais d'abord  à  l'élève  comment  on  peut  vérifier  une  règle 
par  retournement  ;  celle  vérification  est  la  vraie  définition  de 
la  ligne  droite;  la  ligne  droite  est  un  axe  de  rotation.  On  lui 
montrerait  ensuite  à  vérifier  la  règle  par  glissement  et  on 
aurait  une  des  propriétés  les  plus  importantes  de  la  ligne 
droite.  Quant  à  cette  autre  propriété  d'être  le  plus  court 
chemin  d'un  point  à  un  autre,  c'est  un  théorème  qui  peut 
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être  démontré  apodictiquement,  mais  la  démonstration  est 
trop  délicate  pour  pouvoir  trouver  place  dans  l'enseignement 
secondaire.  Il  vaudra  mieux  montrer  qu'une  règle  préalable- 
ment vérifiée  s'applique  sur  un  fil  tendu.  II  ne  faut  pas 
redouter,  en  présence  de  diflicultés  analogues,  de  mul- 
tiplier les  axiomes,  en  les  justifiant  par  des  expériences 
grossières. 

Ces  axiomes,  il  faut  bien  en  admettre,  et  si  Ton  en  admet 
un  peu  plus  qu'il  n'est  strictement  nécessaire,  le  mal  n'est 
pas  bien  grand  ;  l'essentiel  est  d'apprendre  à  raisonner  juste 
sur  les  axiomes  une  fois  admis.  L'oncle  Sarcey  qui  aimait  à 
se  répéter  disait  souvent  qu'au  théâtre  le  spectateur  accepte 
volontiers  tous  les  postulats  qu'on  lui  impose  au  début,  mais 
qu'une  fois  le  rideau  levé,  il  devient  intransigeant  sur  la 
logique.  Eh  bien,  c'est  la  même  chose  en  mathématiques. 

Pour  le  cercle,  on  peut  partir  du  compas  ;  les  élèves  recon- 
naîtront du  premier  coup  la  courbe  tracée;  on  leur  fera 
observer  ensuite  que  la  distance  des  deux  pointes  de  l'ins- 
trument reste  constante,  que  l'une  de  ces  pointes  est  fixe  et 
l'autre  mobile,  et  on  sera  ainsi  amené  naturellement  à  la  dé- 
finition logique. 

La  définition  du  plan  implique  un  axiome  et  il  ne  faut  pas 
le  dissimuler.  Qu'on  prenne  une  planche  à  dessin  et  que  l'on 
fasse  remarquer  qu'une  règle  mobile  s'applique  constam- 
ment sur  cette  planche  et  cela  en  conservant  dei.ix  degrés  de 
liberté.  On  comparerait  avec  le  cylindre  et  le  cône,  surfaces 
sur  lesquelles  on  ne  saurait  appliquer  une  droite  à  moins  de 
ne  lui  laisser  qu'un  seul  degré  de  liberté;  puis,  on  prendrait 
trois  planches  à  dessin;  on  montrerait  d'abord  qu'elles  peuvent 
glisser  en  restant  appliquées  l'une  sur  l'autre  et  cela  avec  3 
degrés  de  liberté;  et  enfin  pour  distinguer  le  plan  de  la 
sphère,  que  deux  de  ces  planches,  applicables  sur  une  troi- 
sième, sont  applicables  l'une  sur  l'autre. 

Peut-être  vous  étonnerez-vous  de  cet  incessant  emploi 
d'instruments  mobiles  ;  ce  n'est  pas  là  un  grossier  artifice,  et 
c'est  beaucoup  plus  philosophique  qu'on  ne  le  croit  d'abord. 
Qu'est-ce  que  la  géométrie  pour  le  philosophe?  C'est  l'étude 
d'un  groupe,  et  de  quel  groupe?  de  celui  des  mouvements 
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des  corps  solides.  Comment  alors  définir  ce  groupe  sans 
faire  mouvoir  quelques  corps  solides  ? 

17.  Devons-nous  conserver  la  définition  classique  des  paral- 
lèles et  dire  qu'on  appelle  ainsi  deux  droites  qui,  situées  dans 
le  même  plan,  ne  se  rencontrent  pas  quelque  loin  qu'on  les 
prolonge? Non,  parce  que  cette  définition  est  négative, parce 
qu'elle  est  invérifiable  par  l'expérience  et  ne  saurait  en  con- 
séquence être  regardée  comme  une  donnée  immédiate  de 
Tintuition.  Non,  surtout,  parce  qu'elle  est  totalement  étran- 
gère à  la  notion  de  groupe,  à  la  considération  du  mouvement 
des  corps  solides  qui  est,  comme  je  l'ai  dit,  la  véritable 
source  de  la  géométrie.  Ne  vaudrait-il  pas  mieux  définir 
d'abord  la  translation  rectiligne  d'une  figure  invariable, 
comme  un  mouvement  où  tous  les  points  de  cette  figure  ont 
des  trajectoires  rectilignes;  montrer  qu'une  semblable  trans- 
lation est  possible,  en  faisant  glisser  une  équerre  sur  une 
règle  ?  De  cette  constatation  expérimentale,  érigée  en  axiome, 
il  serait  aisé  de  faire  sortir  la  notion  de  parallèle  et  le  postu- 
latum  d'Euclide  lui-même. 

Pour  le  troisième  livre,  je  ne  craindrais  pas  de  donner 
à  l'homothétie  le  pas  sur  la  similitude  et  de  considérer 
presque  au  début  la  transformation  homothétique  dans  toute 
sa  généralité.  Dans  l'exposé  des  théories  géométriques,  il  faut 
éviter  que  les  théorèmes  apparaissent  comme  isolés  les  uns 
des  autres  et  faire  bien  voir  le  fil  qui  les  relie.  Or,  chacun  des 
livres  de  la  géométrie  est  l'étude  d'un  groupe  de  transforma- 
tions; les  théorèmes  ne  se  succèdent  pas  au  hasard;  ils  se 
succèdent  dans  un  ordre  qui  est  toujours  le  même:  si  vous 
me  permettez  d'employer  un  langage  très  différent  de  celui 
qui  conviendrait  à  l'enseignement,  il  faut  toujours  déterminer 
la  structure  du  groupe  et  ses  invariants.  C'est  donc  ce  groupe 
qui  est  le  lien  apparent  ou  caché  de  tous  les  théorèmes  d'un 
même  livre  ;  sans  prononcer  ce  grand  mot  de  groupe,  il  est 
facile  de  la  laisser  entrevoir.  Dans  les  livres  précédents,  nous 
n'envisagions  que  le  groupe  des  déplacements  d'un  corps 
solide  ;  dan«  le  troisième  livre  on  aborde  le  groupe  des  ho- 
mothéties  et  celui  des  similitudes;  il  vaut  mieux  commencer 
par  le  premier  qui   est  le  plus  simple.  L'emploi  du  panto- 
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graphe  donnera  un  exemple  concret  de  transformation  ho- 
mothétique  qui  pénétrera  facilement  dansTesprit  des  jeunes 
gens  et  y  restera. 

J'ai  dit  que  la  plupart  des  définitions  mathématiques 
étaient  de  véritables  constructions.  Dès  lors  ne  convient-il 
pas  de  faire  la  construction  d'abord,  de  l'exécuter  devant  les 
élèves,  ou  mieux  de  la  leur  faire  exécuter  de  façon  à  pré- 
parer la  définition  ? 

18.  Est-ce  maintenant  qu'il  faut  parler  des  volumes  et  des 
surfaces  ?  C'est  trop  tôt,  puisque  pour  comprendre  la  défi- 
nition logique  il  faut  savoir  le  calcul  intégral .;  ce  n'est 
pas  trop  tôt  pourtant  puisque  nous  arrivons  au  quatrième 
livre. 

Que  faire  alors  ?  il  faut  faire  comme  on  a  toujours  fait 
jusqu'ici  ;  il  faut  s'abstenir  de  toute  définition  du  volume 
et  de  la  surface  ;  les  enfants  croient  savoir  ce  que  c'est,  et  ne 
réclament  rien.  On  se  contentera  d'énoncer  sous  forme 
d'axiomes  ces  deux  propositions  qui  sont  en  réalité  une  vé- 
ritable définition:  que  deux  aires,  composées  de  parties 
égales  chacune  à  chacune,  ont  même  surface;  que  la  surface 
d'une  partie  d'une  aire  est  plus  petite  que  la  surface  de  l'aire 
totale.  Et  de  même  pour  les  volumes. 

Calcul  différentiel. 

19.  Il  y  a  deux  manières  d'aborder  l'étude  du  calcul  différen- 
tiel, celle  de  Lagrange,  qui  au  fond  est  celle  de  Newton,  et 
celle  de  Leibniz.  Il  faut,  bien  entendu,  connaître  Tune  et 
l'autre,  mais  par  laquelle  faut-il  commencer  et  à  quel  mo- 
ment convient-il  de  parler  pour  la  première  fois  de  Tune  ou 
de  l'autre  ?  Sur  ce  point  on  a  beaucoup  varié  ;  de  mon  temps 
l'enseignement  secondaire  ne  connaissait  que  les  dérivées,  et 
il  n'était  question  de  différentielles  qu'à  l'Ecole  Polytech- 
nique. Depuis,  suivant  les  fluctuations  des  programmes  de 
l'Ecole  Polytechnique,  la  notation  différentielle  a  envahi  les 
classes  de  spéciales,  puis  elle  en  a  été  bannie,  enfin  tout  ré- 
cemment elle  en  a  repris  possession.  Il  faut  s'attendre  sans 
doute   à  de   nouveaux   flux  et  à   de  nouveaux  reflux.  Mais 
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;  quelles  que  soient  ces  variations,  il  y  a  certains  principes 

r  auxquels  nous  devons  rester  fidèles. 

I  On    est    souvent    séduit    par    la    haute    portée    philoso- 

[  phique  de   la   notation  différentielle  qui  rappelle  à  chaque 

instant  la  définition,  le  sens  profond  des  symboles  que  Ton 
a  à  manier. 

Hélas!  elle  ne  les  rappelle  que  trop,  et  il  vaudrait  mieux 
les  rappeler  moins  que  les  rappeler  imparfaitement,  et  par 
là  nous  exposer  à  Terreur.  Ces  erreurs,  on  ne  les  évitera 
précisément  qu'en  tâchant  d'oublier  la  signification  primi- 
tive des  symboles.  Ainsi  quand  j'ai  une  fonction  z  de  x  et  de 
y,  et  que  x  ei  y  sont  eux-mêmes  fonctions  de  u  et  de  v^ 
j'écris: 

dz-=.^  dx  4 r  dj:=.  ,—  du  +  -^ dv 

dx  dy    -^       du  dv 

et,  dans  cette  formule,  j'ai  cinq  fois  le  symbole  dz  et  chaque 
fois  avec  une  signification  différente.  Je  sais  bien  qu'on  peut 
employer  des  ô  ronds,  mais  quel  palliatif  insuffisant  ;  ce 
n'est  pas  deux  formes  de cf  qu'il  faudrait;  il  en  faudrait  cinq, 
il  en  faudrait  dix. 

Et  ce  serait  bien  pis  si  l'on  faisait  intervenir  les  différen- 
tielles et  les  dérivées  d'ordre  supérieur. 

Oui,  sans  doute,  on  s'habitue  à  ces  pièges  et  on  arrive  à 
les   éviter,   mais   pourquoi?  C'est  à  la   condition    d'oublier 

l'origine  de  ces  notations,  de  ne  plus  se  rappeler   que  -^-^ 

est  le  quotient  d'un  certain  d^z  par  un  certain  tir*;  mais  de 
considérer  cette  fraction  comme  un  bloc^  comme  la  dérivée 
seconde  de  z  par  rapport  à  x^  c'est  en  un  mot  à  la  condition 
Ae  penser  en  dérivées. 

Celui  qui  pense  en  dérivées  peut  employer  la  notation  de 
Leibniz  sans  danger;^  s'il  trouve  dans  deux  termes  d'une 
même  formule  un  même  symbole  d^z  avec  deux  significations 
différentes,  cela  n'a  pas  plus  d'inconvénients  q,ue  s'il  trouve 
une  même  lettre  a  dans  deux  mots  d'une  même  phrase  entre 
lesquels  il  n'y  a  aucun  rapport,  puisque  pour  lui  d^z  n'est 
pas  un  individu,  mais  une  portion  d'individu. 
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Sans  doute  il  faut  connaître  la  notation  différentielle; 
il  faut  pouvoir  manier  ce  langage  qui  est  celui  de  tout  le 
monde,  de  même  qu'il  faut  savoir  Taliemand  bien  que  cette 
langue  ait  des  règles  de  construction  ridicules  et  un  alphabet 
qui  n'a  pas  le  sens  commun,  parce  qu'elle  est  parlée  par 
60,000,000  d'hommes  dont  beaucoup  sont  des  savants. 

Mais  c'est  une  science  dangereuse  qu'il  ne  faut  aborder 
que  quand  on  a  appris  à  penser  en  dérivées  ;  sans  cela  on  ne 
saura  jamais  faire  sans  se  tromper  le  changement  de  va- 
riables le  plus  simple. 

Pour  donner  cette  habitude  aux  élèves  il  faut  dans  les 
commencements  employer  exclusivement  la  notation  de 
Lagrange  et  ne  leur  parler  de  différentielles  que  quand  ils 
feront  imperturbablement  les  changements  de  variables.  Ce 
sera  donc  la  dérivée  que  l'on  définira  d'abord;  je  voudrais 
que  cette  définition  soit  préparée  par  des  exemples  concrets. 
Il  y  en  a  deux,  celui  des  tangentes,  celui  de  la  vitesse  ;  et 
ils  ne  sont  pas  à  dédaigner  puisque  le  premier  a  été  le 
point  de  départ  de  Fermât  et  de  Roberval,  le  second  celui 
de  Newton. 

On  ramènera  ces  deux  exemples  l'un  à  l'autre  en  traçant 
la  courbe  des  espaces  en  fonction  du  temps.  Je  crois  que  la 
définition  classique  paraîtra  plus  claire  si  elle  n'arrive 
qu'après  ces  exemples. 

Il  est  un  cas  cependant  où  la  notation  différentielle  reprend 
tous  ses  avantages,  où  ses  inconvénients  disparaissent  et  où 
on  ne  peut  lui  refuser  une  haute  valeur  philosophique  et 
éducative.  C'est  celui  où  l'on  n'envisage  que  des  différen- 
tielles de  premier  ordre,  à  la  condition  de  n'en  faire  qu'un 
emploi  judicieux.  C'est  ainsi  que  l'on  apprendra  à  raisonner 
correctement  sur  les  infiniment  petits,  qu'on  se  familiarisera 
avec  la  théorie  des  petites  erreurs,  si  importantes  en  physique, 
qu'on  comprendra  comment  des  petites  variations  des  don- 
nées peuvent  influer  sur  le  résultât  :  et  cela  aussi,  les  physi- 
ciens ne  s'en  plaindront  pas. 

Ayant  donc  appris  à  connaître  les  dérivées,  en  partant  de 
l'exemple  concret  de  la  vitesse,  sachant  déjà  les  calculer  et 
les  manier,  l'élève  abordera  les  différentielles  du   premier 
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ordre  et   apprendra   à   s'en  servir,    mais   à    une    condition 
expresse. 

Le  professeur  n'écrira  jamais  : 


mais  toujours 


df^fxd^  +  r^dy. 


On  s'abstiendra  absolument  de  parler  des  différentielles 
secondes  dans  les  lycées.  J'ai  dit  absolument;  hélas,  si  elles 
sont  dans  le  programme,  il  faudra  bien  s'y  résigner,  mais 
on  les  reléguera  à  la  fin  du  cours,  quand  la  formation  de 
l'élève  sera  achevée,  et  d'ailleurs  on  les  définira  en  se  servant 
uniquement  du  développement  de  Taylor. 

Calcul  intégral. 

20.  Après  ce  qui  précède,  il  est  à  peine  utile  de  dire  comment 
on  doit  définir  l'intégrale,  il  est  bien  clair  qu'il  faut  la  définir 
comme  une  surface. 

Nos  pères  inscrivaient  dans  une  aire  plane  une  série  de 
rectangles  et  obtenaient  comme  limite  de  la  somme  de  ces 
rectangles  une  intégrale  qui  représentait  cette  aire  plane. 
En  effet,  disaient-ils,  la  différence  entre  la  surface  cherchée  et 
la  somme  tend  vers  zéro  :  car  on  peut  la  rendre  plus  petite 
que  toute  quantité  donnée.  Ils  faisaient  ce  raisonnement  sans 
scrupule,  parce  qu'ils  croyaient  savoir  ce  que  c'est  qu'une 
surface.  Nous,  au  contraire,  ce  raisonnement  ne  nous  satisfait 
plus,  parce  que  nous  savons  qu'on  ne  sait  pas  ces  choses-là 
en  naissant,  que  l'on  ne  peut  savoir  ce  que  c'est  qu'une  sur- 
face que  quand  on  sait  le  calcul  intégral. 

Et  alors  pour  définir  ilne  intégrale,  nous  prenons  toutes 
sortesde  précautions;  nous  distinguonsles  fonctions  continues 
et  celles  qui  sont  discontinues,  celles  qui  ont  des  dérivées 
et  celles  qui  n'en  ont  pas.  Tout  cela  est  à  sa  place  dans  l'ensei- 
gnement des  Facultés;  tout  cela  serait  détestable  dans  les 
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lycées.  L'élève,  quelque  définition  que  vous  lui  donniez,  ne 
saura  jamais  ce  que  c'est  qu'une  intégrale  si  on  ne  lui  en  a 
d'abord  montré.  Touteslessubtilités  le  laisseront  indiiTéreht. 
Il  croît  savoir  ce  que  c'est  qu'une  surface  et  il  ne  comprendra 
qu'il  ne  le  sait  pas  que  quand  il  saura  très  bien  le  calcul 
intégral;  ce  n^est  donc  pas  au  moment  où  il  aborde  ce  calcul 
qu'il  peut  y  avoir  intérêt  à  le  lui  dire. 

Alors  ce  qui  reste  à  faire  est  bien  simple:  définir  l'inté- 
grale comme  l'aire  comprise  entre  Taxe  des  j?,  deux  ordon- 
nées et  la  courbe,  montrer  que  quand  Tune  des  ordonnées 
se  déplace,  la  dérivée  de  cette  aire  est  précisément  l'ordonnée 
elle-même.  C'est  le  raisonnement  de  Newton,  c'est  comme 
cela  que  le  calcul  intégral  est  né,  et  bon  gré  mal  gré  il  faut 
repasser  par  où  nos  pères  ont  passé. 

On  donnera  quelques  exemples  en  choisissant  les  aires 
que  la  géométrie  élémentaire  permet  de  calculer.  Pour  les 
volumes,  les  centres  de  gravité,  les  surfaces  courbes,  il  sera 
facile  et  utile  de  montrer  que  leur  calcul  se  ramène  à  des 
intégrales  et  de  construire  la  courbe  dont  l'aire  varie  comme 
le  volume  ou  la  surface  courbe  cherchée. 

Quand  on  aura  fait  cela,  on  aura  fait  tout  ce  qui  est  utile 
dans  l'enseignement  secondaire. 

MÉCANIQUE. 

21.  Je  n'ai  pas  à  revenir  sur  la  définition  de  la  vitesse,  ou  de 
l'accélération,  ou  des  autres  notions  cinématiques;  on  les 
rattachera  avec  avantage  à  celle  de  la  dérivée. 

J'insisterai  au  contraire  sur  les  notions  dynamiques  de 
force  et  de  masse. 

Il  y  a  une  chose  qui  me  frappe:  c'est  combien  les  jeunes 
gens  qui  ont  reçu  l'éducation  secondaire  sont  éloignés  d'ap- 
pliquer au  monde  réel  les  lois  mécaniques  qu'on  leur  a 
enseignées.  Ce  n'est  pas  seulementqu'ils  en  soient  incapables; 
ils  n'y  pensent  même  pas.  Pour  eux  le  monde  de  la  science 
et  celui  de  la  réalité  sont  séparés  par  une  cloison  étanche.  Il 
n'est  pas  rare  de  voir  un  monsieur  bien  mis,  probablement 
bachelier,  assis  dans  une  voiture  et  s'imaginant  qu'il  l'aide  à 
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avancer  en  poussant  sur  Tavantetcela  au  mépris  du  principe 
de  Taction  et  de  la  réaction. 

.  Si  nous  essayons  d'analyser  Tétat  d'âme  de  nos  éïèves,  cela 
nous  étonnera  moins  ;  quelle  «st  pour  eux  la  véritable  défi- 
nition de  la  force  ?  non  pas  celle  qu'ils  récitent,  mais  celle, 
qui,  tapie  dans  un  recoin  de  leur  entendement,  le  dirige  de 
là  tout  entier.  Cette  définition  la  voici:  les  forces  sont  des 
flèches  avec  lesquelles  on  fait  des  parallélogrammes.  Ces 
flèches  sont  des  êtres  imaginaires  qui  n'ont  rien  à  faire  avec 
rien  de  ce  qui  existe  dans  la  nature.  Cela  n'arriverait  pas,  si 
on  leur  avait  montré  des  forces  dans  la  réalité  avant  de  les 
représenter  par  des  flèches. 

Comment  définir  la  force  ?  Une  définition  logique,  il  n'y  en 
a  pas  de  bonne,  je  crois  l'avoir  suffisamment  montré  ailleurs. 
Il  y  a  la  définition  anthropomorphique,  la  sensation  de  Tef- 
fort  musculaire;  celle-là  est  vraiment  trop. grossière  et  on 
n'en  peut  rien  tirer  d'utile. 

Voici  la  marche  qu'il  faudra  suivre:  il  faut  d'abord  pour 
faire  connaître  le  genre  force,  montrer  Tune  après  l'autre 
toutes  les  espèce.s  de  ce  genre  ;  elles  sont  bien  nombreuses 
et  elles  sont  bien  diverses;  il  y  a  la  pression  des  fluides  sur 
les  parois  des  vases  où  ils  sont  enfermés  ;  la  tension  des  fils; 
l'élasticité  d'un  ressort;  la  pesanteur  qui  agit  sur  toutes  les 
molécules  d'un  corps  ;  le  frottement,  l'action  et  la  réaction 
mutuelle  normale  de  deux  solides  au  contact. 

Ce  n'est  là  qu'une  définition  qualitative;  il  faut  apprendre 
à  mesurer  la  force.  Pour  cela  on  montrera  d'abord  que  l'on 
peut  remplacer  une  force  par  une  autre  sans  troubler  l'équi- 
libre; nous  trouverons  le  premier  exemple  de  cette  substi- 
tution dans  la  balance  et  la  double  pesée  de  Borda.  Nous 
montrerons  ensuite  qu'on  peut  remplacer  un  poids,  non  seu- 
lement par  un  autre  poids,  mais  par  des  forces  de  nature  dif- 
férente :  par  exemple  le  frein  de  Prony  nous  permet  de  rem- 
placer un  poids  par  un  frottement. 

De  tout  cela  sort  la  notion  de  l'équivalence  de  deux  forces. 

Il  faut  définir  la  direction  d'une  force.  Si  une  force  F  est 
équivalente  à  une  autre  force  F'  qui  est  appliquée  au  corps 
considéré  par  Tintennédiaire  d'un  fil  tendu,  de  telle  sorte  que 
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F  puisse  être  remplacée  par  F'  sans  que  Téquilibre  soit  trou- 
blé, alors  le  point  d'attache  du  fil  sera  par  définition  le  point 
d'application  de  la  force  F',  et  celui  de  la  force  équivalente 
F  ;  la  direction  du  fil  sera  la  direction  de  la  force  F"  et  celle 
de  la  force  équivalente  F. 

De  là,  on  passera  à  la  comparaison  de  la  grandeur  des  for- 
ces. Si  une  force  peut  en  remplacer  deux  autres  de  même 
direction,  c'est  qu'elle  est  égale  à  leur  somme,  on  montrera 
par  exemple  qu'un  poids  de  20  grammes  peut  remplacer  deux 
poids  de  10  grammes. 

Est-ce  suffisant?  Pas  encore.  Nous  savons  maintenant  com- 
parer l'intensité  de  deux  forces  qui  ont  même  direction  et 
même  point  d'application;  il  faut  apprendre  à  le  faire  quand 
les  directions  sont  différentes.  Pour  cela,  imaginons  un  fil 
tendu  par  un  poids  et  passant  sur  une  poulie;  nous  dirons 
que  la  tension  des  deux  brins  du  fil  est  la  même  et  égale  au 
poids  tenseur. 

Voilà  notre  définition,  elle  nous  permet  de  comparer  les 
tensions  de  nos  deux  brins,  et,  en  se  servant  des  définitions 
précédentes,  de  comparer  deux  forces  quelconques  ayant 
même  direction  que  ces  deux  brins.  Il  faut  le  justifier  en 
montrant  que  la  tension  du  dernier  brin  reste  la  même  pour 
un  même  poids  tenseur,  quels  que  soient  le  nombre  et  la  dis- 
position des  poulies  de  renvoi.  Il  faut  la  compléter  ensuite 
en  montrant  que  cela  n'est  vrai  que  si  les  poulies  sont  sans 
frottement. 

Une  fois  maître  de  ces  définitions,  il  faut  faire  voir  que  le 
point  d'application,  la  direction  et  l'intensité  suffisent  pour 
déterminer  une  force  ;  que  deux  forces  pour  lesquelles  ces 
trois  éléments  sont  les  mêmes  sont  toujours  équivalentes  et 
peuvent  toujours  être  remplacées  l'une  par  l'autre,  soit  dans 
l'équilibre,  soit  dans  le  mouvement,  et  cela  quelles  que  soient 
les  autres  forces  mises  enjeu. 

Il  faut  faire  voir  que  deux  forces  concourantes  peuvent 
toujours  être  remplacées  par  une  résultante  unique  ;  et  que 
cette  résultante  reste  la  même,  que  le  corps  soit  en  repos  ou 
en  mouvement  et  quelles  que  soient  les  autres  forces  qui  lui 
sont  appliquées. 
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Il  faut  faire  voir  enfin  que  les  forces  définies  comme  nous 
venons  de  le  faire  satisfont  au  principe  de  l'égalité  de  l'action 
et  de  la  réaction* 

Tout  cela,  c'est  l'expérience,  et  l'expérience  seule  qui  peut 
nous  rapprendre. 

Il  suffira  de  citer  quelques  expériences  vulgaires,  que  les 
élèves  font  tous  les  jours  sans  s'en  douter»  et  d'exécuter 
devant  eux  un  petit  nombre  d'expériences  simples  et  bien 
choisies. 

C'est  quand  on  aura  passé  par  tous  ces  détours  qu'on 
pourra  représenter  les  forces  par  des  flèches,  et  même  je 
voudrais  que,  dans  le  développement  des  raisonnementa»  l'on 
revînt  de  temps  en  temps  du  symbole  à  la  réalité.  Il  ne 
serait  pas  difficile  par  exemple  d'illustrer  le  parallélogramme 
des  forces  à  l'aide  d'un  appareil  formé  de  trois  fils,  passant 
sur  des  poulies,  tendus  par  des  poids  et  faisant  équilibre  en 
tirant  sur  un  même  point. 

Connaissant  la  force,  il  est  aisé  de  définir  la  masse;  cette 
fois  la  définition  doit  être  empruntée  à  la  dynamique;  il  n'y 
a  pas  moyen  de  faire  autrement,  puisque  le  but  à  atteindre, 
c'est  de  faire  comprendre  Ja  distinction  entre  la  masse  et  le 
poids.  Ici  encore,  la  définition  doit  être  préparée  par  des 
expériences;  il  y  a  en  efTetune  machine  qui  semble  faite  tout 
exprès  pour  montrer  ce  que  c'est  que  la  masse,  c'est  la  ma- 
chine d'Atwood;  on  rappellera  d'ailleurs  les  lois  de  la  chute 
des  corps,  que  l'accélération  de  la  pesanteur  est  la  même 
pour  les  corps  lourds  et  pour  les  corps  légers,  et  qu'elle 
varie  avec  la  latitude,  etc. 

22.  Maintenant  si  vous  me  dites  que  toutes  les  méthodes  que 
je  préconise  sont  depuis  longtemps  appliquées  dans  les 
lycées,  je  m'en  réjouirai  plus  que  je  ne  m'en  étonnerai;  je 
sais  que  dans  son  ensemble  notre  enseignement  mathéma- 
tique est  bon  ;  je  ne  désire  pas  qu'il  soit  bouleversé,  j'en  serais 
même  désolé,  je  ne  désire  que  des  améliorations  lentement 
progressives.  Il  ne  faut  pas  que  cet  enseignement  subisse  de 
brusques  oscillations  au  souffle  capricieux  de  modes  éphé- 
mères. Dans  de  pareilles    tempêtes  sombrerait    bientôt   sa 
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haute  valeur  éducative.  Une  bonne  et  solide  logique  doit 
continuer  à  en  faire  le  fond.  La  définition  par  l'exemple  est 
toujours  nécessaire,  mais  elle  doit  préparer  la  définition 
logique,  elle  ne  doit  pas  la  remplacer;  elle  doit  tout  au  moins 
la  faire  désirer,  dans  les  cas  où  la  véritable  définition  logique 
ne  peut  être  donnée  utilement  que  dans  renseignement 
supérieur. 

Vous  avez  bien  compris  que  ce  que  j'ai  dit  aujourd'hui 
n'implique  nullement  l'abandon  de  ce  que  j'ai  écrit  ailleurs. 
J'ai  eu  souvent  l'occasion  de  critiquer  certaines  définitions 
que  je  préconise  aujourd'hui.  Ces  critiques  subsistent  tout 
entières.  Ces  définitions  ne  peuvent  être  que  provisoires. 
Mais  c'est  par  elles  qu'il  faut  passer. 


REMARQUES  SUR  L'IDÉE  DE  CONGRUENCE 


I 

1.  La  géométrie  métrique  se  base  généralement  sur  deux 
notions  fondamentales  :  distance  et  angle. 

Quand  les  points  ABC  sont  placés  sur  une  droite  dans 
Tordre  indiqué,  on  dit  que  AB  est  plus  petit  que  AC.  Cepen- 
dant ce  n'est  qu'une  dénomination,  une  autre  manière  de 
dire  que  B  se  trouve  entre  A  et  G,  et  en  réalité,  on  n'apprend 
rien  des  distances.  Un  jugement  de  distance  ne  s'obtient 
que  quand  on  est  à  même  de  comparer  des  distances  émanant 
de  points  différents,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  ici,  où  elles 
émanent  toutes  du  point  A.  En  d'autres  termes,  il  faut  fixer 
ce  qu'on  veut  dire  par  l'égalité  de  deux  distances. 

S'il  faut  décider  en  pratique,  si  deux  distances  AB  et  GD 
sont  égales,  on  se  sert  d'une  échelle.  On  la  place  le  long  de 
la  ligne  AB,  et  vis-à-vis  de  AB  on  marque  les  points  P  et  Q 
sur  l'échelle.  Gelle-ci  est  transportée  sur  la  ligne  GD,  de 
sorte  que  P  vient  en  G.  Si  Q  vient  en  D,  on  dit  que  AB  = 
GD.  Donc  on  compare  AB  avec  GD  à  l'aide  de  la  distance 
PQ,  qui  est  transportable.  Il  faut  supposer  que  PQ  reste  la 
même  pendant  la  transportation. 

2.  Voici  une  question  importante.  Gomment  savoir  ou  plu- 
tôt qu'est-ce  que  veut  dire  que  PQ  ne  change  pas  par  la 
transportation?  II  s'agit  de  nouveau  de  deux  distances  qu'il 
faut  comparer,  PQ  avant  et  PQ  après  la  transportation.  Mais 
on  ne  peut  pas  se  servir  d'une  autre  échelle  pour  les  com- 
parer. 

Cependant  jusqu'à  certain  point  on  peut  juger  sans  échelle 
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à  Faide  des  sens  de  la  vue  et  du  toucher.  Personne  n'em- 
ploiera pour  échelle  un  élastique,  parce  que  celui-ci  peut 
subir  des  changements  visibles  pendant  la  transporta tion. 
Mais  on  n'a  pas  besoin  de  procéder  à  une  transportation 
pour  découvrir  que-  ces  changements  peuvent  avoir  lieu, 
comme  nous  sommes  à  même  de  soumettre  l'élastique  ÂB  à 
un  changement  de  longueur  visible,  Tune  des  extrémités  A 
étant  immobile  pendant  que  l'autre  se  transporte  sur  la  ligne 
AB,  Ce  que  nous  voyons,  c'est  que  l'élastique  peut  éprou- 
ver des  changements  de  longueur,  s'il  est  soumis  à  l'action 
de  forces  extérieures.  Jusqu'à  certain  point  on  peut  dire  de 
chaque  corps  ce  que  nous  venons  de  dire  de  l'élastique.  Il 
n'existe  aucun  corps  qui  ne  change  pas  sous  l'action  d'une 
pression  assez  forte,  et  ces  changements  seraient-ils  trop 
petits  pour  pouvoir  être  découverts  directement  par  les  yeux, 
on  les  verrait  à  l'aide  d'une  comparaison  avec  un  autre  corps 
de  la  même  nature  soumis  à  une  pression  beaucoup  plus 
petite. 

En  d'autres  termes  :  Si  la  longueur  d'une  barre  subit  des 
changements  visibles  à  l'endroit  où  elle  se  trouve,  nous  l'at- 
tribuons à  ll^ction  de  forces  extérieures  connues,  pressions 
et  changements  de  température. 

Si  l'on  veut  construire  une  échelle,  on  choisit  une  subs- 
tance qui  —  abstraction  faite  de  la  température  —  ne  change 
en  longueur  à  l'endroit  où  elle  se  trouve  que  quand  elle 
éprouve  des  pressions  très  fortes,  cela  veut  dire  des  pres- 
sions plus  fortes  que  celles  qu'éprouvera  l'échelle  pendant 
la  transportation  par  laquelle  se  fait  la  mesure. 

On  suppose  donc  que  l'échelle  pendant  la  transportation 
ne  puisse  changer  que  sous  l'influence  des  causes  qui  pour- 
raient produire  des  changements  quand  elle  est  en  repos. 
Donc  : 

Pour  comparer  des  distances  on  se  sert  d'une  échelle  cons- 
truite d'une  substance  qui,  restant  au  même  endroit  dans 
l'espace,  ne  change  que  sous  de  fortes  actions  extérieures. 
Quand  cette  échelle  est  transportée  d'un  endroit  à  un  autre 
sans  éprouver  de  telles  actions  elle  conserve  par  définition 
sa  longueur  inaltérée. 
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3.  Il  importe  maintenant  de  remarquer  que  par  cette  défi* 
nition^  la  notion  de  segments  égaux  est  complètement  fixée. 
Surtout  on  ne  peut  pas  arbitrairement  décider  de  se  servir 
d'une  autre  échelle  que  celle  à  laquelle  on  s'est  première- 
ment décidé.  Mais  en  transportant  simultanément  les  deux 
échelles  il  faut  s'assurer  que  la  seconde  est  invariable  au 
même  degré  que  la  première.  Aussi  ne  peut-on  dire  d'un 
corps  qu'il  est  invariable  avant  d'avoir  examiné  s'il  possède 
dans  tous  les  sens  l'invariabilité  de  l'échelle. 

4.  A  l'aide  de  l'échelle  on  est  à  même  de  démontrer  l'exac- 
titude des  principes  suivants  applicables  à  toute  mesure. 

I.  Sur  un  rayon  d'extrémité  O  on  peut  déterminer  un 
point  P  et  un  seul,  de  sorte  que  OP  est  égal  à  un  segment 
donné  AB. 

II.  Un  segment  est  égal  au  segment  inverse  (AB  =  BA). 

III.  Quand  deux  segments  sont  égaux  à  un  troisième,  ils 
sont  égaux  entre  eux. 

IV.  Si  les  points  ABC  se  suivent  dans  l'ordre  indiqué  et 
qu'il  en  soit  de  même  de  Ai  Bi  Ci  et  si  AB  =  Ai  Bi,  BC  = 
Bi  Cl,  on  a  aussi  AC  =  Ai  Ci. 

5.  Quant  à  la  notion  d'angle  il  nous  faut  aussû  une  échelle 
pour  définir  les  angles  égaux,  échelle  nommée  transporteur 
d'angle.  Nous  avons  à  faire  les  mêmes  remarques  que  sur 
l'échelle  primitive,  et  sauf  le  changement  nécessaire  du  nom, 
on  applique  aussi  aux  angles  les  principes  indiqués  plus  haut 
(A,  B,  C  étant  des  lignes  passant  par  le  même  point,  AB,  BC, 
sont  des  angles.  On  substitue  le  rayon  au  demi-plan). 

Nous  avons  donc  maintenant  deux  appareils  de  mesure; 
un  transporteur  de  segment  et  un  transporteur  d'angle  qu'on 
ne  peut  remplacer  que  par  des  appareils  «  ajustés  ». 

6.  Les  deux  appareils  de  mesure  nous  permettent  main- 
tenant de  prouver  l'égalité  des  lignes  et  des  angles  de  figures 
différentes,  mais  il  est  d'une  grande  importance  de  pouvoir 
diminuer  le  nombre  de  mesures  autant  que  possible.  On 
y  parvient  à  l'aide  des  propositions  de  congruence  qui  disent 
que  certaines  lignes  et  certains  angles  de  deux  figures  étant 
égaux,  il  faut  que  certains  autres  le  soient  aussi. 

Par  des  conclusions  directes  ou  indirectes  toutes  ces  pro- 
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positions  de  congruence  peuvent  être  réduites,  on  le  sait, 
à  une  seule  proposition  : 
A.   Si  dans 

A  âBC  et  A  Âi  Bi  Cl 
<  A  =  <  A,    AB  =  Al  El    AC  =  Al  Ci 

on  a  aussi 

<  B  =  <  Bi    <  C  =  <  Cl     BC  =  Bi  Cl. 

On  peut  examiner  l'exactitude  de  cette  proposition  à  Taide 
des  appareils  de  mesure.  Soit  le  triangle  ÂBC  dessiné 
arbitrairement,  soient  <  Ai,  AiBi  et  Ai  Ci  dessinés  égaux  à 
<  A,  AB  et  AC  à  Taide  des  transporteurs  de  segment  et 
d'angle.  A  AiBiCi  est  alors  complètement  déterminé,  et  il 
ne  nous  reste  que  de  mesurer  si  <  Bi  =  <  B,  etc. 

7.  Dans  les  cours  élémentaires  de  géométrie  on  raisonne 
en  général  d'une  autre  manière.  On  dit  : 

Quand  A  ABC  est  transporté  de  sorte  que  AB  coïncide 
avec  AiBi  et  que  <  A  est  placé  dans  le  plan  ABC  du  même 
côté  de  AiBi  que  <|  Ai,  <  A  coïncidera  avec  <  Ai  et  par 
suite  AC  prend  la  direction  Ai  Ci.  Dès  lors  le  point  C  vient 
nécessairement  en  Ci  de  sorte  que  A  ABC  et  A  AiBiCi 
coïncident. 

Premièrement  nous  voyons  que  la  transportation  de  A  ABC 
est  pour  ainsi  dire  tout  à  fait  superflue,  car  il  suffit  de  se  ser- 
vir des  appareils  de  mesure. 

Deuxièmement  elle  n'est  pas  pratique  car  il  est  en  général 
impossible  de  transporter  A  ABC  à  coïncidence  avec  AiBiCi. 

Troisièmement,  et  voici  l'essentiel,  la  proposition  A  ne 
peut  pas  être  démontrée  du  tout  par  la  transportation.  Car 
pour  qu'elle  ait  quelque  valeur,  il  va  sans  dire  qu'il  doit  être 
sûr  que  A  ABC  ne  subit  pas  de  changements  pendant  la 
transportation.  Mais  comme  nous  l'avons  déjà  montré,  on 
n.'a  qu'un  seul  procédé  pour  s'en  assurer,  c'est  de  mesurer 
tous  les  côtés  et  tous  les  angles  du  A  ABC  et  avant  et  après 
la  transportation.  Mais  cela  prouve  précisément  que  si  les 
triangles  coïncident,  on  est  forcé  de  mesurer  les  côtés  et 
les  angles  de  tous  les  deux. 
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Il  en  résulte  de  même  qu'il  n'est  pas  correct  de  donner  à 
la  preuve  la  forme  d'une  conclusion  logique.  C'est  qu'il  est 
impossible  de  savoir  les  changements  qu'éprouvera  le  trian- 
gle pendant  la  transportation.  On  se  dit  tacitement  qu'il  y  a 
des  corps  invariables,  mais .  en  réalité  on  n'en  sait  rien 
qu'après  la  mesure.  En  effet,  la  géométrie  applique  ici  pour 
la  première  fois  une  telle  mesure. 

La  preuve  principale  de  la  proposition  est  du  resle  la 
même  qui  s'applique  à  tous  les  principes  physiques:  La  pro- 
position est  jxiste  puisque  les  résultats  obtenus  en  l'appli- 
quant ne  sont  jamais  contradictoires  à  la  réalité. 

Le  résultat  auquel  nous  sommes  arrivés  peut  être  ainsi 
exprimé  : 

La  preuve  ordinaire  de  la  proposition  principale  de  con^ 
gruence  n'est  pas  fondée  sur  un  raisonnement  logique^  c'est 
une  preuve  expérimentale, 

8.  Dans  l'enseignement  élémentaire  de  la  géométrie  ce  mé- 
lange de  raisonnement  et  d'expérience  n'est  pas  sans  produire 
quelque  trouble  chez  l'élève  qui  réfléchit.  Au  commencement, 
avant  que  l'élève  comprenne  ce  que  c'est,  qu'un  raisonne- 
ment mathématique  logique»  ce  trouble  ne  se  montre  pas, 
mais  la  répétition  le  provoque.  En  tout  cas,  il  m'est  arrivé 
qu'un  élève,  arrivé  de  nouveau  à  cette  preuve,  a  remarqué 
qu'elle  n'est  pas  une  preuve  du  tout.  En  examinant  de  plus 
près  la  question  il  apparaît  que  l'avis  de  l'élève  est,  qu'en 
général,  nous  ne  nous  servions  pas  de  la  transportation  dans 
nos  preuves,  et  qu'il  ne  peut  pas  la  reconnaître  comme  matière 
d'argument.  Cette  remarque  prouve  que  les'  cours  élémen- 
taires manifestent  insufïisamment  d'où  ils  tirent  leur  matière, 
c'est-^-dire  leurs  axiomes. 

Quand  les  élèves  vont  reproduire  une  telle  preuve  de 
coïncidence,  il  apparaît  aussi  qu'il  leur  est  assez  difficile 
de  lui  donner  la  forme  logique  à  laquelle  aspirent  les  traités 
et  par^uiite  les  professeurs.  Ils  savent  qu  il  s'agit  de  voir  jsi 
Tun  des  triangles  coïncide  avec  l'autre  ou  non,  mais  non 
pas  si  l'on  doit  commencer  par  placer  l'un  ou  l'autre  des  angles 
à  telle  place.  Et  ils  ont  raison. 


f 


^ 
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9.  Par  les  considérations  précédentes  j'ai  voulu  démon- 
trer que  la  preuve  ordinaire  de  la  proposition  decongruence 
A  est  une  preuve  expérimentale.  Mais  cela  ne  démontre  pas 
Fimpossibilité  de  trouver  une  preuve  mathématique.  Nous 
allons  maintenant  prouver  que  c'est  impossible,  c'est-à-dire 
que  la  proposition  A  n'est  pas  une  suite  logique  des  propo- 
sitions I-IV  de  la  congruence  des  segments  et  des  angles. 

Ou  plus  précisément  : 

On  peut  se  figurer  une  telle  mesure  de  segments  et  d'angles 
que  la  proposition  A  s'y  montrera  injuste  quoique  les  pro- 
positions I-IV  soient  justes. 

10.  Qu'on  s'imagine  maintenant  qu'une  personne  fasse  la 
mesure  non  pas  en  se  servant  de  l'échelle  choisie  d'abord, 
mais  avec  un  élastique.  Quand  celui-ci  est  transporté  d'un 
endroit  à  un  autre,  sa  longueur  peut  changer  tout  à  fait  à 
l'arbitraire,  et  cela  n'établit  aucune  règle  dans  la  mesure. 
Mais  supposons  que  pour  la  transportation  .le  mesureur 
fasse  subir  à  la  longueur  de  l'élastique  des  changements 
bien  définis  qu'il  n'observe  pas,  mais  que  notre  échelle  nous 
permet  de  démontrer. 

Appelons  AB  la  distance  usuelle  ordinaire  entre  A  et  B  en 
lui  donnant  le  nom  de  longueur  de  règle.  La  distance  nouvelle 
sera  appelée  (AB)  et  nommée  longueur  d'élastique. 

Soit  O  un  point  fixe.  Sur  une  droite  arbitraire  passant  par  O 
l'élastique  sera  transporté  sans  changement  de  sa  longueur 
de  règle,  de  sorte  que  P  étant  un  point  arbitraire,  nous  défi- 
nissons 

(OP)=:OP  . 

Par  contre  si  l'élastique  est  transporté  d'une  ligne  passant 
par  O  à  une  ligne  dont  la  distance  de  O  est  «r,  il  s'allonge 
de  sorte  que  sa  longueur  de  règle  soit  multipliée  par  e«,  e 
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signifiant  un  nombre  positif  plus  grand  ([ue  1.  Donc  nous  po- 
sons: 

(AB)  =  (OP) 
si 

AB  =  c«  OP. 

OÙ  a  est  la  distance  de  règle  de  O  à  AB.  On 

(AB)  =  e-«.  AB. 

On  verra  facilement  que  toutes  les  propositions  I-IV  sont 
justes,  Téchelle  étant  seulement  multipliée  par  c.  Les 
angles  seront  mesurés  de  la  même  manière  qu'auparavant. 

Soit  POQ  un  angle  droit  et  OP  =  OQ  =  (OP)  ::=:  {OQ;  =  a. 
Par  P  et  Q  on  tire  deux  lignes  parallèles  à  OQ  et  OP  respec- 
tivement, dont  Tinterseclion  soit  A.  Portons  sur  ces  paral- 
lèles (AB)  =  (OP),  (AG)  =  (OQ)  c'est-à-dire  AB  =  AG  =  e^a. 

Alors  on  a  <  O  =  <  A,  (OPj  =  (AB),  OQ  =  (AG)  dans 
A  OPQ  et  A  ABG.  Mais  (BC)  n  est  pas  égal  à  (PQ)  car 

(PQ)  =  e  ^    .  PQ  =  e  "^      av  2" 

—  (a>/2~-f  -5-  Jïi/î7o»)  —  tarr'+  -g-  a/âTo») 

(BC)  =  e  ,  BC  =r  c  "    avT.  o» 

12.  Nous  voyons  donc  qu'à  la  manière  indiquée  on  peut 
très  bien  procéder  à  des  mesurages  auxquels  s'appliquent 
les  principes  I-IV  sans  que  cela  signifie  qu'une  figure  peut 
être  transportée  de  sorle  que  ses  segments  restent  inva- 
riables. 

Gette  preuve  n'est  qu'une  variation  de  la  preuve  de  M.  Hil- 
bevi  (Grundlagen  der  Géométrie.  Zweite  Auflage,  p.  20).  Mais 
elle  aurait  l'avantage  d'être  moins  abstraite  étant  basée  sur 
une  méthode  de  mesure  plus  intuitive. 

13.  Enfin  je  montrerai  une  méthode  de  mesure  qui  permet 
une  transportation  où  tous  les  segments  et  tous  les  angles 
restent  invariables,  mais  où  les  principes  I  et  IV  ne  sont  pas 
corrects. 
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Supposons  maintenant  que  la  longueur  de  règle  de  Télas- 
tic|ue  ne  change  pas  par  une  translation,  mais  que  si  on  le  tourne 
un  angle  v  positif  ou  négatif,  Tune  des  extrémités  étant  fixe, 
il  devient  multiplié  par  e^,  (Il  faut  s'imaginer  que  l'élastique 
peut  se  resserrer  à  Tinfini  en  tournant  dans  le  sens  négatif.) 

Les  angles  sont  mesurés  comme  à  l'ordinaire. 

Soit  ABC  un  triangle  arbitraire.  On  construit  A  AiBiCi  de 
manière  que  <  Ai  =  <  A,  (AB)  =  (AiBi),  (AC)  =  (AiCi).  Si 
Fangle  de  AB  à  AiBi  est  égal  à  v,  Tangle  de  AiCi  à  AC  est 
aussi  égal  à  v  comme  <  Ai  =  <  A. 

En  outre  on  a 

AiBi  =  evAB.    AiCi  =  efAC. 

Par  conséquent  A  ABC  est  semblable  à  A  AiBiCi  dans  le 
rapport  e^  (au  sens  ordinaire).  Donc 

Al  Cl  =  efAC, 

et  comme  Tangle  de  AC  à  AiCi  est  c 

(AiCi)  =  AC. 

Il  en  résulte  donc  que  la  proposition  A  est  juste.  Or  on  pour- 
rait dire  que  A  ABC  est  transporté  sur  A  AiBiCi  en  conser- 
vant tous  les  segments  et  tous  les  angles  ^ 

La  proposition  I  n'est  pas  juste.  En  effet,  si  Ton  fait  tour- 
ner OP  d'un  angle  2  /?  tt,  P  viendra  successivement  dans  une 
suite  de  points  placés  de  sorte  que  OP  =  e'^'f -OPi,  OP2  = 
eiir-  OP,  etc.,  mais  (OP)  =  (OPi)  =  (OP2). 

La  proposition  II  n'est  pas  juste.  Car  l'angle  de  AB  à  BA 
est  égal  à  TT  de  sorle  que  AB  =  BC,  mais  (AB)  =  e^ ,  (BA). 

On  verra  facilement  que  la  proposition  IV  n'est  pas  cor- 
recte non  plus. 

T.  BoNNESEN  (Copenhague). 


'  On  trouve  ici  trois  des  groupes  de  transformation  de  S.  Lie,  par  laquelle  deux  point» 
ont  un  invariant. 


SUR  UNE  AMELIORATION 
DE  LA  MÉTHODE  D  APPROXIMATION  DE  NEWTON 


Elant  donné  un  système  d'équations  analytiques  à  n  in- 
connues 

(1)  /;  =  o,/;  =  o /;  =  o, 

dont  on  connaît  une  solution  approchée  Xi^x%^  ...,a'«,  on 
trouve  un  système  de  valeurs  avec  l'approximation  plus  avan- 
cée 

(2)  x^  +  ix^ .  X,  +  d'x,  ,  ... ,  X,  4-  9x^  , 

si  Ton  détermine  les  corrections  ^a:^  au  moyen  des  équations 
linéaires 

n    ^r 
'2*1  E  M.  ^•'v  +  ^f»  <''  •  '« '••  =  0  .  (f  =  1 .  2 .  3 n)  . 

v=  1         ''' 

C'est  la  méthode  de  Newton.  Cela  posé,  pour  juger  l'ap- 
proximation obtenue,  on  calcule  les  valeurs 

/J*  (Xi  +  $Xi ,  xt  +  àx^ , ...,  Xn  +  ir^  ; 

je  dis  qu'on  perfectionne  considérablement  les  résultats,  si 
au  moyen  des  quantités  qu'on  vient  d'obtenir  on  détermine 
les  corrections  secondes  $'x^  par  les  équations 

V  =  l 

et  qu'on  prenne  x^  +  dx^  +  $\r^  comme  les  valeurs  des  in- 
connues. 

Démonstration,  — En  écrivant  les  inconnues  sous  la  forme 
x^  -f  rf-^'vi  ^^  faisant  usage  du  théorème  de  Taylor,  on  aura 
les  équations  exactes 

(4)  0  =  /-^(r..^,....rJ+    S.§^'^-'v+    S  J,  «^/"f  " 

V=  1  *  /»  =  *  '    ' 
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En  supprimant  les  séries  qui  figurenlaux  deuxièmes  mem- 
bres, on  aura  un  système  linéaire  pour  les  inconnues  r/.r^  =  àx^ 
qui  est  exactement  le  système  d'équations  de  Newton  (2*). 

Cela  posé,  j'obtiendrai  une  solution  plus  satisfaisante,  si  au 
lieu  de  supprimer  les  séries  dans  les  équations  (4),  je  leur 
substitue  des  valeurs  approchées  formées  au  moyen  des  dif- 
férentielles dx^  =  dXy  .  Or  on  a,  dans  cette  hypothèse, 

p  =  t  "'  v=l  ^     ^ 

en  substituant  ces  valeurs,  les  équations  (4)  deviennent 


>=l 

d'où  il  vient  le  système  (3),  si  Ton  fait  dx^  —  dx^  =  S^x^ ,  ce 
qui  achève  la  démonstration. 

Dans  le  cas  d'une  seule  inconnue,  la  méthode  s'exprime 
par  les  deux  équations 

X  étant  la  valeur  approchée  donnée,  et  x  +  3x  +  d'x  la  valeur 

améliorée  obtenue  par  la  méthode. 

Pour  éclaircir  sur  un  exemple,  je  prends  l'équation  .r*  —  5  =  0 

qui  a  la  solution  1 ,  7099759  ;  je  fais  x  =  1 ,  71  et  je  détermine 

les  valeurs 

f{x)  =  0 .  000211  ,  f'(x)z=S,  7723  , 

d'oii 

(îx  =  —  0 ,  000024052  . 
X  -\-  êx=\,  709975948  . 

Je  détermine  ensuite  pour  le  contrôle 

^/      ...  29679 

f(x  -{'âx)  = jg^    , 

d'oii 

_        f(x  +  Jj-)  _  30755 

ce  qui  donne  la  valeur  de  l'inconnue 

X  -{-  ix  -{-  â'x  =1  i  ,  70997594769245  . 

M.  Lerch  (Fribourg,  Suisse). 


SUR  LA  DERIVATION  DES  SERIES  UNIFORMEMENT 
CONVERGENTES 


Une  série  convergente  de  fonctions  dérivables  dans  un 
intervalle  donné  est  elle-même  dérivabie  dans  cet  intervalle, 
si  la  série  formée  par  les  dérivées  des  termes  y  est  unifor- 
mément convergente  ;  la  somme  de  cette  dernière  série  est 
alors  la  dérivée  de  la  somme  de  la  première  série.  Cette 
importante  proposition,  dont  Tusage  est  si  varié,  est  démon- 
trée au  moyen  du  Calcul  intégral  dans  la  plupart  des  Traités 
d'Analyse  publiés  en  France,  même  les  plus  récents  ^ 

Bien  qu'absolument  rigoureuse,  une  telle  manière  défaire 
ne  me  semble  pas  donner  pleine  satisfaction  à  Tesprit.  Et, 
en  effet,  n'est-îl  pas  quelque  peu  contraire  à  la  logique  de 
passer  par  le  détour  des  intégrales  définies  pour  arriver  à  un 
résultat  relatif  à  des  dérivées.  De  plus,  la  notion  d'intégrale 
étant  étudiée,  en  général,  bien  après  celle  de  dérivée,  le 
théorème  en  question  se  trouve  rejeté  hors  de  sa  place  natu- 
relle, ce  qui  retarde  son  application  d'une  manière  regrettable. 

Il  est  cependant  possible  de  remédier  à  cet  inconvénient 
au  moyen  d'un  procédé  simple  et  rigoureux  indiqué  |)ar 
M.  Stolz  dans  son  bel  Ouvrage:  Grundzûge  der  Differeuiial- 
und  Integralrechnung  (p.  64-72)*.  La  présente  Note  a  pour  but 


^  Nous  citerons  entre  autres  ceux  de  M.  Goursat,  Cours  d'Analyse  mathématique,  t.  I> 
p.  409-ill  et  de  M.  G.  Humbert,  Cours  d'Analyse  professé  à  rSc^le  polytechnique,  t.  I.  p.  .123- 
334.  M.  Humbert  parait  croire  que  «  la  question  de  la  dérivation  des  séries  est  liée  •  â  celle 
de  l'intégration.  Par  contre,  dans  la  Théorie  nouvelle  des  fonctions  de  Robin,  publiée  derniè- 
rement par  M.  RaflV,  p.  136-139,  une  façon  de  voir  toute  différente  est  adoptée.  Mais  les 
dées  de  Robin  sont  encore  loin  d'avoir  pénétré  dans  l'Enseignement. 

*  Le  procédé  de  Stolz  est  fondé,  comme  on  va  le  constater,  sur  l'emploi  de  la  formule  des 
accroissements  finis.  C'est  également  à  ce  point  de  vue  que  se  sont  placés  Robin  dans  sa 
Théorie  nouvelle  des  fonctions,  p.  138-139,  M.  Cksaro  dans  ses  Blementi  di  Calcolo  infinité- 
simale,  p.  60-61,  et  M.  Portkr,  dans  les  Annals  of  Mathematics,  2«  série;  t.  III,  1901-1903, 
p.  19-20.  Ce  dernier  n'a  considéré  que  le  cas  particulier,  d'ailleurs  usuel,  où  la  convergence 
uniforme  de  la  série  des  dérivées  résulte  de  sa  comparaison  à  une  série  positive  convergente 
(critère  de  Weicrstrass)  ;  la  démonstration  sa  présente  alors  sous  une  forme  tout  à  fait  élé- 
mentaire. 
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de   faire  rannaltre   la  mélhode  suivie   par  cet  auteur,    sauf 
quelques  modifications  introduites  dans  ia  forme. des  raison- 
nements. 
Soit 

f{x)  =  Sn{x)  +Rn(^) 

une  série  dont  les  termes  sont  dérivables  dans  un  intervalle 
{a,b);  si,  dans  ce  même  intervalle,  la  série  formée  par  les  dé- 
rivées de  ses  termes 

est  uniformément  convergente,  il  existe  un  entier  m  tel  qu'à 
partir  de  n  =  /w,  on  ait  pour  toute  valeur  de  x  appartenant  à 
rintervalle  [a,  b) 


iH'„U)|<-J. 


Soient  maintenant 


'Vp{x)  =  R»(;r)  —  R^^.p(jr)  , 

pour  deux  valeurs  a;  el  Xq  de  la  variable,  intérieures  à  Tinter- 
valle  {a,b),  la  différence 


peut  se  mettre  sous  la  forme 


X        x^ 


mais 


j-  Xq 

et,  de  la  condition 

•|  VpU)  I  £  I  R'^W  I  +  I  RWp(^)  l<  -ï    ' 
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il  résulte,  pour  toute  valeur  finie  de  />, 

6    "^  ^  —  J-o  ^    6   • 

D'autre  part,  il  existe  un  nombre  positif  p  tel  que,  pour 
toute  valeur  de  .r  autre  qucr^,  vérifiant  la  double  inéfçalité 

on  ait 

3  rni^o»  — r  ^  :: ;;: ^  "^  mix^)  h-  --  , 

mais,  à  chaque  valeur  de  x  différente  de  .r^  appartenant  à 
l'intervalle  (fl,6),  il  correspond  une  valeur  finie  de/;  sufYisam- 
ment  grande  pour  que  les  inégalités 

I  Rm+p(>r)  I  <  -^   t  a-  —  :rj   , 

soient  vérifiées,  de  sorte  qu'en  définitive  la  double  inégalité 

—  p<.r— aro<p 

entraîne  la  suivante 

La  dérivée  de  f{x)  pour  une  valeur  .r©  de  .r  intérieure  à 
rintervalle  (rt,è)  est  donc /'(r^);  de  plus,  on  reconnaît  facile- 
ment que,  pour  x=z  a,  la  fonction  f{x)  admet  une  dérivée  à 
droite  égale  à /"'(«)  et  que,  pour  .r=è,  elle  admet  une  dérivée 
à  gauche  égale  kf'{b);  la  fonction  /'(.r)  est,  par  suite,  dérivable 
dans  rintervalle  («,è),  sa  dérivée  y  étant  égale  sl  f'{x), 

Maurice  Godefroy  (Marseille). 


SUR  LES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES 


1.  Théorème.  —  Si  dans  un  polynôme  entier  avec  tous  ses 
termes  positifs^  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  X,  le  rapport  d'un  coefficient  au  précédent  ne  va 
pas  en  croissant^  Véquation  qu'on  a  çn  égalant  le  polynôme 
à  zéro  a  nécessairement  des  racines  imaginaires. 

Soit  Féq  nation  : 


En  posant 


'ot-1 

Téquation  proposée  devient  : 

Si  cette  équation  avait  toutes  ses   racines    négatives,  nous 
pourrions  poser  Téquation  donnée  sous  la  forme  : 

(jr  +  fl)(x  4- />)...(.r  4-  w)  =0    où    rt>0,6>0 m>0. 

Mais 

(x  +  a)(j-  -f.  h)  =  X*  4-  (a  +  b)x  -h  «/>  =  x*  -f-  fx^x  -|-  fx,fA,  . 

où,  évidemment,  nous  avons  uj  >  /tx^  et  par  suite 

{X  4-  a]{x  4-  6)(x  4-  c)  =  X»  4-  (pi,  4-  c)x*  4-  î*i(f*,  -h  c)-^  +  f*if*i<^ 
=  .r»  4-  u,  ar*  4-  30jiï,.r  4-  UjUjU, 

en  posant 

Mais,  puisque  /^i  >  /ug .  nous  aurons  yii  >  y;2  >  >îs  • 
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D'une  manière  générale,  si  l'on  multiplie  un  polynôme  de 
la  forme 

^"  Pi>  P9>  H  •••  >  P^-i >  0  ,  par  X  +  k,  où  A  >  0 ,  dans 
le  produit,  que  nous  pouvons  écrire  sous  la  forme 

nous  aurons 

En  effet,  le  produit  sera 

d'où  nous  déduisons 


(Comparons  les  rapports  \_^  ,  X^  .   Remarquons  que 

.  _  Pn-aipH-l  +  ^'HPn-^i-h^)  __  Pn^i<Pn  +  ^')tPi,>a-^^) 

En  rappelant  que  p^_^  >  p^^^  >  /^^  nous  trouvons  Tiné- 
galité 

d'où 

P„_2(p«_i  -h  ^'Kp,,^!  +  ^1  >  P„_i(p„_,  +  ^-KPh-I  +  ^-1 

et  par  conséquent 
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2.  —  Soit  l'équation  : 

/^')  =  «îm  -  «Jm-I  ^  +  «tm-J  "^^  ^  ••  +  «o-^'"*  =  ^ 

cil  n^  ,  «1 ,  a^^  sont  positiTs. 
Posons 


—  ''im-1 

= 

—  ^Sm-1 

L'équation  donnée  s'écrit  encore  ainsi  : 

1  +  >,^  +  \\x^  4-  \\\x»  +  ...  4-  \\  ...  >,„  x««  =  0. 

Soit  Aj^  le  plus  petit  en  valeur  absolue  des  Jij  •  ^^i  ^  •••  ^tm  '  ^îo-i 

le  plus  grand  en  valeur  absolue  des  >.i .  >s  ^ '^ô^-'^im-i'  ^^ 

peut  dire  que  toutes  les  racines  positives  de  f[œ)  sont  plus 

1                                                  i 
petites  que  —  r-  et  plus  grandes  que  — r . 

^îll  ^J/9  — 1 

En  effet,  quand  .r  >  —  j-  ,  nous  avons,  d'après  nos  hypo- 
thèses 

1  1  1 

•»•>  — f  ,  •»•>— r.  -  j->- s— ou  IVl>''  lVl>'l'--l\m'l>* 

et,  par  suite,   le  troisième  terme  du  polynôme  f\,r)  est  plus 

grand  que  le  second  pris  en  valeur  absolue,  le  cinquième  est 

plus  grand  que  le  quatrième,  elc,  parce  que  le  rapport  d'un 

ternie  au  précédent  est  plus  grand  que  l'unilé. 

1 
Et  quand  0  <  .r  <  j^- ^  ,  nous  avons 

1                1  ^ 

•^<  ITT  '  •^<TrT •^<- 


et  par  suite  les  termes  négatifs  deviennent  plus  petits  que  les 
termes  positifs  qui  les  précèdent,  et  par  conséqueut/l[.r)  >  0  . 
Corollaire.  —  Si  dans  le  précédent  polynôme  nous  avions 
^o__i  >  ^,g  il  n'y  aurait  aucune  racine  positive. 

P.  Zervos  (Paris). 


LE  DIvSSIN  DK  PROJECTION 
DANS  L  ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE 


Les  réflexions  qui  suivent  sont  principalement  basées  sur 
ce  qui  se  fait  dans  la  plupart  des  établissements  secondaires 
suisses,  qu'il  s'agisse  des  collèges  et  gymnases  ou  des  écoles 
techniques  ou  professionnelles.  Les  programmes  de  ces 
écoles  prévoient,  sous  des  titres  divers,  dessin  technique, 
dessin  géométrique,  etc.,  une  étude  qu'on  pourrait  résumer 
sous  le  nom  de  dessin  mathématique ^  par  opposition  au  dessin 
artistique.  Cette  élude  comprend  trois  parties  :  1*"  le  dessin 
géométrique,  2^  le  dessin  de  projection,  3"  le  dessin  technique. 
Elle  est  en  général  indépendante  de  la  géométrie  descrip- 
tive, car  cette  branche  ne  s'enseigne  que  dans  les  sections  tech- 
niques ou  réaies  des  gymnases  et  dans  les  écoles  techniques. 

Le  dessin  géométrique  initie  les  enfants  à  l'emploi  métho- 
dique des  instruments  mathématiques,  règle,  équerre,  tire- 
ligne,  compas,  etc.,  et  à  la  connaissance  des  lignes  et  des  fi- 
gures simples.  Cette  branche  d'enseignement  est  intimement 
liée  à  l'étude  de  la  géométrie,  car  l'une  doit  aider  l'autre. 
Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  davantage,  et,  comme  notre 
lilre  l'indique,  nous  nous  attacherons  plus  particulièrement 
au  dessin  de  projection. 

Le  cours  de  dessin  de  projection  est  à  peu  de  chose  près, 
le  même  dans  la  plupart  des  établissements  secondaires.  Sa 
durée  moyenne  est  de  cent-vingt  à  cent-quarante  heures,  ré- 
parties en  deux  séances  hebdomadaires  de  trois  à  quatre  heu- 
res pendant  six  mois  ou  en  une  séance  de  deux  heures  cha- 
que semaine  pendant  deux  ans.  Dans  les  classes  d'un  nombre 
relativement  faible  d'élèves  ce  temps  peut  être  réduit,  car  le 
professeur  est  mieux  placé  pour  traiter  les  jeunes  gens  indi- 
viduellement. Pour  que  ce  cours  produise  tout  son  effet  utile. 
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il  faut  qu'élèves  et  professeurs  se  rendent  parraitement 
compte  de  son  but.  Le  dessin  de  projection  doit  t^tre  la  base 
de  la  géométrie  intuitive  des  corps,  comme  le  dessin  géomé- 
trique est  celle  de  la  géométrie  des  lignes  et  des  figures  ;  et 
d'autre  part  ce  dessin  doit  préparer  rationnellement  les  élèves 
au  dessin  professionnel,  c'est-à-dire  à  la  représentation  exacte 
des  objets,  des  appareils,  des  machines  et  des  bâtiments. 
Quand  le  professeur  qui  donne  ce  cours  est  en  même  temps 
professeur  de  mathématiques,  il  arrive  fréquemment  que  la 
partie  technique  est  négligée,  tandis  que  si  c'est  un  ingénieur 
ou  un  architecte,  c'est  souvent  le  côté  géométrique  qui  en 
souffre.  Aussi  nous  ne  saurions  assez  recommander  à  tous 
ceux  qui  travaillent  dans  cette  direction  de  faire  abstraction 
de  toute  idée  préconçue  et  d'associer  dans  une  juste  mesure 
les  deux  idées  fondamentales  de  cet  enseignement. 

La  première  partie  du  cours  comprendra  la  représentation, 
sur  le  plan  horizontal  et  sur  le  plan  vertical,  des  corps  géo- 
métriques simples  :  le  cube,  le  prisme  régulier,  la  pyramide 
régulière,  le  cylindre  circulaire  et  le  cône  circulaire.  Comme 
on  doit  débuter  parla  représentation  du  point,  l'exercice  du 
cube  aura  une  grande  importance;  il  donnera  l'idée  concrète 
des  éloignements  des  points  au  plan  vertical,  et  de  leurs 
hauteurs  au-dessus  du  plan  horizontal.  En  partant  d'un  cube 
posé  sur  le  plan  horizontal  avec  une  face  parallèle  au  plan 
vertical,  puis  en  déplaçant  ce  corps  parallèlement  au  plan 
vertical  et  en  le  faisant  tourner  ensuite  parallèlement  au  plan 
horizontal,  on  montrera  fort  bien  et  sans  difficulté  des  points 
à  éloignements  fixes  et  à  hauteurs  variables,  puis  à  hauteurs 
fixes  et  à  éloignements  variables.  On  obtiendra  donc  trois 
images  différentes  du  corps  dans  chaque  plan  et  en  compa- 
rant chaque  fois  avec  l'objet,  on  amènera  les  élèves  à  distin- 
guer les  arêtes  visibles  ou  invisibles  dans  chaque  figure.  Cela 
étant,  on  aura  non  seulement  des  projections  de  points,  mais 
encore  des  projections  de  lignes,  de  figures  et  de  corps.  On 
peut  étendre  l'idée  des  projections  de  figures  en  considérant 
les  cercles  inscrits  dans  les  faces  visibles  du  cube  et  en  éta- 
blissant leurs  projections  au  moyen  de  leurs  points  de  tan- 
gence  avec  les  arêtes  et  de  leurs  points  de  coupe  avec  les 


302  L.   CRELIER 

diagonales.  Afin  de  compléter  la  conception  géométrique  du 
cube,  on  en  établira  le  développement  et  on  fera  construire 
le  corps  de  telle  manière  que  chaque  jeune  homme  puisse 
contrôler  les  figures  de  son  épure  avec  le  corps  correspon- 
dant de  même  dimension  dont  on  lui  fera  calculer  le  volume 
et  la  surface  totale.  Les  mêmes  méthodes  de  travail  doivent 
êlre  appliquées  aux  autres  corps  cités.  Dans  le  prisme  on 
remplacera  les  figures  inscrites  par  une  section  ou  une  ou- 
verture, dans  la  pyramide  et  le  cône  par  une  section  et  le 
cylindre  sera  combiné  avec  un  exercice  d'épaisseur  pour  for- 
mer un  tuyau.  Le  calcul  des  volumes  des  corps  représentés 
peut  donner  lieu  à  un  exercice  très  simple  et  très  élégant  au 
point  de  vue  de  l'intuition .  On  prendra  un  prisme  et  une  pyra- 
mide de  même  base  et  de  même  hauteur,  on  les  construira 
en  carton  en  ayant  soin  de  laisser  les  bases  inférieures  ou- 
vertes, et  Ton  montrera  avec  du  sable  fin  que  le  volume  de 
la  pyramide  est  le  tiers  de  celui  du  prisme.  Le  calcul  des 
surfaces  totales  doit  être  fait  avec  chaque  corps.  Pour  le 
cylindre  et  le  cône,  on  peut  se  contenter  des  développements 
sans  faire  construire  les  corps  ;  toutefois  le  professeur  doit 
posséder  dans  sa  collection  des  modèles  de  ce  genre  afin  de 
vérifier  également  la  règle  des  volumes  d'une  manière  intui- 
tive. Cette  première  partie  doit  se  terminer  parla  perspective 
parallèle  à  45  degrés  des  corps  construits.  La  meilleure  mé- 
thode consiste  à  déduire  la  perspective  en  question  d'une 
coupe  médiane  du  corps  et  de  la  projection  horizontale.  Les 
exemples  ainsi  développés  ont  une  grande  valeur  tant  au 
point  de  vue  théorique  qu'au  point  de  vue  pratique. 

La  deuxième  partie  du  cours  est  consacrée  à  Tétude  de 
quel(|ues  pénétrations  élémentaires.  Les  exemples  recom- 
mandables  par  leur  simplicité  sont:  1*^  deux  prismes  dont  Tun 
est  droit  et  Tautre  horizontal;  2^  une  pyramide  debout  avec  un 
prisme  horizontal;  3^  un  cylindre  debout  avec  un  cylindre 
horizontal  et  4^*  un  cône  droit  avec  un  cylindre  horizontal. 
Comme  précédemment  on  adjoindra  les  développements  des 
corps  à  l'épure  et  dans  les  deux  premiers  cas  les  corps  seront 
construits  en  carton  par  les  élèves.  Le  calcul  des  volumes 
et  des  surfaces  peut  être  établi  simplement  en   déterminant 
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chaque  fois  les  dimensions  inconnues  par  la  méthode  gra* 
phique. 

On  peut  adjoindre  quelques  exercices  d'ombre  relatifs  au 
point,  à  la  droite  et  aux  cinq  corps  éUidiés  précédemment,  mais 
considérés  seulement  dans  la  première  position.  Cependant 
lorsque  Técole  possède  un  cours  de  géométrie  descriptive, 
il  est  préférable  d  y  renvoyer  complètement  ces  exercices. 

Comme  suite  du  cours,  nous  prendrons  la  troisième  partie 
du  dessin  mathématique.  C*est  une  application  des  théories 
précédentes  aux  formes  telles  qu'on  les  rencontre  dans  le 
monde  technique;  c'est  pourquoi  nous  la  désignons  sous  le 
nom  de  dessin  technique.  Sans  empiéter  sur  le  dessin  de 
machines  ou  sur  le  dessin  d'architecture,  on  doit  amener  les 
élèves  à  construire  les  projections  d'un  corps  donné  sur  les 
plans  fondamentaux  et  sur  un  plan  latéral,  commet  on  le  fait 
dans  les  bureaux  de  dessin,  afin  qu'ils  puissent  aborder  avec 
succès  les  divers  cours  des  écoles  techniques,  ou  que  plus 
lard,  ils  soient  à  même  de  comprendre  les  plans  qu'ils  pour- 
ront rencontrer  dans  leurs  carrières.  Pour  arriver  à  cela, 
il  faut  commencer  avec  des  objets  simples  dont  les  formes 
se  rapprochent  des  corps  bien  coniius  et  marcher  progressi- 
vement avec  des  exercices  bien  gradués.  Les  sujets  seront 
lires  de  la  menuiserie,  de  la  serrurerie,  de  l'architecture,  de 
la  mécanique,  etc.,  mais  resteront  toujours  bien  à  la  portée 
des  élèves.  On  débutera  avec  des  croix,  des  tabourets,  de 
petites  armoires  simples  comme  on  en  a  dans  les  classes,  on 
continuera  avec  des  grilles,  des  fontaines,  des  escaliers  avec 
porte,  des  vis,  des  boulons  avec  écrous,  des  clés  anglaises, 
etc.,  etc.  En  un  mot,  le  dessin  technique  de  nos  écoles  est 
l'introduction  aux  différents  dessins  de  métier.  Il  y  a  un  choix 
(le  modèles  extraordinairement  riche  et  il  existe  du  reste  un 
grand  nombre  de  collections  d'objets  de  ce  genre  destinées 
aux  écoles.  Les  trois  projections  dont  il  a  été  question 
peuvent  être  remplacées  par  des  coupes  parallèles  aux  plans 
principaux.  La  perspective  parallèle  de  chaque  objet  doit  être 
construite  en  regard  des  projections  et  l'on  doit  adjoindre  à 
chaque  épure  l'échelle  de  réduction  correspondante.  Quand 
l'occasion  se  présente  on  peut  demander  également  la  cons- 
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truction  d'un  détail  à  une  échelle  plus  grande  que  celle  de 
Tensemble. 

Quelle  que  soit  la  nature  de  l'exercice,  il  est  de  la  plus 
haute  importance  de  ne  jamais  amener  les  élèves  à  un  travail 
de  copie.  L'emploi  de  feuilles  modèles  est  absolument  con- 
traire au  but  essentiel  du  dessin  de  projection.  Les  élèves 
doivent  voir  les  corps,  les  mesurer,  les  étudier,  les  examiner 
dans  leurs  positions  diverses,  mais  ils  ne  doivent  jamais  par- 
tir d'un  dessin  déjà  Fait. 

C'est  une  faute  qui  se  commet  encore  dans  un  trop  grand 
nombre  d'écoles  et  contre  laquelle  on  ne  saurait  réagir  avec 
assez  d'énergie. 

Après  une  préparation  de  ce  genre,  un  jeune  homme  est  à 
même  de  comprendre  un  plan  quelconque  et,  s'il  entre  dans 
les  carrières  techniques,  il  est  solidement  préparé  pour  le 
dessin  de  métier.  La  géométrie  descriptive  est  également  fa- 
cilitée par  une  telle  introduction  et  les  élèves  qui  ont  com- 
pris les  principes  du  dessin  de  projeclion  n'ont  plus  de  peine 
à  étudier  les  constructions  dans  l'espace. 

Avant  de  terminer  ces  quelques  ligues  nous  nous  arrête- 
rons encore  sur  un  point  important  :  Vexécution,  Il  faut  que 
celle-ci  soit  également  un  exercice  de  bon  goût  et  d'élé- 
gance. Il  faut  éviter  dans  les  épures  tout  ce. qui  les  charge 
inutilement  et  les  gâte.  Les  titres  et  les  lettres  doivent  être 
soignés  et  l'on  doit  tout  exécuter  à  la  règle  et  au  tire-Iîgne. 
L'emploi  des  teintes  doit  être  sobre  et  judicieux,  il  faut  éviter 
tout  ce  qui  est  criard.  Les  constructions  auxiliaires  doivent 
être  exactes  et  claires,  d'un  tracé  fin  et  d'une  régularité  irré- 
prochable. C'est  au  début  que  le  professeur  doit  être  exigeant 
et  sévère,  car  une  fois  le  tour  de  main  acquis,  il  se  conserve 
indéfiniment. 

Telles  sont  les  observations  que  nous  suggère  le  cours  de 
dessin  mathématique.  Nous  croyons  bon  de  les  porter  à  la 
connaissance  de  nos  collègues,  car  une  uniformité  plus 
complète  est  vivement  désirable  dans  cette  partie  de  rensei- 
gnement où  dessinateurs,  ingénieurs  et  mathématiciens  sont 

appelés  à  se  coudoyer. 

L.  Creuer  (Bienne). 


CORRESPONDANCE 


A  propos  d'un  théorème  sur  le  triangle. 

Le  théorème  de  M.  Karîja,  publié  en  mars  1004,  nous  a  déjà 
valu  les  intéressantes  remarques  de  MM.  Barbarin,  Cantoni, 
Demoulin,  Ilarold  Hilton  et  X.,  que  nous  avons  insérées  dans 
notre  dernier  numéro.  Il  nous  procure  encore  des  lettres  de 
M.  Cantoni  ^Viadana,,  à  propos  de  la  lettre  de  M.  Barbarin,  et  de 
MM.  Pierre  Faure  Parisl,  Franke  (Berlin  et  Houssais  Roanne  . 
L^abondance  des  matières  nous  empêche  d'en  donner  un  aperçu 
dans  ce  numéro  ;  nous  les  utiliserons  pour  la  correspondance  du 
n®  de  septembre. 

La  Rédaction. 


MELANGES 


Un  nonveau  projet  de  calendrier. 

Un  professeur  de  mathématiques,  M  Achille  Faure,  propose  un 
nouveau  calendrier  dont  nous  résumons  les  principes  ci-après. 

L'année  débuterait  à  Téquinoxe  du  printemps.  Elle  se  compo- 
serait de  13  mois  de  28  jours,  soit  364  jours,  plus  un  ou  plusieurs 
jours  complémentaires.  Le  complémentaire  obligatoire  serait  le 
l**"  jour  de  Tan. 

Les  noms  proposés  pour  les  mois  seraient  ; 

Primière,  Serondière,  Tersiëre  —  Katerne^  Kinterne^  Se.rterne 
—  Eqnino.ria!  —  OclembrCy  yovembre^  Décembre  —  Onzime, 
Douzimey  Ultime. 

Chacun  d'eux  comprendrait  quatre  semaines. 

L'ère  à  adopter  aurait  pour  point  de  départ  la  mise  en  applica- 
tion du  calendrier  nouveau. 

Les  jours   complémentaires    en    dehors   du    1*^'  jour   de  l'an 
seraient  introduits   de    la   façon    suivante  ;  aux    années  dont  le 
millésime  se  terminerait  : 

Simplement  par  0  ou  5,  on  ajoulemit  1  jour 
par  25.  50  ou  75  ou  00,  «  2  journ 

par  500  ou  000.  «  3      » 

par  5000  ou  0000  „  ',      « 

L'Enseignement  mathém.  6'  année  ;  190i  %\ 
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11  est  facile  de  voir  qu'une  période  de  10,000  années  donnerait 
ainsi  3  652  422  jours,  c'est-à-dire  que  Tannée  moyenne  civile,  sur 
100  siècles,  serait  de  365', 2422,  ce  qui  donne  une  coïncidence  à 
peu  près  parfaite. 

I/auteur  préconise  la  réunion  d'un  Congrès  international  pour 
Texamen  de  son  projet. 


Un  hyperbolographe  à  liquide. 

1.  —  Dans  la  plupart  des  curvigraphes  la  courbe  tracée  est  définie 
non  pas  comme  enveloppe  de  ses  tangentes,  mais  comme  trajec- 
toire d'un  point.  M.  Estanave  vient  de  décrire*  un  hyperbolo- 
graphe dans  lequel  on  obtient  précisément  la  courbe  par  l'enve- 
loppe de  ses  tangentes. 

Considérons  une  bran- 
che d'hyperbole  et  soit  AB 
la  portion  de  la  tangente 
comprise  entre  les  asymp- 
totes Ox,  Oy.  On  sait  que 
Taire  du  triangle  AOB  est 
constante  quelle  que  soit 
la  tangente  AB.  La  bran- 
che d'hyperbole  peut  donc 
être     considérée     comme 

l'enveloppe  du  troisième  côté  AB  d'un  triangle  AOB  d'aire  cons- 
tante. 

Si  donc  on  prend  une  cuve  prismatique,  contenant  un  volume 
r  de  liquide  et  dont  la  section  normale  déterminée  par  un  plan 
vertical  est  x  O  y,  et  si  Ton  fait  pivoter  la  cuve  autour  de  l'arête 
horizontale  passant  par  O,  la  surface  libre  du  liquide  envelop- 
pera un  cylindre  hyperbolique  dont  les  génératrices  sont  parallè- 
les à  cette  arête.  Toute  section  normale  sera  une  branche  d'hy- 
perbole, si  Ton  fait  varier  v  on  obtient  des  hyperboles  homothë- 
tiques. 

Voici  le  dispositif  représenté  par  la  figure  ci-dessous,  adopté 
par  M.  Estanave  ; 

L'appareil  se  compose  essentiellement  d'une  cuve  prismatique 
triangulaire  V  dont  le  dièdre  00'  a  pour  mesure  un  angle  égal  à 
celui  que  forment  les  asymptotes  de  l'hyperbole  à  tracer.  On  in- 
troduira dans  la  cuve,  normalement  à  l'arête  horizontale,  les  pla- 
ques triangulaires  ayant  la  forme  d'une  section  normale.  Le  mou- 
vement de  rotation  de  la  cuve  autour  de  l'arête  horizontale  passant 
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par  O  doit  être  lent  et  continu  ;  il  est  obtenu  à  Taide  d'un  appa- 
reil d'horlogerie  approprié. 

M.  Estanave  a  pris  des  plaques  de  cuivre  et  comme  liquide 
une  dissolution  d'un  sel  de  mercure  (bichlorure  ou  azotate  de 

mercure)  ;  il  a  éga- 
lement fait  des  ex- 
périences en  em- 
ployant des  pla- 
ques de  fer  avec 
une  dissolution  de 
sulfate  de  cuivre. 
On  peut  aussi  pren- 
dre des  plaques 
photographiques 
et  utiliser  une  so- 
lution d'un  révéla- 
teur; on  obtiendra, 
après  fixation,  le 
cliché  d'une  hyper- 
bole. 
Nous  reproduisons  ci-dessous  quelques  photographies  de  pla- 
ques obtenues  par  ce  procédé. 

2. —  En  raison  de  la  netteté  et  de  la  rapidité  avec  laquelle  s'efiectue 
le  dépôt  de  mercure  sur  le  cuivre  bien  décapé,  M.  Estanave  a  uti- 
lisé ce  principe   de 

fixation  pourobtenir 
sur  des  surfaces  le 
tracé  de  courbes 
planes  provenant 
des  sections  de  la 
surface  considérée 
par  la  surface  libre 
d'un  liquide.  Il  suffit 
pour  cela  d'immer- 
ger la  surface,  sup- 
posée métallique, 
dans  le  liquide.  11  a 
pu  ainsi  obtenir  sur 
un  même  cône  du 
second  degré  à  deux 
nappes,  en  cuivre,  le  tracé  de  sections,  elliptiques,  hyperboliques, 
paraboliques,  suivant  l'inclinaison  de  l'axe  du  cône  sur  le  plan  de 
la  surface  libre  du  liquide. 

3.  —  T/application  de  ces  considérations  au  cylindre  de  révolution 
conduit  au  tracé  de  la  sinusoïde. 

Si  Ton  considère  en  effet  un  cylindre  de  révolution,  une  section 


A^àk 


A .'  B  p)iic(iios  du  enivre  sur  lesquelles  le  liquide  a  trace  des  bntn- 
ches  d'tivperboles  dont  ranslc  des  asymptotes  est  de  60**; 
C,  D  bronches  d'hyperboles  <*quilatéresl 
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oblique,  il  est  facile  de  voir  que  le  développement  de  cette  section 
oblique  sur  un  plan  tangent  au  cylindre  est  une  sinusoïde  qui  a 
pour  période  2  n  a  et  pour  amplitude  n  tang  a  (a  étant  le  rayon 
du  cylindre  a  l'angle  de  Taxe  du  cylindre  et  de  la  normale  au  plan 
de  section). 

On  obtiendra  avec  un  même  cylindre  des  sinusoïdes  de  même 
période,  mais  d'amplitudes  différentes  en  faisant  des  sections  plus 
ou  moins  obliques  sur  Taxe  du  cylindre. 

Le  dispositif  expérimental  adopté  par  M.  Ëstanave  consiste  à 
habiller  un  cylindre  d'une  feuille  mince  de  cuivre  rouge,  mou, 
bien  décapé,  maintenue  par  des  bagues,  et  à  plonger  obliquement 
le  cylindre  dans  une  cuve  contenant  une  dissolution  d'un  sel  de 
mercure,  de  façon  que  la  génératrice,  suivant  laquelle  se  rac- 
cordent les  deux  bords  de  la  feuille  de  cuivre,  soit  avec  Taxe  du 
cylindre  dans  un  plan  faisant  un  angle  a  avec  la  surface  libre  du 
liquide.  Lorsque  le  cylindre  a  été  convenablement  immergé,  on 
retire  la  feuille  de  cuivre  et  on  développe  sur  un  plan.  Ton  obtient 
ainsi  le  tracé  de  la  sinusoïde  de  période  2  tt  a  et  d'amplitude 
a  tang  a.  Si  la  génératrice  du  cylindre  suivant  laquelle  se  re- 
joignent les  deux  bords  de  la  feuille  de  cuivre  n'était  pas  située 
dans  un  plan  passant  par  l'axe  faisant  un  angle  a  avec  la  surface 
libre,  l'on  aurait  le  tracé  d'une  sinusoïde  décalée  de  phase,  dont 
l'équation  serait,  par  rapport  aux  axes  que  nous  avons  indiqués 


1/  ==  a  tang  a.  s  in 


e+')- 


Si  l'on  voulait  avoir,  non  plus  sur  une  surface  métallique,  mais 
sur  du  papier  le  tracé  de  la  sinusoïde,  l'on  pourrait  prendre  une 
pellicule  photographique,  au  lieu  d'une  feuille  de  cuivre,  et  après 
l'avoir  enroulée  sur  le  cylindre,  l'immerger  dans  les  conditions 
indiquées  dans  un  bain  de  révélateur.  Après  fixation,  on  pourra 
tirer  sur  papier  des  épreuves  de  la  sinusoïde  tracée  par  le  révé- 
lateur. 

Nous  ne  saurions  assez  insister  sur  la  valeur  pédagogique  de 
vérifications  expérimentales  dans  le  genre  de  celles  que  donne 
M.  Ëstanave.  Nullement  destinées  à  se  substituer  aux  démonstra- 
tions, elles  leur  fournissent  une  illustration  vivante  et  elles  en 
rendent  l'assimilation  plus  facile. 

H.   F. 
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Gongrôs  international  des  mathématiciens  ;  Heidelberg. 

Séances  générales. —  Les  séances  générales,  au  nombre  de  trois, 
seront  consacrées  à  des  conférences  dont  voici  la  liste  : 

l**  Le  mardi  9  août.  —  M.  Konicsberger  fera  une  conférence  sur 
Jîicobi. 

2**  Le  jeudi  11  août.  —  M.  Painlevé  (Paris)  :  Le  problème  mo- 
derne do  rinté</ration  des  équations  différentielles.  —  M.  Green- 
HiLL  ï.ondres  :  The  mathematical  theory  of  the  top  (considered 
historically'. 

3**  Le  samedi  13  août.  —  M.  Sëgre  (Turin)  :  La  geometria  d'og- 
gidi  e  i  suoi  legami  coll'  analisi.  —  M.  Wirtixger  (Vienne)  :  Rie- 
mann's  Vorlesungen  iiber  die  hypergeometrische  Reihe  und  ihre 
Bedeutung. 

Séances  de  sections,  —  f.es  travaux  seront  répartis  sur  six  sec- 
tions. 

1.  Arithmétique  et  algèbre  ;  présidents  :  MM.  Kneser  (Berlin)  et 
Lûroth  (Fribouig).  Ont  été  annoncées  des  communications  de 
MM.  Dickson,  Furtwângler,  Gordan,  KOnig,  LOwy,  Minkowski, 
Stickelberger,  Wiman,  Woronoi. 

2.  Analyse  ;  présidents  :  MM.  Ililbert  (Gottingue)  et  Schwarz 
(Berlin).  Ont  été  annoncés  des  travaux  de  MM.  Bernstein,  Borel, 
Fricke,  Ililbert,  Ilurwitz,  Mittag-Lefller,  Steklofl'. 

3.  Géométrie  ;  présidents  :  MM.  Brill  iTubingue),  Meyer  (Ko- 
nigsberg)  et  Schur  (Karlsruhe).  Communications  de  MM.  Knri- 
ques,  Guichard,  Knoblauch,  Macauley,  F.  Meyer,  Rohn,  Scheffers, 
Schœnflies,  Study,  Veronese,  Walsch,  Zindler. 

4.  Mathématiques  appliquées  ;  présidents  :  MM.  Ilauck  (Berlini 
Klein  ;Gôttingue)  et  Runge  (ïlannover).  Communications  de 
MM.  Barkhausen,  BOrsch,  Finsterwalder,  Hadamard,  Lamb, 
Prandt,  Sommerfeld,  Volterra,  Weingarten. 

5.  Histoire  des  mathématiques;  présidents:  MM.  Cantor  (Hei- 
delberg) et  StSckel  (Kiel).  Communications  de  MM.  von  Braun- 
mûhl,  Dickstein,  EnestrOm,  Favaro,  Gunther,  Lebon,  Loria,  Si- 
mon, P.  Tannery,  Zeuthen. 

6.  Enseignement;  présidents:  MM.  Schubert  (Hambourg^  et 
Treutlein  (Karlsruhe).  Communications  de  MM.  Fehr,  Fricke, 
Greenhill,  Gutzmer,  Loria,  F.  Meyer,  Pietzker,  Schotten,  Simon, 
Stackel,  J.  Tannery,  Thieme. 
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Les  expositions  de  modèles  mathématiques  et  de  publications 
mathématiques  seront  ouvertes  par  MM.  Disteli  (Strasbourgi  et 
Gutzmer  (Jena)  ;  elles  seront  accompagnées  de  communications  et 
de  démonstrations  se  rattachant  spécialement  aux  objets  exposés. 

Congrès  international  des  sciences  ;  St-Louis,  Etats-Unis. 

Les  séances  consacrées  aux  sciences  mathématiques  seront  ou- 
vertes le  20  septembre  1904.  Elles  comprendront  deux  rapports, 
l'un  de  M.  BAcher,  qui  présentera  une  étude  historique  et  criti- 
que sur  les  liens  des  mathématiques  et  des  branches  qui  s'y  ratta- 
chent, tandis  que  celui  de  M.  Pierpont  aura  pour  objet  un  coup 
d'œil  historique  sur  les  progrès  des  mathématiques  du  XIX''  siècle. 

Pour  les  travaux  des  sections  sont  annoncées,  entre  autres,  des 
communications  de  MM.  Picard  et  Maschke  (Section  1,  Algèbre 
et  Analyse),  de  MM.  Darbolx  et  Kdm.  Kasnrr  (la  section  2,  Oéo- 
metrie)  et  de  MM.  Poincaré  et  Boltzmann  (section  3,  Mathémati- 
ques appliquées). 

Association  allemande  pour  ravancement  de  renseignement  des 
sciences  mathématiques  et  naturelles. 

La  IS"**  réunion  annuelle  de  cette  association  a  eu  lieu  du  24  au 
26  mai  dernier  à  Halle.  Nous  nous  bornerons  à  signaler  ici  les  tra- 
vaux qui  intéressent  spécialement  l'enseignement  des  mathémati- 
ques. L'ordre  du  jour  comprenait,  pour  les  séances  générales, 
l'examen  des  thèses  présentées  par  M.  Nath  (Nordhausen:  sur  !a 
{>aleur  éducative  des  mathématiques  dans  renseignement  secon- 
daire supérieur.  Nous  les  reproduirons  dans  un  prochain  numéro. 

Dans  les  séances  de  la  section  des  mathématiques  les  commu- 
nications suivantes  ont  été  présentées  :  Grassmann  (Halle)  :  Flxpli- 
cations  et  démonstrations  concernant  de  nouveaux  modèles  cîné- 
matiques.  —  BOttcher  (Leipzig)  :  Sur  le  théorème  d'Eudoxe.  — 
Geissler  (Charlottenbourgl  :  Sur  un  exposé  intuitif  des  sections 
coniques.  —  Poske  (Berlin)  :  Sur  la  force  centrifuge.  —  Grimsehl 
^Hambourg)  ;  Appareils  pour  l'enseignement  de  la  physique. 

Faculté  des  sciences  de  Paris. 

A  la  suite  de  la  création  de  la  chaire  de  mathématiques  généra- 
les, il  vient  d'être  créé  un  vingt-et-unième  certificat  d'études  su- 
périeures de  sciences  portant  le  titre  de  «Certificat  d'études  supé- 
rieures de  mathématiques  préparatoires  à  l'étude  des  sciences 
physiques  (analyse  et  mécanique)  ». 

Les  certificats  d'études  supérieures  relatifs  aux  sciences  mathé- 
matiques pures  et  appliquées  sont  donc  les  suivants:  Géométrie- 
supérieure.  —  Analyse  supérieure.  —  Calcul  difierentiel  et  inté- 
grai. —  Mécanique  rationnelle.  —  Mécanique  céleste.  —  Astrono- 
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mie. —  Mécaiii(|ue  physique  et  expérimentale. —  Physique  mathé- 
matique. —  Mathématiques  générales, 

On  sait  que  le  diplôme  de  licencié  est  conféré  à  tout  étudiant  qui 
justifie  de  trois  certificats  d'études  supérieures. 

Ecole  technique  supérieure  de  Danzig. 

Il  a  été  créé  une  école  technique  supérieure  à  Danzig.  Elle  sera 
ouverte  au  mois  d'octobre  prochain  et  comprendra  six  divisions  : 
1.  Architecture,  avec  quatre  professeurs  titulaires  ;  2.  Division  des 
ingénieurs  constructeurs,  avec  six  professeurs  ;  3.  Division  des 
ingénieurs  mécaniciens,  y  compris  Télectrotechnique,  avec  six 
professeurs  ;  4.  Marine  et  constructions  navales,  avec  trois  profes- 
seurs ;  5.  Chimie  technique,  avec  quatre  professeurs  ;  0.  Division 
des  sciences  générales  (Mathématiques,  Physique,  Botanique, 
Kconomie  politique.  Droit,  Hygiène,  Langues  et  Littérature  avec 
six  professeurs.  A  côté  de  ces  29  professeurs,  le  personnel  ensei- 
gnant comprendra  encore  10  professeurs  adjoints  et  24  assistants. 

Nécrologie. 

Km.  Sarbac.  —  Un  des  savants  français  les  plus  estimés, 
M.  Emile  Sarrau,  membre  de  TAcadémie  des  sciences  de  Paris, 
est  mort  le  10  mai  190^4.  Répétiteur  d'analyse  à  l'Ecole  poly- 
technique de  1879  à  1882,  Sarrau  était  professeur  de  Mécanique 
dans  ce  même  établissement  depuis  1883.  11  faisait  partie  du  ser- 
vice des  Poudres  et  Salpêtres,  dont  il  devint  l'Inspecteur  général. 
Ses  travaux,  pour  une  bonne  part,  ont  porté  sur  la  Balistique  et 
sur  la  Physique  mathématique. 

Universellement  apprécié  comme  savant  et  comme  ingénieur, 
Sarrau  était  en  outre  un  excellent  professeur  qui  avait  su  conqué- 
rir à  la  fois  le  respect  et  l'afFection  de  ses  élèves.  Il  sera  regretté 
unanimement  de  tous  ceux  qui  ont  pu  le  connaître  et  l'apprécier. 

Wilh.  Weiss.  —  On  annonce  la  mort  de  M.  Wilhelm  Weiss, 
professeur  de  mathématiques  et  de  mécanique  analytique  à  l'Ecole 
technique  supérieure  allemande  de  Prague,  décédé  le  18  juin  der- 
nier, à  l'âge  de  55  ans. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  B.  A.  Bliss  a  été  nommé  professeur  adjoint  à  l'Université  de 
Missouri. 

M.  Maxime  Bâcher  a  été  nommé  professeur  titulaire  de  mathé- 
matiques à  la  Harward  University  (Etats-Unis). 

M.  I>.  BoLTZMANN,  profcsscur  de  Physique  à  l'Université  de 
Vienne,  a  été  nommé  membre  de  l'Académie  des  sciences  deVienné. 

M.  C.  L.  Bouton  a  été  nommé  professeur  adjoint  à  la  Ilarward 
Universitv. 
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M.  CoHX,  privat-docent  à  TUniversité  de  KOnigsherg,  a  été 
nommé  professeur  d'astronomie  à  la  dite  Université. 

M.  Félix  ^^x^ER  a  été  admis  comme  privat-docent  à  runiversîté 
de  Vienne. 

M.  Fatox,  agrégé  des  sciences  mathématiques,  a  été  nommé  as- 
tronome adjoint  à  TObservatoire  de  Paris. 

M.  Em.  Fischer  a  été  admis  comme  privat-docent  à  TFlcole  tecJi- 
nique  supérieure  de  Brûnn  lAutriche). 

M.  Hamv,  astronome  adjoint,  a  été  nommé  astronome  titulaire 
à  rObservatoire  cle  Paris,  en  remplacement  de  M.  Callandreau. 

M.  C.  W.  Haskins  a  été  nommé  instructor  in  niatheinatics  à  la 
Cornell  University. 

M.  IIatzidakis  a  été  nommé  professeur  d'analyse  à  l'Université 
nationale  d'Athènes,  par  le  ministre  de  Tlnstruction  publique. 

M.  H.  LoKENz,  professeur  à  l'Université  de  Gottinji^ue,  a  été 
nommé  professeur  ordinaire  de  mécanique  à  l'Kcole  technique 
supérieure  de  Danzi^. 

M.  Félix  Klein,  professeur  à  l'Université  de  Gottingue,  a  été 
nommé  membre  honoraire  étranger  à  l'Académie  américaine  des 
Sciences  et  Arts  de  Boston. 

M.  J.  U.  Macklev  a  été  nommé  professeur  (jun.)  à  l'Université 
de  Michigan. 

M.  J.  K.  Manchestkh  a  été  nommé  instructor  in  mathernatics  à 
l'Université  de  Minnesota. 

M.  II.  V.  Mangoldt,  professeur  à  l'Kcole  techniijue  d'Aix-la- 
(!!hapelle,  a  été  nommé  professeur  ordinaire  de  mathématiques  à 
l'Ecole  technique  supérieure  de  Danzig,  récemment  créée,  et  il  a 
été  choisi  comme  Recteur  de  cette  Ecole. 

M.  Xewcomb  '  Washington I,  président  du  congrès  international 
de  Saint-Ï^ouis,  a  été  nommé  membre  correspondant  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences  de  Vienne. 

M.  Fr.  Schilling,  professeur  à  l'Université  de  Gottingue,  a  été 
nommé  professeur  ordinaire  de  mathématiques  à  l'Ecole  techni- 
que supérieure  de  Danzig. 

M.  G.  TuMLiHz,  professeur  de  Physique  mathématique  à  l'Uni- 
versité de  Czernowitz  lAutriche  ,  a  été  nommé  membre  cc^rres- 
pondant  de  l'Académie  des  Sciences  de  Vienne. 

M.  Gust.  XiEssL  v.  Mayendorf,  professeur  de  Géodésie  et  d'As- 
tronomie sphérique  à  l'Ecole  technique  supérieure  allemande  de 
Brûnn  (Autriche.',  a  été  nommé  membre  correspondant  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Vienne. 

M.  J.  Valentin  a  été  admis  comme  privat-docent  à  l'Université 
de  Vienne. 

M.  A.  ZnvET  a  été  nommé  professeur  ordinaire  de  mathémati- 
ques à  l'Université  de  Michigan. 
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Les  études  mathématiques  à  TEcole  normale  de  TUniversité 
Columbia  de  New-Tork. 

Nous  avons  sous  les  yeux  le  programme  détaillé,  pour  1904-1905, 
(lu  «  Teachers  Collège  »  de  la  Columbia  Uuiversity  de  New-York. 
Nous  croyons  utile  d'en  tirer  les  notes  qui  suivent  afin  de  donner 
lin  aperçu  des  études  mathématiques  imposées  à  ceux  des  élèves 
i\uï  se  destinent  à  l'enseignement  des  sciences  mathématiques. 

I.e  Teachers  Collège  forme  une  section  de  TUniversité  *  au  même 
litre  que  les  autres  sections,  poursuivant  un  but  professionnel  et 
ayant  pour  objet  le  Droit,  la  Médecine  et  les  Sciences  appliquées. 

La  durée  des  études  est,  au  minimum,  de  quatre  années.  Les 
<leux  premières  sont  consacrées  aux  cours  généraux  du  Collège; 
elles  sont  suivies  de  deux  années  de  cours  spéciaux  d'un  caractère 
professionnel.  Celles-ci  se  terminent  par  le  diplôme  de  Bachelier 
du  Teachers  Collège^  tandis  que  le  cycle  complet  conduit  au  grade 
de  Bachelier  es  sciences  de  l'Université.  Une  fois  gradués,  les  étu- 
diants peuvent  suivre  les  cours  supérieurs  conduisant  aux  diplômes 
de  Maître  es  arts  et  de  docteur  du  Teachers  Collège  et  aux  grades 
<le  l'Université  Columbia. 

Les  conditions  d'admission  sont,  actuellement,  le  diplôme  d'une 
«  Iligh  School  »,  c.-à-d.  d'une  préparation  scolaire  de  douze  ans. 
L'âge  moyen  d'admission  est  de  18  ans.  A  partir  de  juillet  1905, 
les  conditions  seront  :  la  fréquence  de  deux  ans  d'une  école  supé- 
rieure, ou  d'un  collège,  d'une  école  technique  (pour  les  maîtres  de 
travaux  manuels,  de  dessin,  etc.)  ou  d'une  école  normale. 


*  L«»«  établissements  dont  se  compose  la  Columbia  Cniversity  de  New-York,  ou  qui  s'y 
rattachent  sont: 

a)  Collt'gcs  pour  les  non-gradués  :  le  Columbia  Collège  (pour  jeunes  gens;  493  étudiants  en 
19(13-041  ;  le  Barnard  Collège  (pour  demoiselles  :  485  étudiantes). 

b)  Facultés  n'ayant  pas  un  cHractôrc  professionnel  :  Facultés  do  Philosophie,  des  Sciences 
pures  et  des  Sciences  politiques  (au  total  625  étudiants). 

c)  Facultés  ou  Ecoles  d'un  caractère  professionnel  :  Faculté  de  Droit  (384)  ;  Faculté  de 
Mt'decine  (669);  Faculté  des  i?cicncos  appliquées  et  d'architecture  (723)  comprenant  une  Ecole 
des  Mines,  une  Ecole  de  Chimie,  une  Ecolo  d'Ingénieurs  et  une  Ecole  d'Architecture;  le 
Teachers  Collège  (624  étudiants)  érolu  normale  préparant  les  maîtres  pour  toutes  les  bran- 
ches, à  tous  les  degrés,  dfpuis  l'crole  enfantine;  l'Ecole  de  Pharmacie  (346  étudiants). 

La  Columbia  Univcrsity  compte,  en  1904,  4557  étudiants  avec  un  corps  enseignant  do 
585  membres.  Les  cours  de  vacances  organisés  par  l'Université  ont  réuni,  en  été  1903, 
1003  étudiants. 
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Pour  être  admis  à  suivre  les  cours  sur  renseignement  mathé- 
matique dans  les  écoles  élémentaires,  il  faut  posséder  les  con- 
naissances mathématiques  d'un  étudiant  de  première  année,  no- 
tamment TAlgèbre  supérieure,  la  Stéréométrie  et  la  Trigono- 
métrie. 

Nul  n'est  admis  aux  cours  sur  renseignement  mathématique 
dans  les  établissements  secondaires  et  sur  l'Histoire  des  Mathé- 
matiques, s'il  ne  possède  d'une  manière  approfondie  l'Algèbre  sup., 
la  Stéréométrie,  la  Trigonométrie  plane,  la  Géométrie  analytique 
à  deux  dimensions  et  les  éléments  du  Calcul  différentiel  et  inté- 
gral. Il  est  recommandé  aux  étudiants  de  choisir  un  certain 
nombre  de  cours  supérieurs,  notamment  la  Géométrie  projective, 
la  Théorie  des  équations,  l'Analyse  supérieure  et  la  Géométrie 
moderne. 

Les  cours  d'un  caractère  professionnel  destinés  au  premier  cycle 
sont  1**  le  cours  sur  l'enseignement  mathématique  dans  les  éta- 
blissements secondaires,  3  heures  par  semaine,  y  compris  les 
exercices  pratiques  aux  écoles  d'applications  «  High  School  »  et 
M  elementary  School  »  qui  sont  rattachées  au  Tcachers  Collège. 
2**  le  cours  sur  l'enseignement  des  mathématiques  élémentaires 
(pour  les  huit  premiers  degrés),  facultatif  pour  ceux  qui  se  pré- 
parent à  l'enseignement  secondaire  ou  supérieur,  2  heures  par 
semaine  y  compris  les  exercices  à  l'école  d'application  ;  3°  le  cours 
sur  rilistoire  des  mathématiques,  2  heures  par  semaine. 

Pour  être  admis  aux  cours  supérieurs  sur  l'Histoire  et  l'ensei- 
gnement des  mathématiques,  il  fîiut  satisfaire  aux  conditions  ci- 
dessus  et  posséder  le  grade  de  Bachelier.  A  cùté  de  ces  cours 
l'étudiant  continuera  ses  études  des  mathématiques  supérieures; 
il  suivra  entre  autres  les  leçons  sur  la  Théorie  des  groupes,  la 
Théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe,  les  équations  dif- 
férentielles et  la  Mécanique  analytique. 

Les  cours  d'un  caractère  professionnel  sont  pendant  cette  pé- 
riode 1°  les  conférences  et  2**  le  séminaire,  mentionnés  ci-dessous 
Dès  ce  moment  les  recherches  personnelles  et  les  lectures  prennent 
une  place  de  plus  en  plus  importante.  A  cet  effet  les  étudiants 
trouvent  à  la  Bibliothèque  de  l'Université,  qui  compte  plus  de 
350,000  volumes,  la  plupart  des  ouvrages  et  périodiques  mathéma- 
tiques. 

Voici,  d'une  part,  les  cours  du  Collège  des  maîtres  : 

1.  Théorie  et  pratique  de  renseignement  mathématique  dans 
les  écoles  élémentaires;  prof.  D.-Kug.  Smith. 

2.  Théorie  et  pratique  de  l'enseignement  mathématique  dans  les 
établissements  secondaires;  prof.  D.-E.  Smith. 

3.  Conférences  sur  l'Histoire  et  l'enseignement  des  mathéma- 
tiques :  Prof.  D.-K.  Smith.  —  Les  étudiants  sont  appelés  à  prendre 
une  part  directe  à  ces  conférences:  elles  sont  établies  sur  le  pro- 
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gramme  suivant  :  étude  et  discussion  de  problèmes  spéciaux, 
tels  que  le  développement  historique  clés  mathématiques  dans 
certaines  périodes,  considérations  théoriques  sur  l'enseigne- 
ment scientifique,  développement  et  état  actuel  des  méthodes  de 
résolution  envisagées  d'après  les  mathématiques  modernes,  les  di- 
verses méthodes  de  traiter  certains  sujets  dans  l'enseignement  se- 
condaire et  dans  les  Collèges.  A  noter  ce  passage  dont  l'impor- 
tance n'échappera  à  personne  :  «  Pour  suivre  ce  cours  il  est  indis- 
pensable que  l'étudiant  sache  lire  l'allemand  ou  le  français,  de 
préférence  les  deux  ». 

4.  Séminaire  de  l'Histoire  et  de  l'enseignement  des  mathéma- 
tiques :  Prof.  D.-E.  SMrrH.  —  Ce  séminaire  constitue  un  complé- 
ment aux  conférences  ci-dessus  ;  il  est  destiné  a  initier  l'étudiant 
aux  recherches  personnelles  en  vue  d'un  travail  de  thèse. 

5.  Mathématiques,  A  :  Géométrie,  Algèbre  et  Trigonométrie  : 
Prof.  BiKLE.  —  Géométrie  :  Stéréométrie  et  Géométrie  de  la  sphère. 
—  Algèbre  :  équations  indéterminées,  variation,  progressions, 
permutations  et  combinaisons,  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés et  applications,  théorie  élémentaire  des  logarithmes.  — 
Trigonométrie  :  Définitions  et  propriétés  des  fonctions  trigono- 
métriques,  les  principales  formules  trigonométriques,  usage  des 
tables,  résolution  des  triangles,  exercices  pratiques. 

H.  Mathématiques,  B.  Mathématiques  de  la  vie  pratique  (Eco- 
nomie mathematics)  ;  Prof.  Smith  et  M.  Upton.  — Ce  cours estdes- 
tiné  à  ceux  qui  n'ont  pas  Tintention  de  se  spécialiser  dans  l'ensei- 
gnement des  mathématiques;  il  comprend  :  1°  l'étude  de  l'arith- 
métique (pratique)  dans  ses  rapports  avec  l'Algèbre  et  la  Géomé- 
trie; 2**  une  introduction  aux  mathématiques  supérieures,  y  com- 
pris les  éléments  du  Calcul  infinitésimal,  <»n  vue  de  donner  un 
aperçu  des  applications  élémentaires  usuelles  et  de  montrer  où 
doivent  conduire  les  leçons  des  écoles  primaires  et  secondaires; 
3®  un  bref  aperçu  de  l'Histoire  et  de  l'enseignement  des  mathéma- 
tiques. Il  sera  insisté  tout  particulièrement  sur  les  liens  qui  existent 
entre  les  matières  du  cours  et  les  mathématiques  de  l'enseigne- 
ment élémentaire,  ainsi  que  sur  leurs  rapports  avec  les  applica- 
tions usuelles  dans  la  science,  les  travaux  manuels,  les  arts  et  la 
vie  journalière. 

7.  Histoire  des  Mathématiques  ;  Prof.  SMrrn.  —  Le  but  de  ce 
cours  est  de  donner  une  vue  générale  du  développement  histo- 
rique des  diverses  branches  des  mathématiques  élémentaires  : 
Arithmétique,  Algèbre,  Géométrie  synthétique.  Géométrie  ana- 
lytique. Trigonométrie  et  Calcul  infinitésimal  envisagées  depuis 
l'antiquité  jusqu'à  nos  jours.  11  est  également  donné  un  bref  aperçu 
du  développement  des  mathématiques  supérieures  pendant  le  19'°'^ 
siècle.  Ce  cours  est  destiné  tout  particulièrement  à  ceux  qui  ont 
en  vue  l'enseignement  des  mathématiques,  afin  de  leur  montrer  la 
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science  dans  son  évolution  et  de  faire  ressortir  les  causes  aux- 
quelles sont  dues  son  développement  ou  les  périodes  d'arrêt  aux 
difTérentes  époques. 

Voici,  d'autre  part,  les  cours  qui  sont  mis  à  la  disposition  des 
étudiants  du  Teachers  (Collège  : 

A)  Par  le  Columhia  Collège  (Collège  de  jeunes  gens-  :  Algèbre. 

—  Trigonométrie.  —  Géométrie  analytique.  —  Calcul  différentiel 
et  intégral.  —  Géométrie  projective.  —  Algèbre  supérieure.  — 
(léométrie  analytique  à  trois  dimensions.  —  Kléments  de  la  théo- 
rie des  équations  différentielles. 

Bl  Par  le  Batnard  Collège  (Collège  de  demoiselles)  :  Géométrie 
analytique.  —  Kléments  du  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Théo- 
rie des  équations.  —  Géométrie  projective.  —  Mécanique  théo- 
rique. 

C'  Par  la  Faculté  des  Sciences  :  Analyse  supérieure.  —  Théorie 
des  fonctions  d'une  variable  complexe.  —  Application  du  Calcul 
infinitésimal  à  la  théorie  des  surfaces  et  des  courbes  gauches. 

—  Théorie  des  groupes.  —  Théories   modernes  de  la  géométrie. 

—  Théorie  des  invariants.  —  Séries  et  produits  infinis. 

On  voit,  d'après  ce  court  exposé,  que  le  Teachers  Collège  de 
New-York  nVst  pas  une  école  d'un  caractère  professionnel,  au 
sens  restreint  de  ce  terme,  se  proposant  de  former  dans  le  plus 
bref  délai  possible  des  maîtres  pouvant  enseigner  l'A  B  C  des  ma- 
thématiques. Le  tableau  des  cours  et  des  conférences,  ainsi  que  le 
plan  d'études,  montrent  au  contraire,  qu'àcùté  des  directions  pra- 
tiques concernant  leur  carrière,  les  futurs  maîtres  reçoivent  une 
excellente  culture  générale  en  mathématiques  et  qu'il  leur  est 
donné  l'occasion  de  s'intéresser  à  des  branches  spéciales  suivant 
leur  .goût  personnel.  Le  lecteur  aura  également  remarqué  l'impor- 
tance que  l'on  attache  dans  les  plans  d'études  au  développement 
historique  de  la  science. 

Mais  cet  exposé  donne  non  seulement  une  idée  de  la  façon  dont 
on  a  résolu  le  problème  si  délicat  de  la  formation  des  maîtres 
de  l'enseignement  élémentaire  et  secondaire,  il  montre  aussi 
qu'aux  Etat-Lnis  on  a  bien  compris  que  pour  avoir  de  bonnes 
écoles,  il  fa  ut  y  en  première  ligne,  s'assurer  un  choir  d'excellents 
maîtres, 

IL  Fkhr. 
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Cours  universitaires*. 

Semestre  d'hiver  1904-1905. 

ÉTATS-UNIS  D'AMÉRIQUE 

Cours  annoncés  pour  Tannée  universitaire  lUOk-lUO.'). 

Universityof  California  (Berkeley,  Cal.)  —  By  Professer  I.  String- 
ham;  Theory  of  functions  of  a  complex  variable,  three  hours; 
Logic  of  matheniatics,  three  hours;  Seniinar,  two  hours.  —  By 
Professer  G.  C.  Kdwards:  Differential  équations,  three  hours.  — 
By  Professer  M.  W.  Haskell:  Elliptic  and  ether  spécial  functions 
ffirst  half  year  ,  three  hours;  Analytic  projective  geometry,  three 
hours  ;  Quaternions  (second  half  year),  three  hours.  —  By  Profes- 
ser C.  A.  Noble;  Theory  of  équations,  two  hours;  Advanced 
analytic  geometry  "first  half  year),  three  heurs;  Differential 
geometry,  three  hours.  —  By  Mr.  A.  \V.  Whitney:  Theory  ofpro- 
habilities,  one  heur.  —  By  Dr.  D.  N.  Lehmer:  Synthetic  geometry 
(first  half  year),  three  hours;  Theory  of  numhers,  three  hours.  — 
By  Dr.  T.  M.Pltnam:  Partial  differential  équations  [first  half  year); 
two  heurs;  Theory  of  greups  (second  half  year),  three  heurs. 

.  Clark  University  Worcester,  Mass.).  —By Professer \V.  E.  Story: 
Advanced  analytic  geometry,  five  heurs;  Algebraic  invariants 
;first  half  year;,  two  hours;  Finite  différences  (second  half  year!, 
two  hours;  Seminar.  —  By  Professer  H.  Tarer:  Theory  of  func- 
tions and  elliptic  functions,  five  hours;  Transformation  greups 
fsecond  half  year),  two  hours;  Seminar.  —  By  Mr.  J.  de  Perott: 
Theory  of  numbers  (first  half  year),  two  heurs;  Algebraic  substi- 
tutions and  their  application  te  ihe  theory  of  équations  (second 
half  year',  two  hours. 

Comell  University  (Ithaca,  New-York) .  —  By  ProfessorL.  A.  Wait: 
Advanced  analytic  geometry,  three  heurs;  Advanced  differential 
calculus,  three  heurs.  —  By  Professer  J.W.  Jones:  Algebra,  three 
hours. —  By  Professer  J.  McMahon:  Algebraic  plane  curves,  three 
hours;  Theory  of  potential  and  spherical  harmonies,  two  hours. 
—  By  Professer  J.-H.  Tanner:  Theory  of  équations,  two  hours.  — 


'  Nous  prions  nos  collègues  des  Universités  et  Ecoles  techniques  supérieures  de  bien 
vouloir  insister  auprès  du  Secrétariat  de  l<'ur  établissement  pour  que  la  liste  des  cours,  les 
thèses  (dissertations)  et  les  communiqués  pouvant  intéresser  les  mathématiciens  soient 
adressés  régulièrement  et  dans  le  plus  bref  délai  possible  à  M.  H.  Kkiiii,  Directeur  de 
r Enseignement  Mathématique^  19,  rue  Gcvray,  Genève. 


318  NOTES  ET  DOCUMENTS 

By  Professer  J.  I.  Hutchinsox  :  Projective  geometry,  two  hours; 
Theory  of  functions,  three  hours.  —  By  Professor  V.  Snyder  :  Ele- 
mentary  differential  équations,  two  hours.  —  By  Dr.  W.  B.  Fitb: 
Theory  of  groups,  three  hours;  Defînite  intégrais,  two  hours.  — 
By  Dr.  C.  N.  Haskins  :  Advanced  differential  équations,  three  hours; 
Calculus  of  variations,  two  hours.  The  Olivier  matheinatical  club 
will  hold  weekly  sessions. 

University  of  Minnesota  (Minneapolis).  —  By  Professor  J.  F. 
Dovvney:  Advanced  calculus  (fîrst  semester),  three  hours;  Curve 
tpacing  (second  semester  i,  three  hours.  —  By  Professor  G.N.  Bauer: 
Déterminants  and  solid  analytic  geometry,  three  hours.  —  By 
Dr.  J.  E.  Manchester  :  Differential  équations,  three  hours. — By 
Professor  F.  P.  ï.eavexworth  :  Method  of  least  squares  (fîrst  semes- 
ter), three  hours.  —  By  Professor  H.  T.  Eddy:  Fourier's  séries 
and  spherical  harmonies  (fîrst  semester),  three  hours;  Theorelical 
mochanics,  three  hours. 

University  of  Nebraska  (Lincoln).  —  By  PiM)fessor  \V.  E.  Davis: 
Number  theory,  Three  hours  (first  semester);  Finite  différences, 
three  hours  (second  semesterl.  —  By  Professor  Candy  :  Analytic 
geometry,  three  hours  ;  Differential  équations,  three  hours.  —  By 
Professor  Moritz  :  Mathematical  pedagogy,  three  hours.  —  ByMr. 
H.  A.  MoRRisoN  :  Algebra,  three  hours. 

University  of  Pennsylvania  (Philadelphia).  —  By  Professor  E.  S. 
Crawley:  Advanced  methods  of  plane  analytic  geometry,  two 
hours;  Tlieoryof  numbers,  three  hours.  —  By  Professor  G.  E.  Fis- 
HER  :  Differential  équations,  two  hours;  Theory  of  functions  of  a 
complex  variable  (first  h»lf  yeari,  three  hours;  Elliptic  functions 
(second  half  year),  three  hours.  — By  Professor  I.J.  Schwatt: 
Theory  of  functions  of  a  real  variable,  three  hours.  —  By  Dr.  G. 
Hallett:  Theory  of  surfaces,  two  hours;  Theory  of  groups,  two 
hours.  —  By  Dr.  B.  S.  Easton:  Theory  of  higher  équations,  two 
hours;  Algebra  (Xetto's  book  will  be  read  in  German),  one  hour, 
—  By  Dr.  F.  H.  Safford:  Fourier  s  séries  and  spherical  harmonies, 
three  hours.  —  By  Dr.  L.  I.  Neikirk:  The  Galois  theory  of  équa- 
tions, two  hours;  An  introduction  to  the  theory  of  modular  func- 
tions, two  hours. 

Princeton  University  (New  Jersey i.  —  By  Professor  II.  B.  Fine: 
Hllements  of  the  theory  of  functions;  Theory  of  functions  of  a 
complex  variable  ;  Ordinary  differential  équations.  —  By  Professor 
II.  D.  Thompson:  Theory  ofcurves  and  surfaces;  Advanced  infini- 
tésimal geometry  ;  Spécial  topics  in  metrical  geometry.  —  By 
Professor  E.  G.  Lovett  :  Partial  differential  équations  (second 
semester);  Lie's  transformation  groups  and  applications;  Analytic 
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inechanics.  —  By  Mr.  A.  H.  Wilsox:  Elliplic  fiinctions.  —  By  Dr. 
GiLLESPiE  :  Theory  of  substitutions  and  of  invariants.  —  By  Dr. 
L.  P.  Kisenhart:  Déformation  of  surfaces  (second  semester)  ; 
Congruences  and  complexes  ^second  half  year  l  —  Each  course  is 
given  two  hours  a  week. 

Stanford  Dniversity  iPalo  Alto,  San  Francisco,  Calif.l.  By  Pro- 
fessor  H.  L.  Green  :  Theory  of  équations,  three  hours;  Modem 
analytic  geometry,  two  hours.  —  By  Professer  G.  A.  Miller  :  Ele- 
nientary  theory  of  groups,  three  hours  ;  Projective  geomelry,  two 
hours  ifirst  semester);  Theory  of  numbers,  two  hours  (second 
semester I.  —  By  Professor  H.  F.  Blichfeldt:  Difï'erential  équa- 
tions, three  hours.  —  By  Professor  L.  M.  Hoskixs  :  Theoretical 
mechanics,  five  hours. 

Syracuse  University  (New-York;.  —  By  Professor  W.  H.  Metzler  : 
Advanced  analytic  geometry  (first  half  yeari,  three  hours;  Modem 
geometry  'second  half  year),  three  hours  ;  FMliptic  intégrais  and 
elHptic  functions,  three  hours;  General  theory  of  functions  of  a 
complex  variable,  three  hours.  —  By  Professor  E.  D.  Roe:  Sym- 
nietric  functions  and  invariants,  three  hours;  Advanced  calculus 
and  differential  équations,  three  hours;  Analytic  mechanics,  three 
hours;  Theory  of  équations,  thrèe  hours;  Analytic  trigonometry 
first  half  year],  one  hour;  Déterminants  (second  half  year),  one 
hour.  —  By  Professor  W.  G.  Bullard:  Projective  geometry  and 
higher  plane  curves,  three  hours. 

University  of  Virginia  l-harlottesville,  Virg.).  —  By  Professor 
\V.  H.  EcHOLs:  Theory  of  functions,  three  hours;  Geometry,  three 
hours. — By  Professor  J.  M.  Page:  Differential  équations,  three 
hours;  Differential  geometry,  three  hours.  By  Mr.  W.  B.  Stone: 
Advanced  differential  and  intégral  calculus,  three  hours. 

University  of  Wisconsin  (Madison,  Wisc.i.  —  By  Professor  C. 
V.  Van  Velzer:  DifTorential  équations,  three  hours;  Theory  of 
numbers,  two  hours.  —  By  Professor  C.  S.  Slichter:  Theoretical 
mechanics,  three  hours;  Newlonian  potential  function,  two  hours; 
Theoretical  hydrodynamics,  two  hours.  —  By  Professor  E.  B.  Skix- 
ner:  Quaternions,  three  hours;  Differential  geometry  (first  semes- 
ter ,  three  hours;  Theory  of  invariants,  two  hours;  Theory  of 
groups  of  a  finite  order,  three  hours.  —  By  Professor  L.  W.  Dow- 
lixg  :  Projective  geometry,  two  hours;  Theory  of  functions,  two 
hours;  Advanced  projective  geometry,  two  hours. 

iSummer  session].  —  By  Professor  C.  S.  Slichter:  Differential 
équations;  Analytic  mechanics.  — By  Professor  L.  W.  Dowlinc;  : 
Invariants;  Theory  of  functions.  —  Each  course  will  be  given  fîve 
hours  a  week. 
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ILES-BRITANNIQUES 

Bangor.  University  Collège  ofNorth  H'« /es  (1904-1905).  —  Malhc- 
inatics.  Prof.:  G.  II.  Bryan;  Assistant  Lectnrer:  Harold  Hilton. 

—  I.  Intermediate  Course:  Geometry,  Algebra,  Plane  Trigono- 
inetry,  3  h.  —  II.  Final  Courses:  A.  Pure  matheniatics,  ordinary 
course:  Algebra,  Trigonometry,  Geometry,  Diff'erential  and  Inté- 
gral Calculus,  3  h.  —  Spécial  course  :  Pure  coordinate  Geometry, 
DifFerential  and  intégral  Calculus,  Elementary  DifFerential  Equa- 
tions, Solid  Geometry,  spherical  Trigonometry,  3.  —  B.  Applied 
matliematics.  Ordinary  course:  Dynamics,  statics,  Plane  Aslro- 
nomy,  3  h.  —  Spécial  course:  Analytical  statics,  Uniplanar  rigid 
Dynamics,  Hydrostatics,  Dynamics ofaParticle, 3  h.  —  lII.Honours 
course. 

Edinburgh.  (University).  — Prof.  Chrystal:  Sen.  Matheniatics. 

—  Prof.  Chrystal  et  Ch.  Tweedie:  Math.  Intermediate  Honours; 
Adv.  Hon.  —  IIorsblrgh:  Math.,  Interm.  Honours,  Technical 
Division.  — Prof.  Mac  Grec;or:  Natural  Philosophy,  nat.  Phil.  et 
Applied  mathem.  ;  Honours;  Thermodynamics.  —  D'"Kxott:  Dyna- 
mics, Applied  math.,  Advanced  science. —  Copeland  a.Halm  :  Aslro- 
noniy. 

Oxford.  (University).  —  Mathematics,  Lecture  List  forMichaelmas 
Term.  begin  17  oct.  1904.  —  VVayndete  Professor  of  Pure  Mathe- 
matics, E.  B.  Elliott:  Theory  ofNumbers,  2hours  ;  Infinité  Séries 
and  Products,  1  hour.  —  Savilian  Professor  of  Astronomy,  H.  H. 
Tirner:  Elementary  Mathematical  Astronomy, 2 hours.  — Profes- 
sor TuRNER  and  H.  C.  Plummer:  Practical  Work.  —  Savilian  Pro- 
fessor of  Geometry,  W.  Esson:  Analytic  Geometry  of  Plane  Curves, 

2  hours;  Synthetic  Geometry  of  plane  Curves,  1.  —  Sedleian  Pro- 
fessor of  Natural  Philosophy,  A.  E.  H.  Love:  Harmonie  Analysis, 

3  hours.  —  C.  E.  Haselfoot:  Algebra,  2  hours.  —  C.  Leudesdorf: 
Projective  Geometry  (elementary),  3  hours.  —  A.  E.  Jolliffe: 
Analytical  Geometry,  2  hours.  —  J,  W.  Russell  :  Diflerential  Cal- 
culus, 2  hours. —  R.  F.  McNeile:  Curve  Tracing,  1  hour. — 
A.  L.  Pedder:  Problems  in  Pure  Mathematics,  1  hour. — C.  II. 
SaiMpson  :  Iligher  Solid  Geometry,  2  hours —  J.  E.  Campbell: 
DifFerential  Equations,  2  hours.  —  C.  II.  Thompson:  Intégral  Cal- 
culus, 2  hours.  —  M.  H.  Hayes  :  Analytical  Statics,  3  hours.  — 
A.  L.  DixoN  :  Hydrostatics,  1  hour.  —  H.  T.  Gerrans  :  Tridimen- 
sional  Rigid  Dynamics,  2  hours.  —  P.  J.  Kirkby  :  Attractions  and 
Electrostatics,  2  hours. 
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H.  Bruns.  —  Grundlmien  des  wUsenschaftlichen  Rechnens.  —  1  vol. 
broché  in-go,  159  p.,  prix  :  Mk.  3,40;  B.  G.  Teubner,  Leipzig,  1903. 

Cet  ouvrage  contient  les  notions  que  l'auteur  donne  en  substance  aux  audi- 
teurs de  son  séminaire  sur  les  calculs  scientifiques,  dans  son  enseignement 
de  l'astronomie  à  l'Université  de  Leipzig.  On  doit  saluer  cette  publication 
avec  reconnaissance,  car  elle  comble  une  lacune.  On  possédait  en  effet,  pour 
les  calculs  plus  usuels,  un  bon  guide  dans  l'ouvrage  de  M.  Luroth,  Vorlesun- 
gen  ûber  numerisches  Rechnen  (Leipzig  1900)  ;  mais  pour  les  calculs  spéciaux 
usités  en  astronomie,  il  fallait  aller  chercher  les  éléments  de  l'enseignement 
dans  une  foule  d'ouvrages,  surtout  dans  ceux  de  Gauss,  dans  les  «  Astrono- 
mîsche  Âbhandlungen  »  d'EncKB,  et  dans  le  guide  du  calculateur  Bogcardi. 
M.  le  professeur  Bruns  a  donc  rendu  un  grand  service,  non  seulement  aux 
étudiants,  mais  à  ceux  qui  sont  appelés  à  donner  cet  enseignement  spécial, 
en  condensant  ces  matières  en  un  ensemble  à  la  fois  très  concis  et  très 
complet. 

M.  Bruns  donne  à  son  sujet  le  titre  de  «  calcul  scientifique  u  et  il  parle 
d'une  façon  générale,  non  de  1'  «  art  de  calculer  »  mais  de  la  «  technique  du 
calcul  »  ;  en  quoi  il  a  parfaitement  raison,  le  calcul  n'ayant  pas  les  caractères 
d'un  «  art  o,  mais  demandant  pour  être  bien  conduit,  une  technique  particu- 
lière. L'auteur  donne  dans  son  introduction  quelques  indications  historiques 
sur  le  développement  du  calcul  scientifique.  Il  y  joint  quelques  conseils  sur 
la  manière  d'ordonner  les  calculs  puis  sur  le  mode  conventionnel  d'écrire  les 
logarithmes  et  d'indiquer  le  signe  des  nombres  correspondants.  Ces  conseils 
sont  excellents  et  devraient  être  universellement  suivis.  Une  longue  pratique 
du  calcul,  d'après  ces  règles  qui  ont  été  introduites  par  Gauss,  nous  a  cou- 
vaincu  de  leur  utilité  et  de  leur  importance  pratique.  Vient  ensuite  l'exposé 
dn  plan  même  de  l'ouvrage,  plan  développé  dans  les  chapitres  suivants.  La 
place  dont  nous  disposons  ici  ne  nous  permet  naturellement  que  d'en  donner 
un  bref  aperçu  d'après  la  table  des  matières. 

•  Le  premier  chapitre  est  consacré  aux  généralités  sur  les  différences  et  les 
sommes  ;  le  deuxième  traite  de  l'interpolation  appliquée  aux  tables,  tables 
astronomiques  et  tables  d'éphémérides  ;  le  troisième  est  consacré  à  la  diffé- 
rentiation  numérique  et  les  trois  suivants  à  l'intégration  numérique.  Puis 
viennent  successivement  dans  les  derniers  chapitres  :  les  séries  trigonomé- 
triques,  les  formules  récurrentes  et  l'interpolation  prise  dans  un  sens  étendu 
et  comprenant  un  rapide  exposé  de  la  méthode  des  moindres  carrés. 

C'est,  comme  on  le  voit,  le  champ  complet  du  calcul  scientifique  appliqué 
aux  problèmes  qui  se  posent  aux  astronomes.  L'exposé  est  fait  avec  méthode 
d'une  façon  claire  et  succincte  en  même  temps.  L'auteur  traite  en  passant  une 
quantité  de  sujets  intéressants  qu'il  n'est  pas  possible  de  mentionner  ici 
tout  au  long.  Signalons  seulement  en  passant  l'importance  qu'il  attribue, 
avec  raison,  aux  machines  à  calculer  dont  il  voudrait  voir  l'emploi  se  géné> 
raliser  dans  les  observatoires. 

R.  Gautier  (Genève). 

L^nfteigaement  mathém.,  ••  année  ;  1904.  21 


322  BIBLIOGRAPHIE 

E.  Delsol.  —    Principes  de  Géométrie.  —  1  vol.  în-S»  de  96  pages;  Prix  : 

3  fr.;  C.  Naud,  Paris. 

Ce  volume  est  un  ouvrage  de  philosophie  qui  ajoute  aujç  conceptions  mé- 
taphysiques stériles  où  certains  esprits  paraissent  se  complaire  bien  qu'elles 
soient  ruinées  par  les  découvertes  de  la  science  véritable.  Exposer  la  géo- 
métrie sans  hypothèses,  tel  est  le  but  poursuivi. 

Je  ne  puis  guère  faire  autre  chose  que  de  citer  quelques-uns  des  passages 
qui  frappent  le  plus  dès  les  premières  pages  du  livre. 

a  Dans  toutes  les  sciences,  à  mesure  qu'elles  progressent  et  qu'elles 
<c  s'élèvent  des  considérations  particulières  à  des  idées  plus  générales,  les 
«  théories  se  simplifient,  les  hypothèses  auxquelles  notre  ignorance  nons 
((  avait  forcés  d'avoir  recours  disparaissent  l'une  après  l'autre  et  Ton  voit  se 
f  dégager  peu  à  peu  un  ou  plusieurs  principes  généraux  d'où  tout  dérive,  s 

Je  crois  que  ceci  est  bien  contestable.  Certes,  il  y  a  des  théories  qui  se 
simplifient  et  des  hypothèses  qui  disparaissent,  mais  l'idée  de' simplicité  est 
toute  relative.  Je  veux  dire  par  là  que  si  le  but  de  la  science  semble,  dans 
beaucoup  de  cas,  être  la  recherche  de  lois  simples,  on  ne  peut  conclure 
a  priori  qu'il  existe  je  ne  sais  quelle  unique  simplicité  d'où  tout  doit  forcé- 
ment découler. 

Les  principes  généraux  d'où  tout  dérive,  n'existent,  je  le  crois  bien,  que 
pour  les  métaphysiciens  ;  certes,  au  delà  des  lois  formulées  à  l'aide  de 
l'expérimentation,  la  raison  pure  peut  effectuer  un  prolongement  mais  elle 
le  peut  d'une  foule  de  manières  différentes,  tout  comme  ces  fonctions  non 
analytiques  bien  déterminées  dans  un  domaine  et  qui,  de  l'autre  côté  d'une 
coupure,  peuvent  être  continuées  d'une  infinité  de  manières  arbitraires. 

M.  Delsol  dit  que  la  Géométrie  générale  doit  éveiller  la  méfiance  parce 
qu'elle  va  multipliant  les  hypothèses  !  Il  m'avait  plutôt  semblé,  je  l'avoue, 
que  la  Géométrie  en  question  avait  fait  table  rase  d'un  bon  nombre  d'entre 
elles  ! 

Si  maintenant  nous  quittons  les  considérations  philosophiques  prélimi- 
naires pour  examiner  l'argumentation  mathématique  de  l'auteur,  nous  de- 
vons reconnaître  qu'il  y  déploie  une  grande  ingéniosité. 

Il  considère  le  monde  extérieur  comme  divisible  en  parties  et  évite  très  adroi- 
tement de  raisonner  sur  ces  parties  elles-mêmes  demandant  seulement  qu'on 
considère  ce  qui  les  sépare.  Il  arrive  ainsi  à  la  notion  de  nombre.  En  ceci  il  se 
défend  de  faire  une  hypothèse.  Son  travail  gagnerait  beaucoup,  à  mon  avis, 
s'il  disait  précisément  le  contraire,  et  si,  posant  sa  conception  en  hypothèse, 
il  en  cherchait  logiquement  les  conséquences.  Je  ne  puis  le  suivre  ici  plus 
longuement  dans  ses  définitions  au  sujet  de  l'espace  et  dans  la  manière  de 
passer  des  grandeurs  arithmétiques  aux  grandeurs  géométriques. 

Je  crois  que  ce  travail  intéressera  beaucoup  les  partisans  de  la  Science  an- 
thropomorphique  ;  je  ne  puis  que  regretter  qu'il  ne  soit  pas  une  marche  en 
avant  dans  les  admirables  champs  rendus  plus  féconds  encore  par  les  récents 
travaux  d'hommes  comme  M.   Poincaré  et  M.  Hilbert. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

Â.  Faifofer.   —   Eléments  de  Géométrie,   à  l'usage  des  élèves  de  l'Ensei- 
gnement moderne  et  des  Lycées.  Traduction  de  la  treizième  édition  ita- 
lienne, par  Fr.  Talanti.  —  1  vol.  in-8<»,  de  580  pages.  Prix  :  5  fr.  Nony, 
Paris,  1903. 
Cet  ouvrage,  qui  a  eu  un  si  prodigieux  succès  en  Italie,  est  d'un  caractère 


BIBLIOGRAPHIE  323 

absolumeot  élémentaire.  Il  ne  contient  rien  des  théorèmes  de  la  Géométrie 
moderne,  si  ce  n'est,  par-ci,  par-là,  quelque  brève  indication  en  petits  ca- 
ractères et  au  bas  d'une  page,  mais  s'il  ne  sort  pas  du  cycle  des  théories 
classiques  les  plus  élémentaires  ;  il  expose  celles-ci  avec  une  conscience  peu 
ordinaire  et  l'auteur,  tout  en  se  limitant  à  son  programme,  montre  qu'il  voit 
les  choses  de  fort  haut. 

Tout  d'abord  le  professeur  vénitien  n'hésite  pas,  pour  rendre  la  tâche  plus 
facile  aux  élèves,  à  admettre  comme  postulats  tous  les  faits  géométriques 
^qui  semblent  évidents  au  débutant  mais,  à  chaque  fois,  il  le  fait  expressé- 
ment remarquer,  si  bien  que  l'élève  que  ces  remarques  n'auront  nullement 
embarrassé  au  début  pourra,  lorsqu'il  sera  plus  savant,  exercer  son  scepti- 
cisme en  relisant  les  premières  pages  du  traité  qui  l'aura  initié. 

Le  fameux  postulat  d'Euclide  joue  le  rôle  que  tous  les  savants  s'accordent 
maintenant  à  lui  faire  jouer  :  celui  d'une  définition.  L'auteur  conserve  l'an- 
cienne division  de  la  Géométrie  en  Planimétrie  et  en  Stéréométrie,  mais  il 
n'est  pas  pour  cela  en  désaccord  avec  certains  auteurs  modernes  tels  que 
M.  Méray,  car  ses  chapitres  sont  divisés  de  telle  sorte  qu'on  peut,  comme 
il  l'indique  dans  une  note,  passer,  si  on  le  désire,  de  l'étude  du  plan  à  celle 
de  l'espace. 

Plus  d'un  millier  d'exercices  offre  un  vaste  champ  d'applications  variées 
et  intéressantes  ;  c'est  là  un  ouvrage  d'initiation  facile  pour  les  élèves  et  un 
guide  éclairé,  parce  que  savant  au  fond,  pour  les  professeurs. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

A.  FuHRMAKH.  —  Banwissenschaftiiche  Anwendangeii  der  Integralrech- 
nang.  —  Teil  lY  der  Anwendungen  der  Infinitesimalrechnung  in  den  Na- 
turwissenschaften,  im  Hochbau  und  in  der  Technik. —  1  vol.  in-8®  de  300 
pages  ;  W.  Ernst  und  Sohn.  Berlin,  1903. 

L'ouvrage  du  savant  professeur  de  Dresde  ne  peut  être  examiné  sans  un 
étonnemcnt  profond.  Il  a  trait  aux  intégrales  simples  et  multiples  et  aux 
équations  différentielles  du  premier  et  du  second  ordre,  mais  ne  ressemble 
en  rien  aux  traités  d'analyse  qui  traitent  savamment  de  ces  questions.  Tous 
les  objets  qui  nous  sont  familiers,  tonneaux,  meules  de  foin,  colonnes,  toits, 
voûtes  sont  immédiatement  mis  à  contribution  pour  faire  du  calcul  intégral 
avec  une  prodigieuse  élégance  et  une  facilité  qui  déconcerte  absolument.  A 
en  juger  par  le  titre  de  l'ouvrage  on  pourrait  croire  tout  d'abord  que  l'au- 
teur se  propose  surtout  de  mettre  le  calcul  intégral  à  la  portée  des  prati- 
ciens, mais  il  atteint  en  même  temps  le  résultat  d'initer  au  calcul  intégral 
toute  personne  qui  jurait  reculé  devant  la  sécheresse  apparente  que  certains 
ouvrages  lui  laisseiU  au  début  et  ce,  je  le  répète,  sans  exiger  aucun  effort 
et  sans  paraître  rien  demander  à  l'abstraction.  Après  avoir  effectué  d'in- 
nombrables quadratures  et  rectifications  à  propos  d'objets  dans  le  genre  de 
ceux  mentionnés  plus  haut,  l'auteur  passe  aux  centres  de  gravité  et  aux  mo- 
ments d'inertie,  puis  parle  rapidement  de  l'élasticité,  des  courbes  de  défor- 
mation dans  les  constructions  de  métal  ou  de  pierre,  des  pressions  suppor- 
tées par  les  digues,  etc.,  etc*...  en  ne  laissant  jamais  voir  qu'il  côtoie  des 
théories  difficiles.  Le  même  esprit  se  continue  jusqu'à  la  fin  du  livre,  don- 
nant un  bel  exemple  de  vulgarisation  analytique  et  de  finesse  géomé- 
trique. 

A    BuHL  (Montpellier). 
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C.  GUICHA.RD.  —  Traité  de  Géométrie.  —  Deuxième  partie  :  Compléments. 
1  vol.  in-8»  de  430  p.  Nony,  Paris  1903. 

Les  compléments  publiés  aujourd'hui  par  le  savant  professeur  de  l'Uni- 
versité de  Clermont  terminent  l'ouvrage  entrepris  par  lui  sur  la  Géométrie 
élémentaire.  Les  matières  sont  groupées  avec  beaucoup  d'habileté  et,  en  de- 
hors des  propositions  démontrées,  l'auteur  en  signale  une  foule  d'autres,  à 
titre  d'exercices. 

Dans  une  première  section,  nous  étudions  la  Géométrie  sur  la  droite  et 
celle  des  faisceaux  de  droites,  la  théorie  des  transversales,  les  pôles  et  les 
polaires  dans  le  cercle.  Un  chapitre  est  consacré  aux  faisceaux  de  cercles, 
c'est-à-dire  à  l'ensemble  de  tous  les  cercles  qui  admettent  même  axe  radical 
avec  un  cercle  lixe  donné,  puis  on  étudie  Tinversion  et  les  cercles  tangents. 
Un  autre  chapitre  est  spécialement  consacré  à  la  droite  de  Simpson  et  au 
cercle  des  neuf  points. 

La  deuxième  section  a  trait  aux  polygones  gauches,  aux  faisceaux  de  plans, 
aux  Irièdres  et  aux  tétraèdres,  aux  projections.  La  théorie  des  vecteurs  mé- 
rite certainement  une  mention  spéciale.  M.  Guichard  lui  donne  sa  forme 
géométrique  pure,  n'hésitant  pas  à  définir  la  résultante  de  deux  vecteurs 
concourants  comme  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  eux.  Les 
moments,  l'axe  contrai  d'un  système  de  vecteurs,  viennent  ensuite,  toutes 
choses  qui  considérées  au  point  de  vue  géométrique  simplifient  considéra- 
blement l'abord  de  la  mécanique. 

La  troisième  section  est  consacrée  à  la  sphère  ;  la  théorie  des  pôles  et 
plans  polaires  est  reprise  ici  en  suivant  la  même  marche  qu'en  géométrie 
plane  el  Ton  traite  des  beaux  problèmes  tels  que  celui  de  la  construction 
d'une  sphère  tangente  à  quatre  sphères  données.  Puis  vient  la  Géométrie 
sphérique. 

Les  coniques  occupent  la  quatrième  section.  L'auteur  commence  tout  de 
suite  par  l'hyperbole,  l'ellipse  ayant  été  traitée  dans  le  premier  volume;  mais, 
où  nous  trouvons  des  pages  véritablement  remarquables,  c'est  quand,  après 
avoir  traité  des  sections  de  cônes,  il  expose  leur  théorie  générale.  Dans  un 
espace  restreint  d'environ  35  pages,  les  théorèmes  les  plus  essentiels  sont 
condensés  et  illustrés  par  des  exercices  qui  offrent  les  plus  attrayants  sujets 
d'étude. 

Le  volume  se  termine  par  le  théorème  d'Euler,  exposé  d'abord  quant  à  la 
décomposition  des  polygones,  puis  quant  à  celle  des  polyèdres,  par  l'étude 
des  polyèdres  réguliers  puis  par  la  mesure  des  aires. 

J'ai  quelque  idée  que  cet  ouvrage  d'aspects  et  de  prétentions  modestes 
pourrait  être  consulté  avec  fruit  par  plus  d'un  candidat  à  l'Agrégation. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

Emil  Haent2scuel.  —  Das  Erdsphâroid  nnd  seine  Abbildnng.  —  Un  vol.  cart., 
140  pages  ;  prix  Mk.  3,40  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig,  1903. 

L'auteur  avait  d'abord  eu  l'intention  d'écrire  un  livre  destiné  à  l'explica- 
tion de  la  <r  Carte  de  TEtat-major  »  (1  :  100,000)  et  des  «  feuilles  planchet- 
tes 9  (1  :  25,000)  du  lever  fait  par  la  commission  royale  de  la  Prusse,  ou- 
vrage qui  embrasse  à  présent  tout  l'Empire.  Pendant  le  travail,  la  matière 
s'élargissait  à  ce  point  que  le  résultat  formait  une  introduction  à  la  repré- 
sentation scientifiquement  exacte  du  sphéroïde  terrestre,  d'abord  sur  un 
globe  et  puis  sur  un  plan;  car  pour  les  cartes  géographiques  dont  l'échelle 
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de  réduction  est  moindre  que  1  :  1,000,000,  il  sufiBt  de  prendre  la  terre 
pour  un  globe.  Il  apprécie  le  mérite  de  Tissot  qui,  dans  son  «  Mémoire 
sur  la  représentation  des  surfaces  et  les  projections  des  cartes  géo- 
graphiques »  a  été  le  premier  à  examiner  les  diverses  esquisses  radiomé- 
triques  d'après  leurs  proportions  de  déiiguration.  —  Après  avoir  donné  un 
abrégé  historique  de  tous  les  mesurages  des  arcs  de  méridiens  entrepris  de- 
puis 1735,  et  après  avoir  déduit  l'aplatissement  de  la  terre,  il  explique  les 
notions  de  latitude  géographique,  réduite  et  géocentrique,  et  démontre  les 
relations  entre  ces  trois  grandeurs  ;  la  distance  d'un  point  de  la  surface  et 
du  centre  est  également  exprimée  par  une  formule  ;  puis,  la  longueur  du 
rayon  de  courbure  est  dérivée  de  l'examen  d'un  élément  de  courbure,  la 
longueur  des  degrés  d'un  méridien  est  calculée  en  fonction  de  la  latitude 
réduite  (plus  tard  aussi  à  l'aide  de  la  latitude  géographique)  et  les  arcs  du 
sphéroïde  terrestre  sont  comparés  à  ceux  du  globe  inscrit.  Si  le  quotient 
des  deux  longueurs  correspondantes  —  c'est-à-dire  la  proportion  d'agrandis- 
sement —  est  constant,  nous  avons  aflaire  à  la  représentation  équidistante. 
Après  avoir  discuté  d'une  manière  semblable  les  arcs  des  parallèles  (dont  la 
représentation  sur  le  globe  inscrit  devient  naturellement  équidistante,  l'au- 
teur établit  l'élément  différentiel  de  la  surface  et  calcule  la  surface  du  sphé- 
roïde terrestre  par  intégration  ;  l'intégrale  elliptique  qui  en  résulte  est  éva- 
luée par- un  développement  en  séries  et  donne  A  =  509,950,723  kilomètres 
carrés;  un  globe  d'une  surface  égale  aurait  un  rayon  de  6370*2  km. 

La  grandeur  d'une  maille  du  réseau  des  degrés  (fn  Gradneizniasche  »)  est 
obtenue  suivant  la  formule  de  Grunert.  et  appliquée  à  l'aire  d'une  section 
de  la  carte  de  l'Etat-major  et  d'une  feuille  planchette  ;  une  telle  feuille  em- 
brasse toujours  6'  de  latitude  et  10^  de  longitude. 

Le  second  chapitre  du  livre  contient  la  partie  pratique  de  l'étude  mathé- 
matique de  la  cartographie  :  représentation  équidistante,  représentation  con- 
forme du  sphéroïde  sur  le  globe  de  Mollweide  et  de  Gauss,  et  enfin  trans- 
formation sur  le  plan  au  moyen  de  la  projection  de  Mercator. 

Tous  les  raisonnements  sont  rigoureux  et  montrent  qu'une  étude  appro- 
fondie de  la  géographie  mathématique  et  de  la  cartographie  est  inaccessible 
à  ceux  qui  ne  possèdent  pas  une  connaissance  approfondie  des  mathématiques. 
L'auteur  remonte  partout  aux  premières  et  meilleures  sources  (Mollweide, 
Gauss,  Bessel,  Grunert,  Helmert,  Tissot,  Hammer,  Jordan,  lieutenant-gé- 
néral D**  Schreiber)  qui  traitent  ces  problèmes  à  fond.  Il  ne  ménage  pas  de 
ses  critiques  les  auteurs  modernes  qui  n'abordaient  pas  le  sujet  avec  les 
connaissances  indispensables. 

L'impression  est  irréprochable;  ce  n'est  que  page  51,  qu'on  trouve  :  h  sin 
=  (90^ — 9)-d^,  où  «  sin  »  doit  être  placé  après  le  signe  d'égalité. 

Le  livre  peut  être  recommandé  à  tous  ceux  qui  s'occupent  de  géographie 
naalhématique.  Erkst  Kaller  (Vienne). 

G.  HuMBERT.  —  Cours  d'analyse,  professé  à  l'Ecole  polytechnique.  Tome  I  : 
Calcul  différentiel,  Principes  du  Calcul  intégral.  Applications  géométri- 
ques. Gauthier-Yillars,  Paris,  1903.  —  1  vol.  gr.  in-8o  de  '*83  pages  ; 
Prix  :  16  fr. 

Ce  nouveau  cours  d'analyse  est  avant  tout  une  œuvre  d'enseignement  qui 
se  distingue  des  autres  par  une  originalité  extrême  et  un  grand  souci  de 
clarté  se  manifestant  continuellement  par  le  choix  d'exemples  concrets  fort 
simples  et  de  nombreuses  interprétations  géométriques. 
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Une  préoccupation  de  cette  nature  apparaît  déjà  dès  la  dixième  ligne  du 
commencement  de  l'ouvrage.  L*auteur  voulant  s'expliquer  sur  la  notion  de 
limite  prend  comme  exemple  le  nombre  0,9999...  qui  tend  vers  l'unité 
lorsque  le  nombre  des  9  augmente  indéfiniment. 

Combien  d'autres  auteurs  y  a-t-il  qui  aient  songé  à  éclaircir  ainsi  des  no- 
tions où  le  plus  souvent,  le  débutant  ne  voit  que  de  rébarbatives  abstractions. 
Plus  loin,  dans  l'étude  de  la  continuité  des  fonctions  de  deux  variables,  Tétude 
de  la  différence  f(x,y) — /*(xo,jo)  quand  xeiy  diffèrent  infiniment  peu  de  jroet 
jo  est  faite  géométriquement  par  la  considération  des  valeurs  que  prend 
f(x,y)  en  tous  les  points  d'un  carré  infiniment  petit  ayant  pour  centre  le 
point  jro,  jo. 

Les  infiniment  petits  anal>'tiques  sont  immédiatement  suivis  d'exemples 
d'infiniment  petits  géométriques  et,  après  des  généralités  fort  claires  sur 
les  dérivées,  les  différentielles  et  les  déterminants  fonctionnels,  un  chapitre 
important  s'ouvre  sur  la  géométrie  infinitésimale  et  les  méthodes  synthéti- 
ques qui  permettent  de  résoudre  élégamment  des  questions  variées  sur  la 
courbure  des  courbes  planes,  les  développées,  les  caustiques,  etc.,  etc.  Cette 
'  façon  de  faire  est  si  peu  habituelle  que  M.  Humbert  parait  presque  s'en 
excuser  dans  sa  préface,  paraissant  craindre  qu'on  lui  reproche  de  morceler 
son  cours.  A  notre  avis,  ce  scrupule  est  non  seulement  exagéré  mais  l'inspi- 
ration nous  parait  on  ne  peut  plus  heureuse  et  bien  féconde  pour  l'étudiant 
qui  aura  ainsi  des  notions  bien  tangibles  sur  les  infiniment  petits  et  leurs 
divers  ordres  et  se  perdra  moins  dans  les  critères  analytiques  généraux 
dont  le  moindre  défaut  est  d'être  souvent  d'une  application  compliquée  et 
peu  élégante  dans  des  cas  simples  élégants  en  eux-mêmes. 

L'étude  des  changements  de  variable  est  illustrée  des  plus  belles  appli- 
cations géométriques  :  transformations  ponctuelles  des  ûgures  et  transfor- 
mations de  contact,    le   tout   avec  une   facilité   véritablement    remarquable. 

Quoi  de  plus  surprenant  que  la  considération  immédiate  de  la  cyclide  de 
Dupin  comme  provenant,  par  la  transformation  de  Sophus  Lie,  de  l'hyper- 
boloïde  à  une  nappe.  Celte  transformation  qui  conserve  les  contacts  change 
en  effet  les  droites  en  sphères;  donc  au  lieu  d'une  droite  qui  s'appuie  «ur 
trois  droites  fixes  (hyperboloïde  réglé)  correspond  une  surface  enveloppe 
de  sphères  touchant  trois  sphères  fixes  (cyclide  de  Dupin). 

Signalons  encore  un  intéressant  chapitre  sur  la  genèse  des  équations 
différentielles^  et  des  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  satisfont,  la 
droite,  le  cercle,  les  coniques,  les  cylindres,  les  cônes,  les  surfaces  réglée» 
et  développables,  après  lequel  nous  abordons  l'étude  des  séries. 

Dans  ce  dernier  sujet,  H.  Humbert  ne  pouvait  trouver  aucun  avantage  » 
s'éloigner  des  méthiKles  classiques  ;  mais  il  les  a  exposée»  avec  une  grande 
sobriété  et  efi  abrégeant  fort  le  fatras  analytique  parfois  si  rebutant  dans- 
ées théories.  ' 

Nous  voyons  ensuite  la  notion  de  fonction  analytique  f(x  -{-  iy)  =  P  -h  'Q 
suivie  inimédiatement,  à  propos  de  P  et  de  Q,  de  celle  de  fonction  harmo- 
nique. Quant  aux  fonctions  uniformes  ou  monodromes,  leur  importance 
apparaît  immédiatement    par    la    considération   de    la    non    uniformité    de 

La  première  partie  de  l'ouvrage  se  termine  par  la  formule  de  Taylor  pour 
le  cas  de  plusieurs  variables,  puis  par  les  maxîma  et  minima.  A  côté  de» 
procédés  ordinaires  sont  mentionnés  des  exemples  géométriques  élégants 
traités  directement  quand,  par  exemple,  la  dérivée  ou  la  différentielle  totale 
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de  la  fonction  éludiée  sont  susceptibles  d'être  aperçues  directement  sur  les 
figures  au  moyen  de  considérations  synthétiques. 

La  seconde  partie  de  ce  premier  volume  est  consacrée  au  Calcul  intégral. 
Au  milieu  des  généralités  habituelles  je  signalerai  comme  points  présentant 
un  intérêt  particulier,  l'étude  des  intégrales  de  genre  zéro  comme  intégrales 
attachées  aux  conrbes  unicursales,  puis  un  important  chapitre  sur  la  réduc- 
tion aux  formes  canoniques,  des  intégrales  hyperelliptiques,  elliptiques  et 
abéliennes  de  genre  un.  L'auteur  donne,  comme  première  définition  du 
genre,  la  définition  géométrique  :  différence  entre  le  nombre  maximum  de 
points  double  possible  par  une  courbe  de  degré  n  et  le  nombre  de  points 
double  que  possède  cette  courbe  en  ré:ilité. 

Après  les  intégrales  définies  nous  avons  de  nombreuses  applications  îi 
l'évaluation  des  aires,  des  volumes,  des  arcs  et  la  seconde  partie  se  termine 
avec  l'élude  des  intégrales  définies  dans  le  cas  de  limites  infinies,  l'intégra- 
tion et  la  dérivation  des  séries,  une  introduction  l\  la  théorie  des  séries  tri- 
gonoraétriques  et  les  formules  de  quadratures  approchées. 

La  troisième  partie  du  volume  a  trait  aux  applications  géométriques  du 
Calcul  infinitésimal  :  théorie  du  contact,  enveloppes  des  courbes  planes  et 
des  surfaces,  enveloppes  de  courbes  gauches,  conséquences. 

La  théorie  des  courbes  gauches  est  rapidement  développée  et  l'auteur 
parait  préférer  raisonner  directement  sur  les  notions  de  courbure  et  de 
torsion  que  sur  les  rayons  de  courbure  et  rayons  de  torsion.  Il  arrive  ainsi 
à  écrire  les  formules  de  Frenet  sous  une  forme  un  peu  différente  de  la  forme 
habituelle. 

Les  lignes  tracées  sur  les  surfaces  sont  étudiées  brièvement,  mais  quant 
à  leurs  plus  belles  propriétés;  voici  notamment  le  théorème  de  Sophus  Lie 
mentionné  plus  haut  qui  transforme  les  génératrices,  c'est-à-dire  les  ligues 
asymptotiques  de  l'hyperboloïde  réglé  en  les  lignes  de  courbure  de  la  cyclide 
de  Dupin  ;  il  est  ainsi  établi  que  cette  dernière  surface  possède  pour  lignes 
de  courbure  deux  familles  de  cercles.  Mentionnons  aussi  l'étude  des  lignes 
de  courbure  de  l'ellipsoïde  qui  introduit  l'importante  notion  des  coordonnées 
elliptiques  et  la  définition  de^«  surfaces  minima  par  la  propriété  de  leurs 
asymptotiques  de  former  un  réseau  orthogonal. 

Le  volume  se  termine  par  le  phoblème  des  surfaces  applicables  l'une  sur 
l'autre  et  la  théorie  des  cartes  géographiques. 

Excellent  ouvrage,  au  résumé,  pour  l'initiation  à  l'analyse  et  à  ses  plus 
belles  applications. 

A.  BrwL  (Montpellier). 

C.  A.  Laisakt.  —  L'Education  fondée  sur  la  science,  avec  une  préface 
d'Alfred  Naqukt.  —  1  vol.  in-S»,  152  p.,  prix:  2fr.  50;  Félix  Alcan,  Paris 
1904. 

M.  Laisant  a  eu  l'heureuse  idée  de  réunir  en  un  volume  les  conférences 
faites  par  lui  à  l'Institut  psycho-physiologique,  dans  les  années  1899,  190! 
et  1903,  sur  les  quatre  sujets  suivants  :  l'initiation  mathématique,  l'initiation 
à  l'étude  des  sciences  physiques,  éducation  scientifique  et  psychologie,  le 
problème  de  l'éducation. 

l'n  souffle  de  vie  et  de  vérité  anime  ces  pages  vigoureusement  préfacées 
par  M.  Naquel.  L'auteur  ne  prétend  pas  résoudre  les  diverses  questions 
qu'il  aborde  ;  mais  il  se  propose  d'exciter  la  réflexion  du  lecteur  et  il  y 
réussit  pleinement.  Dans  les  deux  premières  études,  il  fait  toucher  du  doigt 
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les  erreurs  du  premier  enseignement  scientifique,  quand  celui-ci  n'offre  à 
l'enfant  que  des  abstractions  toutes  faites  au  lieu  de  l'amener,  par  une  suite 
d'expériences  bien  comprises,  à  généraliser  ses  |?ropre5  observations. 

«Le  cerveau  de  l'enfant,  du  petit  enfant  surtout,  est  un  admirable  instru- 
ment enregistreur  ;  s'il  n'associe  pas  facilement  les  idées,  et  surtout  les  idées 
un  peu  complexes,  il  les  perçoit  cependant,  il  les  conserve  pendant  un  temps 
plus  ou  moins  long,  et  il  est  admirablement  préparé,  disposé  par  la  nature, 
pour  effectuer  l'enregistrement  des  faits.  Or,  avant  même  qu'il  ait  acquis 
cette  première  notion  des  choses  et  des  faits,  on  le  bourre  en  général  de  rè- 
gles toutes  faites,  on  le  gave  de  dogmes.  » 

<ï  Ce  petit  cerveau  est  épris  de  curiosité  ;  il  cherche  à  savoir  et  à  découvrir 
plutôt  qu'à  comprendre  :  au  lieu  de  fournir  un  élément  à  cette  curiosité,  on 
la  lasse,  on  la  décourage  ;  on  lui  impose  une  sorte  d'obéissance  intellectuelle 
au  lieu  de  favoriser,  d'inciter  perpétuellement  cette  initiation  dont  il  a  été 
doté  à  un  si  haut  degré  par  la  nature,  v 

«Au  lieu  de  persévérer  dans  le  système  de  l'enseignement  primaire  actuel, 
au  lieu  de  donner  un  enseignement  mathématique  tout  hérissé  de  formules 
et  de  règles,  faisant  appel  à  la  mémoire,  imposant  la  fatigue,  et  ne  produi- 
sant que  le  dégoût,  on  devrait  s'inspirer  de  la  nécessité  de  faire  entrer  en 
premier  lieu  des  images  dans  le  cerveau  de  l'enfant,  en  mettant  des  objets 
à  la  portée  de  ses  sens.  Il  faudrait  que  l'enseignement  fût  absolument  con- 
cret et  ne  s'appliquât  qu'à  la  contemplation  d'objets  extérieurs,  à  la  traduc- 
tion de  ces  objets  ;  il  faudrait  qu'il  se  présentât  d'une  façon  continuelle, 
pendant  la  période  primaire  surtout,  sous  forme  de  jeu  et  non  pas  sous  forme 
d'étude.» 

M.  Laisant  a  mille  fois  raison  d'insister  avec  énergie  sur  la  nécessité 
d'adapter  l'enseignement  mathématique,  comme  tous  les  autres  enseignements 
du  reste,  à  l'évolution  des  facultés  de  l'enfant:  ce  principe  pédagogique,  pro- 
clamé par  Nicole  déjà  en  1670^  et  mis  plus  tard  en  relief  par  Rousseau 
avec  toute  la  force  géniale  de  sa  pensée,  est  malheureusement  trop  souvent 
oublié.  Il  a  encore  mille  fois  raison  de  demander  que  l'enseignement  élémen- 
taire se  débroussaille,  qu'il  devienne  autant  que  possible  vivant  et  attrayant. 
Mais  en  revanche  il  me  parait  perdre  un  peu  de  vue  l'étendue  de  la  tâche  et 
les  conditions  imposées  à  l'école  primaire,  lorsqu'il  propose  que  l'enseigne- 
ment mathématique  s'y  donne,  d'une  façon  continuelle,  sous  forme  de  jeu. 

La  3«  élude  du  livre  de  M.  Laisant  est  consacrée  eu  grande  partie  à  l'ou- 
vrage de  M.  Le  Bon.  On  sait  que  ce  psychologue  a  donné  de  l'éducation  celte 
définition  un  peu  étroite  : 

«  L'éducation,   c'est  l'art  de  faire  passer  le  conscient  dans  l'inconscient.» 

M.  Laisant  fait  remarquer  fort  judicieusement  que  «c*si  cette  formule  est 
vraie  pour  beaucoup  d'exercices  physiques  et  pour  certains  éléments  de 
l'éducation  intellectuelle,  elle  cesse  de  l'être  quand  il  s'agit  du  domaine 
scientifique.  Il  s'agit   alors  d'autre  chose  que  de  la  possibilité  de  faire  et  de 


'  «  Les  plus  grands  osprits  n'ont  que  des  lumières  bornées.  Ils  ont  toujours  des  endroits 
sombres  et  ténébreux  ;  mais  l'esprit  des  enfants  est  presque  tout  rempli  de  tendres,  et  il 
n'entrevoit  que  do  petits  rayons  de  lumière.  Aussi,  tout  consiste  à  ménager  ces  rayons,  à  les 
augmenter  et  à  y  exposer  ce  que  Ton  veut  leur  faire  comprendre.  * 

t  Les  lumières  des  enfants  étant  toujours  très  dépendantes  des  sons,  il  faut,  autant  qu'il  est 
possible,  attacher  aux  sens  les  instructions  qu'on  leur  donne,  et  les  faire  entrer,  non  seule- 
ment par  l'ouïe,  mais  aussi  par  la  vue  » 
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bien  faire  ua  acte  déterminé.  II  s'agit  de  développer  ce^ instrument  que  l'on 
appelle  le  cerveau,  pour  le  mettre  a  même  de  résoudre  des  problèmes  qu'il 
est  apte  à  résoudre,  mais  qu'il  ne  pourrait  pas  résoudre  sans  l'éducation  : 
ces  problèmes,  que  la  vie  posera,  sont  innombrables  et  échappent  à  toute 
prévision.  » 

Dans  sa  4«  et  dernière  étude,  M.  Laisant  envisag-e  au  triple  point  de  vue 
éthique,  social  et  politique  le  problème  de  l'éducation  conçu  en  ces  termes: 

a  Etant  donné  un  être  humain  venu  au  monde,  développer  harmonieuse- 
ment toutes  ses  facultés,  de  manière  à  porter  au  maximum  son  activité  dans 
une  direction  utile  à  lui-même  et  à  ses  semblables.  » 

Ici  l'auteur  n'y  va  pas  de  main  morte.  Certaines  incohérences,  certaines 
hypocrisies,  certains  calculs  l'indignent.  Il  ne  croit  pas  qu'une  solution  ac- 
ceptable du  problème  de  l'éducation  soit  possible  dans  la  société  française 
actuelle  :  trop  d'intérêts  s'agitent  autour.  «  La  liberté  de  renseignement  est 
aujourd'hui  l'objet  d'une  dispute  homérique,  mais  en  voyant  cofnment  est 
comprise  l'éducation,  il  faudrait  plutôt  l'appeler  la  liberté  d'abrutir  l'enfance 
et  la  jeunesse.  Soit-disant  laïques  et  cléricaux  éducateurs,  dans  l'ensemble, 
se  valent.» 

Monsieur  Laisant,  permettez-moi  de  vous  dire  que  vous  êtes  trop  pessi- 
miste et  que  tout  en  appelant  de  vos  vœux  —  qui  sont  aussi  les  nôtres —  la 
disparition  des  barrières  que  la  routine,  les  préjugés  et  les  intérêts  de  classe 
opposent  encore  au  développement  et  à  l'alTranchissement  de  la  personnalité 
humaine,  vous  devez  cependant  reconnaître  que  l'instruction  populaire  a 
fait  des  pas  de  géant  dans  votre  pays,  sous  la  3»  République.  Et  que  Mon- 
sieur Naquel,  qui  entrevoit  ces  temps  futurs  «où  il  n'y  aura  plus  d'Etat, 
dans  le  sens  actuellement  attribué  à  cette  expression,  et  plus  de  religion 
dépressive  et  abêtissante  »,  veuille  bien  me  permettre  de  le  prier  de  tourner 
son  miroir  magique  vers  le  passé,  pour  mesurer  d'un  coup  d'oeil  le  chemin 
parcouru  par  la  France  dans  les  30  dernières  années.  Il  verra  que  l'œuvre  des 
Gambetta,  des  Paul  Bert,  des  Simon,  des  Ferry,  des  Buisson,  des  Pécaut 
tient  sous  ses  ailes  le  progrès  de  demain,  bien  que  nul  ne  soit  encore  en  droit 
d'affirmer  que  l'humanité  marche  vers  le  collectivisme  ou  que  la  raison  suffira 
un  jour  aux  âmes  oppressées  par  l'éternelle  question  du  pourquoi  de  l'exis- 
tence et  de  son  lendemain. 

Le  livre  de  M.  Laisant  fait  réfléchir.  Lisez-le. 

Lucien  Baatard  (Genève). 

RuxGE  (C).  —  Théorie  a.  Praxis  der  Reihen.  —  1  vol.  cart.  in-8o  {Collec- 
tion Schubert);  prix:  Mk.  7.  ;  G.  J.  Gœschen,  Leipzig,  1904. 

L'importance  des  séries,  non  seulement  dans  l'Analyse  pure,  mais  encore 
dans  les  applications,  est  considérable;  elle  s'accroît  dans  cesse,  car  les  séries 
constituent  un  instrument  d'investigation  d'une  puissance  incomparable; 
aussi  n'est-il  presqu'aucnn  domaine  des  Mathématiques  où  elles  ne  pénètrent. 
De  là  vient  la  nécessité  pour  l'étudiant,  dès  ses  débuts  dans  la  Science,  d'en 
connaître  à  fond  le  maniement.  C'est  à  ce  besoin  précis  que  répond  l'ouvrage 
de  M.  Runge  et,  pour  cette  raison,  la  partie  pratique  a  été  surtout  développée, 
aux  dépens  de  la  théorie  et  des  minuties  qu'elle  implique.  Ceci  n'est  point 
une  critique;  bien  au  contraire.  Tout  au  plus,  pourrait-on  reprocher  à  ce 
manuel,  vu  l'abondance  de  résultats  qu'il  contient  sous  un  volume  restreint, 
d'être  légèrement  touffu,  du  moins  pour  un  lecteur  non  germanique;  mais 
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ce  n'est,  en  vérité,  iiju'un  mince  défaut,  et  beaucoup  d'estimables  qualités  le 
font  oublier. 

Le  livre  de  M.  Runge  est  divisé  en  cinq  chapitres: 

Le  premier  est  consacré  aux  séries  à  termes  constants.  Des  notions  som» 
maires  sur  la  convergence,  les  opérations  sur  les  séries,  puis  l'extension  de 
ces  principes  aux  séries  à  termes  complexes  ;  telles  sont  les  principales 
matières  successivement  passées  en  revue. 

Le  chapitre  II,  le  plus  étendu,  a  pour  objet  les  séries  à  termes  variables. 
Il  commence,  comme  il  convient,  par  la  définition  de  la  convergence  uni- 
forme, rendue  très  nette  au  moyen  de  graphiques.  L'Auteur  passe  alors 
aux  séries  entières  et  introduit,  à  ce  propos,  les  fonctions  hyperboliques 
dont  il  se  sert  dans  l'étude  de  la  récurrence.  Puis,  il  considère  les  séries 
entières  d'une  série  entière  dont  l'utilité  est  si  grande.  Le  problème  de  la 
réversion  est  ensuite  traité  avec  détails  et  accompagné  d'exemples.  L'inté- 
gration et  la  différentiation  des  séries  uniformes,  exposées  selon  la  méthode 
ordinaire,  forment  l'introduction  naturelle  à  un  paragraphe  où  sont  briève- 
ment rappelés  le  théorème  de  Cauchy  sur  l'intégration  d'une  fonction  uni- 
forme d'une  variable  complexe  ainsi  que  ses  diverses  conséquences;  celles 
qui  se  rapportent  aux  séries  entières  et  aux  autres  séries  sont  spécialement 
examinées.  Les  fonctions  cylindriques  d'une  variable  et  tes  séries  interpo- 
latoires  terminent  le  chapitre. 

Le  sujet  du  chapitre  suivant  est  l'étude  des  séries  de  Fourier.  L'Auteur  a 
réussi  à  la  présenter  sous  une  forme  simple  et  claire,  sans  entrer  dans  des 
considérations  superflues,  étant  donné  le  but  qu'il  se  propose.  Le  lecteur 
est  ainsi  mis  à  même  de  s'assimiler  sans  peine  cette  question  essentielle  de 
la  représentation  des  fonctions  périodiques;  des  applications  heureusement 
choisies  viennent  encore  éclairer  la  théorie;  mais,  auparavant,  M.  Runge  a 
soin  de  décrire  l'ingénieux  appareil  de  Michelsonet  Stratton. 

Le  chapitre  IV,  très  court,  est  relatif  aux  produits  infinis.  Il  débute  par 
des  notions  sur  leur  convergence,  dans  le  cas  où  les  termes  sont  constants; 
puis  viennent  les  développements  des  fonctions  circulaires  et,  enfin,  la 
définition  des  fonctions  théla.  ainsi  que  leurs  premières  propriétés. 

Le  dernier  chapitre  traite  du  développement  en  série  des  fonctions  de  plus 
de  deux  variables.  L'extension  de  la  série  de  Taylor  et  les  autres  modes  de 
représentation  des  fonctions  de  plusieurs  variables  y  sont  brièvement  indi- 
qués; quelques  pages  sur  les  fonctions  sphériques  terminent  cet  utile  et  inté- 
ressant petit  volume.  M.  Godefroy  (Marseille). 
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American  Journal  of  Mathematics,  editcd  by  Fr.  Morley.  Vol.  XXYI,  1904; 

The  Johns  Hopkins  Press,  Baltimore. 

N»  1.  —  H.  Lewis  Rietz  :  On  Primitive  Groups  of  odd  order.  —  White- 
head:  Theorems  on  Cardinal  Numbers.  —  Bromwich  :  The  Caustic.  by 
Reflection,  ofaCircle.  —  H.-W.  Kuhn:  On  imprimitive  substitution  Groups- 
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N®  2.  —  Eibslaxd:  On  Nullsystems  in  space  of  Five  Dimensions  andtheir 
Relation  to  Ordinary  space.  —  Peter  Fibld  :  On  the  Forms  of  Unicursal 
quintic  Curves.  —  Kasner:  Détermination  of  the  Algebric  Curves  whose 
Polar  Conics  are  Parabolas.  —  Basset  :  On  certain  Conics  connecled  wilh 
Trinodal  Quartics.  —  Lasker:  A  Géométrie  Proposition.  —  Eisenhart: 
Congruences  of  Tangents  to  a  surface  and  Derived  congruences. 

American  Mathematical  Monthly  (The),  edited  by  Finkel,  L.-E.  Dickso:<(, 

S.  Epsteen.  Vol.  XI.  1904.  Drury  Collège,  Springfleld,  Miss. 

No  1.  — E.-B.  Wilsok:  Spherical  Trigonometry.  —  Os.  Yeblen  :  Polar 
coôrdinate  Proofs  of  Trigonométrie  Fonctions.  —  J.-J.  Guinn:  A  Linkage 
for  Discribing  the  ronic  Sections  by  Continuons  Motion. 

No 2.  —  E.-B.  Wilson:  Spherical  Geometry.  — G. -A.  Miller:  On  the  Géné- 
ralisation and  Extension  of  Sylow's  theorem.  — A.  Emch:  The  Theory  of 
Optical  Squares. 

No  3.  —  E.-B.  Wil30n:  Spherical  Geometry.  — Van  ni  ver  :  On  some  spé- 
cial Arithmetic  Congruences.  —  Zerr:  On  the  Evaluation  of  certain  Deiinite 
Intégrais. 

No  4.  — E.-B.  Wilson:  Spherical  Geometry.  — Glenn  :  A  method  of 
transvection  in  the  Actual  coefficients,  and  on  application  to  Evectants.  — 
Halsted:  Simon's  Claim  forGauss  in  Non-Euclidean  Geometry.  —  Putnam: 
A  Proof  that  four  lines  in  Space  are  in  General  met  by  two  other  Lines. 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei,  anno  301,  1904.  série  5;  Rendiconti, 

vol.  XIII;  Rome, 

Fasc.  1,  2  (Janvier.)  —  Mittag- Leffler:  Sopra  la  funzîone  Ea(jr).  — 
BiANCHi:  Sopra  le  rappresentazioni  equivalenti  délia  sfera  e  le  coppie  di 
superficie  applicabili.  —  Pizzetti:  Casi  particolari  del  problema  dei  tre 
corpi.  —  Tonni-Bazza:  Di  Nocolo  Tartaglia  :  frammenti  di  nuove  ricerche. 
—  NiELs  NiELSEN  :  Sur  la  multiplication  de  deux  séries  de  factoriçlles. 

Fasc.  4  (février).  —  Biakchi:  Sulle  coppie  die  superlicio  applicabili  con 
assignata  rappresentazione  sferica. 

Fasc.  5  et  6  (mars.) —  Fubim  :  Sulle  coppie  di  superficie  applicabili  nello 
spacio  ellittico.  —  Tedoke  :  Sul  problema  deU'equilibrio  elastico  di  un  ci- 
lindro  circolaro  indcfinito.  —  Levi-Civita:  Sopra  la  equazione  di  Kepler. 

Fasc.  7  et  8  (avril.) —  Somigliana:  SuU'applicazione  del  melodo  délie  im- 
magini  aile  equazioni  dcH'elasticità.  — Biancui:  II  tcorema  di  permutabilità 
per  le  trasformazioni  di  Darbou.\  délie  superficie  isoterme.  —  Levi-Civita  : 
Sopra  un  problema  di  elettrostatica,  che  intéressa  la  costruzioni  dei  cavi.  — 
Enriques:  Sul  gruppo  di  monodromia  délie  funzioni  algebriche.  apparte- 
nenti  ad  una  data  superficie  di  Riemann. 

Fasc.  9  et  10  (mai.)  —  Cesaro:  Sui  fondamenti  délia  Geometria  intrinseca 
noneuclidea. —  Berzolari  :  Sulla  omologia  di  due  piramidi  in  un  iperspazio. — 
BoRTOLOTTi:  Alcuni  teoremi  di  calcolo  infinitario.  —  De-Marchi:  Sulla 
teoria  raatematica  délia  circolazione  atmosferica.  ■^—  Pincherle:  Sugli  svi- 
luppi  assintotici  e  le  série  sommabili. 

Bibliotheca  Mathematica.   Zeilschrift  fur   Geschichte  der  mathematischen 
Wissenschaften,    herausgegeben    von    G.  Ekestrôm,   3.  Folge  ;   4.  Band  ; 
B.-G.  Teubner.  Leipzig. 
B.4;  Heft4.  — VV.  Schmidt:  Ûber  den  griechischen  Mathemaliker  Dionyso- 

doros.   —  A. -A.    Bjôrnbo  :   Ûber  ein  biblîographisches    Repertorium    der 
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haudschriftlichen  mathematischen  Litteratur  des  Mittelalters.  —  A.  Favaro  : 
Sul  matcmalico  crcnionese  Leonardo  Mainardi.  —  P.  Duhem  :  Léonard  de 
Vinci  et  la  composition  des  forces  concourantes.  —  G.  Enesthôm:  Der  Brief- 
wechsel  zwischen  Loonhard  Euler  und  Johann  L.  Bernoulli.  —  F.  MCller: 
Zur  Fragc  der  Begrûndung  einer  mathematischen  Zentralbibliothek.  — 
G.  EiNESTRôM  :  Cher  Ausstellung  mathematischer  Litteratur. 

B.  5;  Heft  1.  —  G.  EisestrÔm:  Ueber  regelmâssigc  u.  unregelmàssige 
hîstorische  Entwirklung  auf  dem  Gebiete  der  Malhematik.  —  P.  Takï«ert  ; 
Sur  le  symbole  de  soustraction  chez  les  Grecs.  — G.  Enestrôm:  Ist  Jordanus 
NemoriusVerfasserderSchrift  «  Algorithmus  deraoustratus  »  ?.  —  Th.KôRRER: 
Der  Begriff  des  mai.  Punktes  in  der  Mechanik  des  18  Jahrh.  u.  der  Unî- 
versitâisunterricht. 

Bollettino  di  Matematica.  (Il)  Diretto  dal  A.  Co?sti.  Anno  III  1904,  P.Cuppini 
suce.  Ccnerelli,  Bologna. 

Num.  1.  —  Padoa  :  Esposizione  elementare  del  metodo  di  Steiner  per  la 
risoluzione  grafica  délie  cquazioni  di  2°  grado.  —  Padoa  :  Le  formole  per 
l'addizione  e  la  soltrazione  degli  archi  dedotte  dal  tcorema  di  Tolomeo.  — 
CiAMBERLiM  i  Coutributo  ad  un  miglioramcnto  didattico  dei  libri  di  testo  di 
Matematica  elementare.  —  Rozzolino  :  Per  ricordare  le  variazioni  dei 
rapporti  trigonometrici.  —  Coxti  :  Programmi  didattici. 

Num.  2.  —  Ghezzi  :  1  nunicri  decimali  periodici.  —  Bassi  :  Teoria  délia 
rotazione  per  la  risoluzione  dei  problemi  di  costruzione  geometrica.  —  Neppi 
MoDONA  :  Per  ricordare  le  proprietà  délie  funzioni  circolari. 

Num.  3.  —  ScARPis  :  Sulla  discussione  dei  problemi  riducibili  al  29 
grado.  —  BoNFAMTiNi  :  Una  dimostrazione  del  teorema  fondamentale  dell' 
analisi  indeterminata  di  !<>  grado.  —  Bonfaxtini  :  Un  metodo  elementare 
per  calcolare  la  misura  dell'  area  délia  superfice  piana  racchiusa  da  an' 
ellisse.  —  Composto  :  Alcuni  teoremi  sulla  trasformazione  dei  radicali 
sovrapposti.  —  Pizzarello  :  Programma  didattico. 

BaUetin  de  la  Société  mathématique  de  France.  T.  XXXI.  Sorbonne. 

Paris. 

Fasc.  IV.  —  De  Montcheuil  :  Séparation  analytique  d'un  système  de 
rayons  incidents  et  réfléchis.  —  Lecorxu  :  Propriétés  géométriques  des  mi- 
lieux continus.  —  Automne  :  Sur  quelques  propriétés  des  matrices  hypoher» 
mitiennes  n-aircs.  —  Borel  :  Quelques  remarques  sur  les  ensembles  de 
droites  et  de  plans.  —  R.  Perrin  :  Sur  les  intégrales  de  l'équation  différen- 
tielle des  coniques  et  leur  interprétation  géométrique.  —  Quiquet  :  Sur 
l'emploi  simultané  de  lois  de  survie  distinctes.  —  A.  Boulatcger  :  Sur  les 
équations  différentielles  du  3«  ordre,  qui  admettent  un  groupe  continu  de 
transformations.  —  Hadamard  :  Sur  les  surfaces  à  courbure  positive. 

ï.  XXXll.  Fasc.  I.  —  Mittag-Leffler  :  Sur  le  théorème  de  M.  Jensen.  — 
De  Polignac:  Recherches  sur  la  divisibilité  du  nombre      '     par    les 

puissances  delà  factorielle  1.2. ..ra.  —  Remoundos-:  Sur  les  zéros  d'une  classe 
de  fonctions  transcendantes.  —  Legornu  :  Sur  le  mouvement  d'un  point  pesant 
guidé  par  une  courbe  rigide.  —  Laisant:  Influence  de  la  forme  des  équations 
en  géométrie  analytique.  —  Estanavb  :  Sur  un  hyperbolographe  à  liquide  : 
(v,  p.  306  de  L'Ens.  Mathém,). 
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Bulletin  of  the  American  mathematical  Society,  publié  par  F.>N.  Cols.  A. 

ZiwET,  D.-E.  Smith.  Macinillan  Company.  New- York.  —  2«  série,  vol.  X. 

N«  5  (février  i904.)  —  F.-N.  Cole  :  The  ïenlh  Annual  Meetiug  of  the 
Am.  Math.  Society.  —  R.-E.  Wilsok  :  The  Cassel  Meeting  of  the  Deutsche 
Malh.-Ver.  — W.-H.  Youwo:  On  a  Test  for  Non-Uniform  Convergence.  — 
El.  Swift:  On  the  Condition  that  a  Point  transforonation  of  the  Plane  be  a 
Projective  Transformation.  — O.-D.  Kellogg:  Note  on  Cauchy's  Intégral. 

No  6  (mars.  )  —  G. -A.  Miller  :  The  December  Meeting  of  the  San  Francisco 
Section.  —  L.  -G.  Weld  :  The  53  Annual  Meeting  of  the  Am.  Ass.  for  the  Advan- 
cement  of  Science. —  W.-F.  Osgood  :  On  a  Gap  in  the  Ordinary  Présentation 
of  Weierstrass's  Theory  of  Functions.  —  L.-D.  Ames:  On  the  Theorem  of 
Analysis  Situs  Relating  to  the  Division  of  the  Plane  or  Space  by  a  Closed 
Curve  or  surface. 

N®  7  (avril.)  —  F.  Holgate:  The  Winter  Meeting  of  the  Chicago  Section. 
—  E.-H.  Moore:  On  doubly  infinité  Systems  of  Directly  similar  convcx 
arrhes  with  commun  Base  Line.  —  Edw.  Ras?ser  :  The  Riccati  DifT.  Equations 
which  Represent  Isothermal  Systems.  —  W.-B.  Fite:  On  some  Propertics  ot 
Croups  whose  Orders  are  Powers  of  a  Prime. 

No  8  (mai.)  —  F.-N.  Cole:  The  February  Meeting  of  the  Am.  Math. 
Society.  —  Report  on  the  Requirements  for  the  Masters  Degree,  by  the 
Committce  of  the  Chicago  Section.  —  L.-E.  Dickson  :  On  the  Subgroups  of 
Order  a  Power  of  in  the  Linear  Homogeous  and  Fractional  Groups  in  the 
G  F  (/>"].  —  G. -A.  Bliss  ;  The  Exterior  and  Interior  of  a  Plane  Curve. 

Bnlletin  des  Sciences    mathématiques,   rédigé  par  MM.   G.   Darboux, 
E.  Picard,  J.  Tannery.  Tome  XXVIII,  1904.  Paris,  Gaulhier-Villars. 

No  1  (janvier.)  —  M.  d'Ocagihe:  Sur  une  classe  de  nombres  rationnels 
réductibles  aux  nombres  de  Bernoulli. 

N®  2  (février.)  —  Dolbnia:  Recherche  analytique  sur  la  réduction  des 
intégrales  abéliennes  de  seconde  espèce. 

No  3  (mars.)  —  Dolbkia  :  Recherche  analytique  sur  la  réduction  des  inté- 
grales abéliennes  de  seconde  espèce  (suite  et  fin.)  —  Boussinesq  :  Sur  l'uni- 
cité de  la  solution  simple  fondamentale  et  de  l'expression  asymptotique  des 
températures,  dans  le  problème  du  refroidissement. 

N»  4  (avril.)  —  J.  Tannery:  Sur  l'aire  du  parallélogramme  des  périodes 
pour  une  fonction  p  u  donnée.  —  J.  Drach  :  Sur  une  forme  nouvelle,  linéaire, 
de  l'équation  dont  dépend  la  détermination  des  surfaces  qui  ont  un  élément 
linéaire  donné. 

Dans  chaque  numéro  :  Comptes  rendus  et  analyses  ;  Revue  des  publications 
mathématiques. 

Jahresbericht  der  Dentschen  Mathematiker-Vereinignng,  in  Monatsheften 

herausgegebenvon  A.GuTZMEainJena.  B.  13. 1904  :  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

Heft  1  (Januar.)  —  Chronik  der  D.  M.-V.  —  J.  Rosanes  :  Charakterische 
Zfige  in  der  Entwicklung  der  Mathematik  des  19.  Jahrhunderls. —  L.  Prantl  : 
Eine  neue  Darstellung  der  Torsionsspannungen  bei  prismatisrhen  Stâben 
von  beliebigem  Querschnitt.  —  L.  Prantl:  Ueber  einheitliche  Bezeich- 
nungsweise  der  Vektorenrechnung  im  technischen  u.  physik.  Unterricht. 
E.  Lampe  :  Zum  Gedâchtnis  von  Prof.  D»"  Meyer-Hamburger. 

Heft  2  (Februar.)  —  J.  Lûroth:  Aus  der  Algebra  der  Relative. — Wells- 
tein:  Grundzûge   einer  arithmetischen  Théorie  der  algebraischen  Grôssen 
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eînerunabhâng.  Veranderlichen.  —  Bermstein  :  Ueber  unverzweigte  Abelsche 
Kôrper  (Klassenkôrper)  in  einem  îmaginairen  Gruudbereich.  —  O.  Blumen- 
THA.L:  Ueber  Thetarunklionen  u.  Modulfanktionen  mehrerer  Veranderlichen. 
G.  Hamel  :  Ueber  eine  Anwendung  der  Lagrangeschen  Transitivitâtsglei- 
chungen  in  der  Merhanik.  —  L.  Boltzman:*  :  Ueber  die  Anwendung  der 
Lagrangeschen  Gleichungen  auf  nicht  holonome  ^neralisierte  Koordinaten. 
Doppel'Heft  3u.  4(Mârz-April). ->Die  naturwissenschaftlichen  Ergebnisse 
u.  Ziele  der  neueren  Mechanik;  1.  Ueber  Himmelsmechanik,  von  Schwarz- 
schild;  2.  Ueber  technische  Mechanik,  von  A  Sommerfeld;  3.  Ueber  physio- 
logische  Mechanik,  vonO.  Fischer;  4.  Diskussion.  —  P.-H.  Sghoute:  Betra- 
chtungen  ûber  den  Inhalt  des  n  dimcnsionalen  Prisraoids.  -—  P.  Klein:  Zur 
Besprechung  des  math.-naturw.  Unterricbts  auf  der  nachsten  Naturforscher 
Versammlung  zu  Breslau. 

Jahrbach  ûber  die  Fortschritte  der  Mathematik.  Herausgegeben  von  Em. 

Lampe  u.    G.   Wallenberg.   Band  32.  Jahrgang  1901.  G.  Reimer,  Berlin. 

Heft3.  — Mechanik.  —  Mathem.  Physik.  —  Geodâsie,  Astronomie,  Météoro- 
logie. 

Jomal  des  Sciencias  mathematicas  e  astronomicas,  publicado  pelo 
F.-Gomes  Teixeira.  Vol.  XV.  Imprensa  da  Universidade.  Coîmbra  1903. 
No»  2  et  3.  —  L.-N.  Vollu  :  Application  des  lois  générales  de  la  forniatioD 

des  mondes  à  la  génération  spéciale  du  nôtre.  —  E.-N.  Baristen  :  Note  de 

certaines  courbes  dérivées  de  la  Cycloïde.  —  F.  Sibirani  :  Un  théorème  de 

la  théorie  des  séries  e'ntières.  —  Bibliographie. 

Journal  de  MathémaUqnes  pures  et  appliquées,  5«  série,  t.  X;  Gauthier- 

Villars.  Paris. 

1.  J.  Boussinesq:  Recherches  théoriques  sur  l'écoulement  des  nappes 
d'eau  infiltrées  dans  le  sol  et  sur  le  débit  des  sources.  —  In.:  Rationalité 
d'une  loi  expérimentale  de  M.  Parenty  pour  l'écoulement  des  gaz  par  les 
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LE   ROLE   SOCIAL   DE   LA   SCIENCE 

par  C.-A.  I.AisAXT 


Le  respect  de  notre  tradition,  auquel  je  me  garderais  de 
manquer,  m'aurait  mis  dans  un  terrible  embarras  si  je  l'avais 
prise  au  pied  de  la  lettre.  Vous  le  savez  tous,  en  effet,  je 
dois  vous  parler  d'une  question  se  rapportant  à  mes  travaux 
personnels.  D'autre  part,  aux  termes  de  nos  statuts,  le  Pré- 
sident du  Congrès  de  1904  ne  pouvait  être  choisi  que  parmi 
les  membres  appartenant  au  groupe  des  S(^ien(*es  mathéma- 
tiques. Par  son  vote  du  Congrès  d'Angers,  l'assemblée 
générale  m'a  donc  fait  le  très  grand  honneur  de  m'élire  en 
qualité  de  mathématicien. 

Or,  dans  ce  champ  si  vaste  et  si  beau  de  la  science  mathé- 
matique, qui  a  toutes  mes  prédilections  intellectuelles,  je 
n'ai  guère  été  autre  chose  qu'un  modeste  glaneur  ;  nul  sillon 
profond  ne  fut  creusé  par  moi  ;  s'il  m'a  été  donné  de  jeter 
çà  et  là  quelques  menues  graines,  j'ai,  comme  récompense, 
la  grande  satisfac^tion  d'en  voir  aujourd'hui  fructifier  un  petit 
nombre  ;  mais  ce  n'est  pas  là  ce  qui  pourrait  intéresser  une 
assemblée  scientifique  comme  (!elle-ci. 

En  fut-il  autrement,  et  votre  Président  eut-il  à  vous  appor- 
ter une  découverte  considérable  en  mathématiques  pures,  la 
place  en  serait  dans  une  section  et  non  pas  ici.  Des  dévelop- 
pements spéciaux,  des  démonstrations  au  tableau  noir  ne 
répondraient  pas  à  Tesprit  d'une  institution  dont  les  mem- 
bres s'occupent  de  toutes  les  sciences,  s'intéressent  à  cha- 
cune d'elles,  et  ont  le  droit   d'attendre  sur  tout  sujet   une 


'  Discours  d'ouverture  de  la  33«  session  de  l'Association  française  pour  l'avancement   des 
Sciences;  Congrès  de  Grenoble,  4  août  1904. 

LXnseig^ement  mathém.,  6*  année;  1904.  23 
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synthèse  philosophique,  et  non  pas  une  leçon  de  professeur 
à  élèves. 

Mais  les  événements  m'ont  jeté,  pendant  de  longues 
années,  —  trop  longues  à  mon  avis  —  dans  la  vie  publique, 
c'est-à-dire  sur  un  terrain  fort  éloigné  de  mes  études  pré- 
férées, que  cependant  je  ne  me  résignai  jamais  à  abandonner 
totalement  ;  là,  si  j'ai  du  perdre  beaucoup  des  illusions  de 
ma  jeunesse,  notamment  sur  les  hommes,  je  me  suis  trouvé 
souvent  en  présence  de  problèmes  d'une  autre  nature,  mais 
dont  rhomme  de  science,  selon  moi,  a  le  devoir  de  se  préoc- 
cuper, car  les  questions  posées  sont  souvent,  malgré  les 
apparences, moins  étrangères  à  la  science  qu'on  ne  l'imagine 
communément. 

De  plus,  je  ne  saurais  oublier  qu'au  Congrès  de  19(X),  j'ai 
eu  l'honneur  de  présider  notre  section  d'enseignement,  et 
que  nous  eûmes  des  séances  communes  avec  la  section  de 
mathématiques,  au  grand  profit  de  l'une  et  de  l'autre. 

Ces  souvenirs,  joints  à  la  certitude  que  j'ai  de  votre  affec- 
tueuse indulgence  pour  cevxx  de  vos  collègues  arrivés  au 
déclin  de  leur  carrière,  me  donnaient  le  droit  d'interpréter 
dans  un  sens  plus  étendu  que- de  coutume  l'obligation  qui 
s^imposait  à  moi  ;  ils  me  permettaient  d'élargir  le  cercle, 
d'aborder  des  idées  plus  générales  ;  et  c'est  ainsi  que  j'ai 
pris  pour  sujet  :  Le  rôle  social  de  la  science.  Peut-être,  après 
m'avoir  entendu,  reconnaîtrez-vous  que  sur  plus  d'un  point 
je  me  suis  tenu  moins  éloigné  du  domaine  scientifique  pur, 
et  même  du  domaine  mathématique,  que  ce  titre  n'aurait  pu 
le  faire  craindre. 


I 


Et  avant  tout,  qu'est-ce  que  la  science  ? 

C'est  la  connaissance  et  l'explication  des  phénomènes 
naturels.  Connaissance  toujours  incomplète,  explication  tou- 
jours précaire,  hâtons-nous  de  le  proclamer.  La  science  n'est 
pas  faite  pour  surexciter  l'orgueil  de  l'homme,  mais  pour 
l'inciter  sans  trêve  à  la'  recherche  ;  elle  nous  montrera  chacun 
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de  ses  progrès,  que  ce  que  nous  savons  n'est  rien,  en  regard 
de  ee  qui  nous  reste  inconnu. 

Connaître,  expliquer,  qu'est-ce  que  cela  veut  dire  ?  C'est 
avoir  assez  étudié  les  faits  naturels,  soit  par  l'observation, 
soit  par  l'expérience,  pour  savoir  que  dans  telles  circons- 
tances données,  tel  lait  devra  se  produire  ;  c'est,  d'autre  part^ 
avoir  assez  enchaîné  ces  laits  pour  être  certain  qu'il  existe 
entre  eux  des  relations  de  cause  à  effet  bien  déterminées. 
Quand  ce  lien,  entre  un  phénomène,  ou  un  ensemble  de 
phénomènes,  et  un  autre  phénomène  plus  général,  est  nette- 
ment formulé,  on  peut  dire  que  celui-ci  est  la  cause  de  ceux- 
là  ;  et  la  relation  qui  les  unit  est  une  loi  naturelle. 

En  ce  .sens  on  peut  dire  encore  que  la  science  est  la 
connaissance  des  lois  de  la  nature,  qu'elle  a  pour  objet  la 
recherche  de  ces  lois,  et  que  ses  progrès  consistent  dans 
la  découverte  de  lois  nouvelles. 

En  même  temps  que  de  tels  progrès  s'accomplissent,  ou 
plutôt  à  la  suite  de  chacun  d'eux,  les  applications  apparais- 
sent. L'industrie  humaine  s'applique  à  en  tirer  parti,  et 
produit  les  merveilles  qui  nous  ont  été  prodiguées  au  dernier 
siècle,  et  que  je  ne  veux  pas  même  essayer  d'énumérer. 
C'est  parla  surtout,  dans  l'état  actuel  de  l'humanité,  que  la 
science  vient  frapper  l'esprit  de  la  grosse  majorité  de  nos 
semblables.  Tel  n'a  jamais  entendu  parler  d'Ampère  ni 
d'Œrsledt,  reste  profondément  indifférent  aux  recherches 
sur  Télectricilé  et  le  magnétisme,  et  tombera  en  extase 
devant  les  résultats  de  la  télégraphie  électrique. 

Il  doit  vous  paraître,  dans  la  détinition  générale  que  je 
viens  d'esquisser,  que  je  laisse  de  côté  la  science  mathéma- 
tique. Plus  d'un,  parmi  vous,  a  du  entendre  dire  et  répéter 
que  les  sciences  exactes  évoluent  dans  un  domaine  d'abs- 
tractions n'ayant  rien  de  commun  avec  le  monde  réel,  qu'elles 
se  sulTisent  à  elles-mêmes,  qu'elles  poursuivent,  dans  leur 
sérénité,  la  découverte  de  propriétés  appartenant  à  des  êtres 
chimériques,  formant  ainsi  une  sorte  de  monde  à  part,  de 
temple  fermé  ;  de  ce  temple,  les  fidèles,  appelés  mathéma- 
ticiens, sont  des  individus  étranges,  atteints  d'une  mono- 
manie d'ailleurs  inoffensive,  ce  qui  leur  donne  droit  à  des 
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ménagements  et  leur  vaut  même  quelquefois  un  certain 
respect. 

Permettez-moi  de  m'arrêter  un  peu  ici.  Je  voudrais  essayer 
de  sortir,  avec  mes  confrères  en  mathématiques,  de  cette 
tour  d'ivoire,  qui,  à  certains  yeux,  apparaît  un  peu  avec  la 
physionomie  d'un  hôpital.  Pour  mieux  dire,  je  voudrair 
montrer  que  nous  ne  Tavons  jamais  habitée. 

Il  est  très  vrai  d'affirmer  que  la  science  mathématique, 
la  science  pure  du  moins,  n'a  pas  pour  objet  la  recherche,  la 
découverte  des  lois  naturelles.  11  est  exact  aussi  qu'elle 
exerce  ses  efforts  sur  des  abstractions  n'existant  pas  dans  la 
nature.  Mais  ces  abstractions  ont  été  fournies  invariablement 
par  le  monde  extérieur,  par  les  faits  qui  affectent  nos  sens  ; 
et  leiir  plus  grande  valeur  scientifique  tient  à  ce  qu'elles  sont 
très  sensiblement  rapprochées  des  j'éalités  naturelles,  tou- 
jours infiniment  compliquées,  bien  que  dans  leur  simplicité 
logique,  les  abstractions  ne  puissent  jamais  s'adapter  exac- 
tement à  aucune  de  ces  réalités. 

D'autre  part,  les  lois  naturelles,  dans  une  science  quel- 
conque, reposent-elles  aussi  sur  des  abstractions,  quand  on 
veut  bien  y  regarder  de  près.  Et  ces  lois  sont  d'autant  plus 
précises,  d'autant  plus  utiles,  qu'on  peut  y  faire  entrer  quan- 
titatwement  les  éléments  qui  y  figurent.  Dire,  par  exemple': 
plus  on  comprime  un  gaz,  plus  son  volume  se  réduit,  c'est 
exprimer  déjà  la  loi  de  Mariotle  ;  dire:  le  volume  est  inver- 
sement proportionnel  à  la  pression,  c'est  nous  apporter  un 
renseignement  beaucoup  plus  complet,  en  exprimant  la 
mên^e  loi  sous  une  forme  mathématique. 

Ce  seul  exemple  permet,  je  crois,  de  donner  à  ma  pensée 
l'interprétation  exacte  qu'elle  doit  recevoir  de  vous,  lorsque 
je  proclame  que  la  science  mathématique  est  l'auxiliaire 
obligé  de  toutes  les  autres  sciences,  en  fournissant  à  chacune 
d'elles  l'instrument  indispensable  à  une  entière  netteté,  à 
une  précision  accomplie.  Et  c'est  à  ce  titre  qu'on  a  pu  éva- 
luer dans  une  certaine  mesure,  le  degré  d'avancement  com- 
paratif des  diverses  sciences  par  la  facilité  plus  ou  moins 
grande  avec  laquelle  l'instrument  mathématique  peut  s'ap- 
pliquer à  chacune  d'elles. 
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Vous  le  voyez  donc;  la  science  mathématique,  loin  d'être 
en  marge  des  autres  sciences  naturelles,  tire  sa  substance 
de  la  nature,  et  offre  ses  conquêtes  libéralement  pour  pous- 
ser plus  avant  la  découverte  des  secrets  que  la  nature  nous 
cache  encore.  Il  faut  ajouter  que  si,  par  essence,  elle  rai- 
sonne sur  Tabsolu,  cet  absolu  vient  du  relatif,  et  ne  sert  qu'à 
conduire  au  relatif;  autrement  dit,  un  résultat  mathématique 
appliqué  à  une  science  quelconque,  n'est  jamais  destiné  qu'à 
fournir  une  approximation.  C'est  avec  une  bien  grande  injus- 
tice, explicable  par  l'ignorance,  qu'on  s'est  pluv  souvent  à 
répéter  que  l'esprit  mathématique  rend  les  hommes  impro- 
pres à  la  vie  réelle,  que  les  mathématiciens,  par  la  tendance 
fatale  de  leur  cerveau,  sont  portés  à  tout  vouloir  mettre  en 
équations,  à  perdre  le  sentiment  des  nuances,  à  trancher  net 
les  questions  les  plus  délicates  et  les  plus  compliquées.  Cet 
esprit-là  est,  non  seulement  un  faux  esprit  mathématique, 
mais  même  l'esprit  contraire;  le  mathématicien  digne  de  ce 
nom  sait  à  merveille  qu'une  équation  ne  donne  jamais  autre 
chose  que  ce  qui  lui  a  été  confié,  que  si  l'algèbre  est  une 
langue  écrite  merveilleuse  et  féconde,  elle  n'a  et  ne  saurait 
avoir  aucune  vertu  créatrice;  c'est  un  simple  instrument  de 
transformation,  et  les  précieux  résultats  de  la  science  mathé- 
matique, tombant  de  Tabsolu  dans  le  relatif  dès  l'instant  où 
on  les  utilise,  ne  prennent  leur  entière  valeur  qu'après  une 
épreuve  dernière,  un  contrôle  définitif  de  l'expérience  ou  de 
l'observation. 

Si  la  science  mathématique  apporte  ainsi  son  concours  aux 
autres  branches  des  connaissances  humaines,  elle  se  prête 
elle-même  à  des  applications  plus  ou  moins  directes,  et  tout 
porte  à  croire  que  ces  applications  furent  à  l'origine  le  seul 
motir  de  la  création  de  chaque  science.  Cette  observation  a 
quelquefois  poussé  certains  esprits  à  manifester  le  désir 
de  voir  la  science,  surtout  dans  le  domaine  particulier  qui 
nous  occupe  en  ce  moment,  renoncer  à  de  pures  recherches 
théoriques  et  faire  porter  son  eftbrt  exclusif  sur  l'application. 
C'est  là,  fort  heureusement  selon  moi,  un  résultat  impossible 
à  obtenir,  parce  que  chaque  esprit,  dans  le  travail  de  re- 
cherche auquel   il  se  livre,   n'obéit    qu'à  sa  tendance  natu- 
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relie,  et  ne  connaît  pas  de  règles  extérieures.  Mais,  en  fiit-il 
autrement,  si  la  science  pouvait  devenir  exclusivement  utili- 
taire, elle  perdrait  sa  plus  grande  utilité.  Cela,' parce  qu'en 
fait  le  rapport  entre  la  découverte  scientifique  et  l'application 
qu'elle  recevra  est  souvent  fort  éloigné  et  fort  inattendu. 
Deux  simples  exemples  vous  le  montreront. 

Lorsque  les  géomètres  grecs,  avec  une  puissance  d'in- 
vention, une  pénétration  de  pensée  qui  nous  confondent, 
établissaient  les  propriétés  des  sections  coniques,  un  quel- 
conque d'entre  eux  eut  été  fort  embarrassé  sans  doute  par 
cette  seule  question  :  à  quoi  ce  que  vous  trouvez  pourra-l-il 
servir?  Lorsque,  plusieurs  siècles  écoulés,  Kepler,  utilisant 
les  propriétés  des  sections  coniques,  formulait  après  dix-sept 
années  d'observations  patientes  les  lois  célèbres  qui  règlent 
les  mouvements  des  planètes,  il  eut  certainement  éprouvé  le 
même  embarras  devant  la  même  question.  Et  cependant, 
c'est  de  Kepler,  précédant  Newton,  qu'est  sortie  l'astrono- 
mie moderne;  c'est  à  l'astronomie  que  la  navigation  em- 
prunte ses  ressources  quotidiennes.  Ainsi,  des  propriétés 
curieuses  de  trois  courbes,  simples  jeux  de  l'esprit,  est 
sortie  la  Connaissance  des  temps,  et  le  marin  qui  la  consulte 
pour  diriger  la  marche  de  son  navire  a  le  droit  de  se  dire 
qu'un  fil  mystérieux  l'unit  à  Apollonius  et  Thaïes. 

Rien  ne  parait  plus  purement  idéal  que  les  recherches 
d'arithmétique  supérieure,  de  ihéorie  des  nombres;  les  pro- 
priétés si  mystérieuses  des  nombres  premiers,  les  con- 
gruences,  les  résidus  numériques,  semblaient  n'avoir  d'au- 
tre objet  que  de  procurer  de  hautes  satisfactions  à  l'esprit 
d'un  Fermât,  d'un  Euler,  d'un  Gauss,  et  à  leurs  disciples. 
Eh  bien,  il  arrive  aujourd'hui  que  dans  l'industrie  du  tissage, 
dans  la  confection  des  armures  se  rapportant  à  cette  indus- 
trie, les  propriétés  dont  je  parle  sont  utilisées.  Il  en  est  de 
même  dans  la  construction  de  certains  engrenages. 

N'essayons  donc  jamais  de  couper  les  ailes  au  génie  scien- 
tifique. Laissons-lui  son  libre  essor,  avec  la  certitude  que, 
tôt  ou  tard,  même  au  point  de  vue  purement  pratique,  nous 
lui  devrons  d'autant  plus  que  nous  lui  aurons  permis  de 
s'élever  plus  haut. 
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Disons-nous  bien,  aussi,  que  malgré  la  spécialisation  à  la- 
quelle sont  obligés  aujourd'hui  les  hommes  de  science,  en 
raison  de  l'abondance  des  résultats  acquis,  une  continuelle 
solidarité  existe  entre  toutes  les  branches  des  connaissances 
humaines,  qui  se  doivent  un  appui  réciproque  et  en  ont  un 
impérieux  besoin. 

Il  a  bien  fallu,  pour  progresser,  créer  des  compartiments 
scientifiques  et  des  sous-compartiments  plus  nombreux  en- 
core, mais  on  commence  à  se  rendre  compte  que  ces  classi- 
fications artificielles  ne  sont  pas  un  but,  mais  un  moyen  ;  et 
que  nous  nous  acheminons  vers  une  fusion  harmonieuse  du 
savoir  humain,  source  de  nouveaux  progrès. 

Certes,  il  seraitinsensé  de  vouloir  tout  savoir  ou  tout  appren- 
dre; mais  il  existe  un  fonds  commun  d'idées  générales,  d'idées 
synthétiques,  bonnes  à  acquérir  pour  le  savant  même  le  plus 
spécialisé  dans  ses  recherches.  Et  ce  ne  sera  bientôt  plus 
qu'un  mauvais  souvenir,  le  temps  où  un  mathématicien  pou- 
vait se  vanter  d'ignorer  les  noms  de  Lamarck,  de  Claude 
Bernard,  de  Darwin,  où  un  naturaliste  ne  savait  pas  les 
premières  règles  de  l'algèbre  et  n'avait  pas  la  moindre  idée 
de  l'œuvre  de  Newton. 

Ce  nouvel  esprit  encyclopédique  est  déjà  formé.  Peut-être 
des  institutions  telles  que  V Association  française  n'ont-elles 
pas  été  complètement  étrangères  à  cette  renaissance.  Nous 
en  voyons  notamment  la  manifestation  dans  une  efflores- 
cence  de  travaux  de  philosophie  scientifique  dont  la  publi- 
cation n'eût  pas  même  été  possible  il  y  a  un  quart  de  siècle. 
Philosophes,  géomètres,  physiciens  semblent  ici  confondre 
leurs  efforts  ;  on  ne  saurait  plus  guère  de  quel  nom  les  ap- 
peler. Permettez-moi  de  citer  seulement  le  plus  illustre 
d'entre  eux,  que  nous  sommes  fiers  de  compter  parmi  nos 
collègues,  j'ai  nommé  M.  Henri  Poincaré.  Par  une  série  d'ar- 
ticles publiés  dans  diverses  revues,  par  un  livre  de  haute 
envergure  sous  un  mince  volume,  la  Science  et  l'HypothèsCy 
M.  Poincaré  a  tenu  le  premier  rang  dans  cette  évolution  phi- 
losophique nécessaire. 

Plusieurs,  en  le  lisant,  auront  peut-être  éprouvé  comme 
un  serrement  de  coeur  douloureux.  Il  semble  qu'on  voie  au- 


344  C-A.   LAISANT 

tour  de  soi  s'amonceler  les  ruines,  qu'on  soit  condamné  au 
doute,  au  scepticisme,  à  Tabandon  des  hypothèses  qui  nous 
séduisaient  le  plus,  des  principes  qui  nous  paraissaient  à 
tout  jamais  indestructibles.  Mais  ce  dorite  est  fécond,  mais 
cette  démolition  est  la  préface  indispensable  de  la  recons- 
truction future  et  prochaine;  mais  ce  sceptique  est  un  fer- 
vent ;  et  sa  tâche  bienfaisante  est  réellement  celle  d'un  apôtre 
de  lascience  et  de  la  vérité. 

Les  progrès  mêmes  de  la  science  actuelle  rendaient  cette 
opération  préliminaire  inévitable.  Dans  la  disposition  d'iner- 
tie, de  paresse,  à  laquelle  est  porté  d'instinct  le  cerveau  hu- 
main, nous  avons  tous  une  tendance  à  accorder  une  réalité 
effective  aux  formules  qui  n'ont  eu  pour  objet 'que  de  nous 
offrir  des  images  suiiisantes.  Les  hypothèses  se  sont  trans- 
formées peu  à  peu  en  vérités  inattaquables  ;  nous  avons  \écu 
ainsi  depuis  notre  enfance,  d'une  vie  scientifique  tranquille, 
ou  à  peu  près,  contents  de  nos  théories  comme  d'une  vieille 
maison  un  peu  délabrée,  à  laquelle  on  est  attaché  par  l'usage, 
qu'on  aime  et  qu'on  habite. 

Et  puis,  voici  que  l'ouragan  survient,  sous  forme  de  faits 
nouveaux  inconciliables  avec  les  théories  admises.  Les  hypo- 
thèses croulent,  la  maison  s'effondre,  et  nous  restons  tout 
désorientés  et  chagrins,  dans  l'attente  de  nouvelles  bour- 
rasques, et  ne  sachant  que  faire. 

Nous  ne  nous  étions  guère  demandé  ce  que  pouvait  être 
l'espace,  mais  nous  avions  confiance  dans  l'inébranlable  soli- 
dité, dans  la  perfection  absolue  de  la  Géométrie  des  anciens. 
Et  voilà  qu'on  vient  nous  dire:  le  postulatum  d'Euclide  est 
à  tout  jamais  indémontrable,  et  il  n'y  a  pas  de  (léométrie 
plus  ou  moins  vraie  ;  il  n'y  a  que  des  (îéométries  plus  ou 
moins  commodes. 

Nous  ne  savons  guère  plus  ce  que  c'est  que  le  mouvement. 
Toutefois,  rassemblant  nos  efforts,  abandonnant  les  diffi- 
cultés purement  philosophiques,  admettant  comme  hypothèses 
les  notions  classiques  qui  sont  la  base  de  la  mécanique,  nous 
avons  dit  :  tout  se  passe  comme  si  ces  notions  étaient  réelle- 
ment vraies.  De  là,  \\\\  rapprochement  étroit  entre  les  sciences 
|)hysiques  et    la  mécanique,  et    un  asile  sur  pour  toutes  les 
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sciences  dans  la  théorie  de  Ténergie,  devenue  à  son  tour  une 
sorte  d'article  de  foi. 

M.  Poincaré  venait  de  nous  mettre  on  garde  contre  les 
principes  de  la  mécanique  pris  comme  vérités  absolues  ;  il 
venait  de  nous  dire  :  «  la  théorie  de  l'énergie  consiste  essen- 
tiellement à  constater  que  quelque  chose  est  constant,  mais 
nous  ne  savons  trop  quoi»;  il  venait  à  peine  de  parler  ainsi, 
lorsque  M.  et  M""*  Curie  nous  apportent  Tindiscutable  preuve 
que  le  radium  parait  émettre  indéfiniment  des  rayons  calori- 
fiques sans  perdre  de  son  poids  de  façon  appréciable.  Dès 
lors  une  légion  de  chercheurs  ont  entrepris  d'expliquer  le 
paradoxe.  Les  uns  disent:  le  principe  de  Ténergie  tombe  en 
ruines  à  son  tour,  c'est  le  mouvement  perpétuel.  D'autres 
déclarent  que  le  radium  est  un  simple  agent  de  transforma- 
tion, s'emparant  d'une  énergie  latente,  où  nous  baignons 
sans  le  soupçonner,  et  la  rendant  sensible.  D'autres  enfin 
afRrment  que  la  dissociation  atomique  de  la  matière  est  un 
fait  universel,  constatable  seulement  sur  le  radium  et  quel- 
c|ues  autres  corps  qui  présentent  cette  propriété  à  un  haut 
degré.  La  matière,  en  se  dissociant  ainsi,  mettrait  en  activité 
une  énergie  existant  en  elle  à  l'élal  latent,  et  qui  représen- 
terait environ  60  milliards  de  chevaux-vapeur  par  gramme. 

Il  est  bien  certain  que  l'on  se  trouve  là  en  présence  d'un 
des  plus  redoutables  et  troublants  problèmes  de  philosophie 
naturelle  qui  aient  jamais  été  posés  ;  nous  sommes,  comme  on 
l'a  dit,  à  un  tournant  de  la  science.  Il  serait  jusqu'ici  bien 
téméraire  de  se  prononcer  dans  un  sens  ou  dans  Tautre. 

Mais  j'ai  le  devoir  de  rappeler  à  ce  sujet  que  le  Conseil  de 
V Association  française  a  accordé  une  modeste  subvention, 
—  qui  ne  lui  avait  pas  été  demandée  —  à  l'un  de  nos  jeunes 
physiciens  les  plus  éminents,  M.  Langevin,  professeur  sup- 
pléant au  Collège  de  France,  en  l'invitant  à  présenter  un 
travail  d'ensemble,  de  mise  au  point  sur  la  question  dont 
je  viens  de  parler.  Je  remercie  M.  Langevin  d'avoir  bien 
voulu  accepter  cette  tâche,  et  vous  estimerez  je  l'espère  avec 
nous  que  l'initiative  prise  parle  Conseil  rentre  dans  l'esprit 
de  notre  association  et  pourra  contribuer  à  l'avancement  de 
la  science. 
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C'est  à  peine  si  j'ose,  après  le  radium,  prononcer  seule- 
ment le  nom  de  ces  rayons  N,  qui  déroutent  peut-être  plus 
encore  que  tous  les  autres  nos  conceptions  habituelles,  et 
qui  semblent  se  placer  aux  frontières  de  la  science.  Si  les 
conquêtes  récentes  de  la  Physique,  si  les  travaux  de  savants 
s*appelant  Curie,  Becquerel,  Blondiot,  et  de  tant  d'autres, 
viennent  ainsi  menacer  les  principes  mêmes  de  la  mécanique, 
troubler  noire  quiétude  et  provoquer  une  véritable  crise 
dans  la  philosophie  de  la  science,  soyons  sans  inquiétude 
sur  rissue  deceltecrise.  Nousnepouvonsquenousenréjouir, 
si  nous  avons  présente  à  Tesprit  la  belle  pensée  de  Renan  : 
«  L'humanité  n'arrive  à  la  vérité  que  par  des  erreurs  succes- 
sives. »  Ces  déplacements  de  doctrines  sont  la  caractéristi- 
que des  progrès  accomplis;  à  ces  progrès,  par  voie  de  con- 
séquence, viendront  s'en  ajouter  d'autres.  L'équilibre  se 
rétablira  bientôt.  Les  hypothèses  nouvelles,  s'il  est  néces- 
saire, seront  rapidement  construites.  Elles  ne  vaudront 
sans  doute  ni  plus  ni  moins  que  les  hypothèses  passées; 
mais,  qu'elles  doivent  durer  plus  ou  moins  longtemps,  elles 
auront  fait  leur  œuvre,  toujours  transitoire;  elles  auront  con- 
tribué à  l'avancement  de  la  science  dans  sa  marche  indéfinie, 
et  à  l'accroissement  des  applications. 


II 


Le  nombre  et  l'importance  des  applications  augmentent 
sans  cesse.  C'est  par  là,  je  Tai  dit,  que  l'esprit  des  masses 
est  frappé.  C'est  aussi  par  là  que  la  science  arrive  à  prendre 
dans  notre  milieu  social  une  place  chaque  jour  plus  large, 
à  jouer  un  rôle  prépondérant  dans  la  vie  ordinaire.  Dans  ces 
conditions,  elle  devait  exercer  sur  les  esprits  une  action  sé- 
rieuse, laisser  dans  les  cerveaux  une  empreinte  profonde, 
être  un  puissant  agent  de  transformation  de  la  mentalité 
humaine. 

Si  nous  remontons  par  la  pensée  à  deux  siècles  seule- 
ment en  arrière,  quelle  différence  entre  le  spectacle  offert  à 
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cette  époque  par  le  inonde  des  savants,  et  celui  auquel  nous 
assistons  aujourd'hui!  Et  je  ne  parle  pas  des  progrès  effec- 
tués, mais  uniquement  de  Torganisation  scientifique,  des 
moyens  par  lesquels  se  découvraient  et  se  propageaient  les 
vérités  scientifiques  nouvelles.  Un  tout  petit  nombre  d'hom- 
mes exceptionnels,  souvent  aidés  par  de  riches  Mécènes,  par 
des  princes  ou  des  rois,  semblaient  être  les  uniques  dépo- 
sitaires du  savoir  humain.  Leurs  travaux  gardaient  une  sorte 
de  caractère  mystérieux,  presque  sacré.  En  correspondance 
les  uns  avec  les  autres,  ils  ne  se  communiquaient  leurs  dé- 
couvertes qu'avec  mille  précautions,  en  cachant  leurs  métho- 
des, et  ne  se  pressant  pas  de  les  publier;  ils  aimaient  à  se 
porter  mutuellement  des  défis,  et  mettaient  leur  gloire  à  sor- 
tir vainqueurs  de  ces  tournois  intellectuels.  Bien  peu  de  per* 
sonnes  pouvaient  arriver  à  les  comprendre  ou  à  les  deviner: 
l'instruction  scientifique,  même  tout  à  fait  élémentaire,  était 
réservée  à  une  catégorie  de  la  population  représentant  une 
minorité  infime.  Quant  aux  applications,  elles  existaient  as- 
surément dans  une  petite  mesure,  mais  l'industrie,  sous  sa 
forme  moderne,  n'avait  pas  même  fait  son  apparition.  La  lit- 
térature scientifique  du  monde  entier  usait  à  peu  près  exclu- 
sivement du  latin,  compris  alors  du  petit  nombre  des  gens 
instruits,  et  ne  représentait  assurément  pas,  comme  quan- 
tité, la  dixième  partie  de  ce  qu'un  seul  pays  produit  annuel- 
lement au  XX*  siècle. 

Quel  contraste,  en  effet  !  Le  grand  souffle  d'idées  du 
XVIII*  siècle  a  passé  ;  les  besoins  de  l'industrie  se  sont  mani- 
festés, impérieux,  exigeants.  Il  a  fallu  recruter  un  personnel 
technique  formant  de  véritables  -armées,  et  auquel  des  con- 
naissances scientifiques  plus  ou  moins  étendues  étaient  in- 
dispensables. Par  suite,  la  science  s'est  diffusée,  répandue; 
elle  a  pénétré  jusque  dans  nos  écoles  primaires.  Article  dfe 
luxe  autrefois,  elle  est  devenue  objet  de  consommation  cou- 
rante. Réservée  jadis  à  une  aristocratie,  elle  a  désormais 
un  caractère  démocratique.  On  peut  s'en  réjouir,  on  peut  le 
déplorer  ;  je  n'apprécie  pas,  je  constate.  Quelques-uns  se  de- 
mandent si  l'on  n'a  pas  perdu  en  profondeur  un  peu  de  ce  qu'on 
gagnait  en  étendue  ;  il  me  semble  pourtant  que  ceux-là  peu- 
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vent  se  rassurer  en  contemplant  la  liste  des  illustrations 
scientifiques  contemporaines  ;  il  me  semble  aussi  que  dans 
cette  liste,  la  science  française  est  assez  brillamment  repré- 
sentée pour  que  nous  soyons  en  droit  de  ne  pas  crier  à  la 
décadence. 

Cette  diffusion  sans  cesse  croissante  des  notions  scien- 
tifiques ne  pouvait  manquer  d'entraîner  une  modification 
profonde  dans  les  esprits  ;  et  cette  modification  se  continue 
sous  nos  yeux,  et  se  révèle  sous  mille  formes  diverses-  L'une 
de  ses  manifestations  les  plus  profondes,  sinon  la  plus  vi- 
sible est  «  la  constatation  scientifique  de  la  loi  de  solidarité 
universelle»  que  proclamait  M.  Berthelot  dans  un  remar- 
quable discours,  vers  la  fin  de  Tannée  dernière.  N'est-ce  pas 
un  peu  la  môme  idée  que  traduisait  Pascal,  dans  la  prescience 
de  son  génie,  lorsqu'il  écrivait:  «  Toute  la  suite  des  hommes 
doit  être  considérée  comme  un  même  homme,  qui  subsiste 
toujours  et  qui  apprend  conlinuellement.  » 

Cette  idée  de  solidarité,  non  pas  nouvelle,  mais  nouvelle- 
ment répandue,  jointe  aux  facilités  modernes  des  moyens 
de  communication,  devait  entraîner  d'autres  conséquences. 
L'esprit  de  patriotisme,  sans  s'affaiblir,  tendait  à  s'élargir; 
les  rapports  de  toute  nature,  et  surtout  les  rapports  scienti- 
fiques entre  les  hommes  des  diverses  nations  arrivaient  à  les 
rapprocher,  à  faire  tomber  bien  des  malentendus,  à  jeter  la 
bonne  semence  des  idées  de  pacification  qui  apporteront 
dans  l'avenir  leur  moisson  bienfaisante.  Je  n'en  voudrais  pour 
preuve  que  l'existence  même  de  notre  Association,  si  fon- 
cièrement, si  sincèrement  française,  qui  est  heureuse  de 
voir  les  savants  étrangers  participer  fraternellement  à  ses 
travaux,  et  qui  s'honore  de  trouver,  parmi  les  membres  dont 
elle  est  le  plus  fîère,  le  nom  respecté  de  AL  Frédéric  Pass)'. 

Rapprocher  les  hommes  qui  vivent  de  part  et  d'autre  d'une 
frontière  ;  rapprocher  plus  étroitement  qu'auparavant  les  ha- 
bitants d'un  même  pays,  telle  est  l'œuvre  de  la  diffusion 
scientifique;  elle  agit  sur  l'individu,  tend  à  lui  donner  une 
notion  plus  juste  de  sa  dignité  intellectuelle,  à  réfréner 
l'orgueil  et  l'égoïsme,  qui  résultent  de  l'ignorance  plus  sou- 
vent qu'on  ne  croit,  et  lui  montre   que   bien   au-dessus  de 
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toutes  nos  petites  divisions  accidentelles  subsistent  les 
{grands  problèmes  posés  par  la  nature,  que  tous  les  hommes 
ont  un  intérêt  commun  à  étudier,  et,  s'il  se  peut,  à  résoudre. 

Parmi  les  institutions  qui  contribuent  le  plus  à  orienter  la 
science  contemporaine  dans  cette  voie,  il  serait  injuste  de  ne 
pas  citer  les  congrès  internationaux,  si  rares  jadis,  si  nom- 
breux aujourd'hui,  qui  réunissent  périodiquement  les  adeptes 
d'une  science  ou  d'un  groupe  de  sciences  ;  on  y  effectue  des 
progrès,  on  y  épargne  des  efforts  inutiles.  On  s'y  concerte, 
de  manière  à  mieux  coordonner  le  travail.  C'est  en  grande 
partie  aux  Congrès  internationaux  que  nous  devons  notam-. 
ment  d'avoir  compris  l'importance  capitale  de  la  bibliogra- 
phie scientifique,  et  celle  de  l'adoption  d'une  langue  interna- 
tionale auxiliaire,  questions  auxquelles  notre  Association 
s'est  attachée  avec  tant  de  sollicitude. 

Ces  diverses  considérations  ont  montré  partout  quel  inté- 
rêt présente  l'éducation  scientifique  rationnellement  donnée, 
combien  elle  peut  contribuer  à  l'éducation  morale  elle-même, 
en  rappelant  à  l'être  humain  qu'en  principe  l'intérêt  et  le  de- 
voir sont  en  accord  entre  eux,  et  en  accord  avec  la  raison, 
malgré  les  apparences.  C'est  ce  que  le  grand  poète  français 
du  XIX*  siècle  exprime,  quand  il  met  dans  la  bouche  d'un  de 
ses  personnages  cette  définition  :  «  la  conscience,  c'est  la 
quantité  de  science  innée  que  nous  avons  en  nous.  » 

Je  m'avancerais  imprudemment  si  je  venais  déclarer  qu'à 
ce  point  de  vue  de  l'éducation  scientifique  les  choses  soient 
pour  le  mieux  et  qu'il  ne  reste  plus  rien  à  faire.  La  pédago- 
gie doit  se  réformer  elle-même  et  aussi  réformer  ses  mé- 
thodes, principalement  en  ce  qui  touche  les  premiers  élé- 
ments. Simplifier,  en  appeler  à  l'intelligence  de  l'enfant  plu- 
tôt qu'à  sa  mémoire,  satisfaire  sa  curiosité,  donner  de  la  vie 
et  de  l'attrait  à  l'initiation  scientifique,  au  lieu  de  rendre 
rebutantes  des  notions  qui  par  elles-mêmes  sont  tout  le 
contraire,  telle  est  la  tâche  à  accomplir,  et  qui  s'accomplira, 
car  cette  refonte  des  méthodes  est  dans  la  nécessité  des 
choses.  Tant  mieux  pour  les  nations  qui  en  comprendront 
les  premières  l'inévitable  nécessité. 

Plus  les  moyens  d'enseignement  se  perfectionneront  en 
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s'adaptant  de  mieux  en  mieux  au  cerveau  de  renTant  et  en 
prenant  un  caractère  concret,  et  plus  universellement  se  diffu- 
sera la  science.  C'est  de  la  sorte  qu*elle  exercera  peu  à  peu 
sur  chaque  esprit,  et  sur  tous  les  esprits,  cette  action  morale 
dont  j'ai  essayé  de  vous  donner  la  notion  précise,  telle  que 
je  la  comprends  moi-même,  et  qui  nVst  pas  le  côté  le  moins 
important  du  rôle  social  de  la  science,  les  sociétés  humaines 
étant  bien  plus  dirigées  par  les  idées  que  par  les  forces  ex- 
térieures apparentes. 

Et  le  grand  mérite  de  cette  œuvre,  c'est  que  tous  peuvent  en 
devenir  les  bons  ouvriers.  Pour  achever  de  construire  Pédî- 
fice  déjà  sorti  de  terre,  et  qui  commence  à  s'élever,  il  n'est 
pas  besoin  d'être  né  sous  telle  ou  telle  latitude,  de  professer 
telle  ou  telle  doctrine  philosophique.  On  peut  s'adresser  à 
tous  les  hommes  de  science  de  tous  les  pays,  ou  plutôt  les 
laisser  venir,  car  <''est  d'eux-mêmes  qu'ils  accourent.  Unis 
dans  le  culte  commun  de  la  vérité  scientifique,  telle  que 
nous  pouvons  la  poursuivre  et  la  fixer,  obéissant  à  un  esprit 
de  méthode  qui  s'impose  dans  les  recherches,  désireux  de 
voir  les  découvertes  de  chaque  jour  s'épanouir  plus  large- 
ment et  porter  leurs  fruits,  ils  laissent  aisément  de  côté  leurs 
petites  divergences,  les  contingences  accidentelles  qui  peu- 
vent les  diviser  sur  d'autres  points. 

Nos  congrès  n'offrent-ils  pas  la  démonstration  vivante  de 
cette  vérité  ?  Dans  les  sections  où  s'effectue  chaque  année 
notre  travail  scientifique,  il  peut  assurément  et  il  doit  se  pro- 
duire des  discussions.  Mais  sont-elles  jamais  inspirées,  de 
part  et  d'autre,  par  autre  chose  que  le  souci  de  la  science 
elle-même?  Chacun  de  nous  peut  se  tromper,  mais  il  ne  dis- 
cute que  pour  démontrer  qu'il  ne  se  trompe  pas;  et  la  science, 
elle,  ne  se  trompe  jamais;  seuls,  les  savants  peuvent  être 
dans  l'erreur,  parce  qu'ils  sont  hommes. 

Parmi  tous  les  hommes,  en  raison  de  l'éducation  de  leur 
esprit,  ils  doivent  être  disposés  plus  que  personne  à  la  pa- 
tience et  à  l'indulgence,  au  respect  de  la  liberté  d'autrui; 
le  drapeau  de  la  science  est  assez  large  pour  abriter  toutes 
les  doctrines,  toutes  les  opinions,  toutes  les  convictions, 
même  les  plus  disparates.  Et  c'est  par  les  hommes  de  science, 
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que  s'accomplit,  directement  ou  indirectement,  que  s'accom- 
plira plus  complètement  encore,  cette  action  morale  pro- 
fonde et  durable  qui  transforme  dès  à  présent  les  conditions 
d'existence  des  sociétés  humaines. 


m 

Après  avoir  indiqué  Faction  directe  exercée  parla  péné- 
tration graduelle  de  la  science  dans  le  cerveau  de  Thomme, 
il  nous  resle  à  étudier  ce  que  nous  pouvons  appeler  son 
action  indirecte  ;  j'entends  par  là  les  modifications  apportées 
dans  la  vie  individuelle  et  dans  la  vie  sociale  par  les  appli- 
cations. 

Ces  applications  ont  eu  invariablement  pour  but  dV'croitre 
le  bien-être  des  humains,  soit  en  rendant  plus  douce  l'exis- 
tence, en  atténuant  ou  prévenant  les  maux  qui  peuvent  nous 
atteindre,  soit  en  substituant  au  travail  matériel  de  l'homme 
le  travail  des  forces  de  la  nature.  C'est  ce  que  M.  Berthelot 
exprimait  excellemment  en  ces  termes,  dans  un  discours 
récent  que  j'ai  déjà  signalé  tout  à  l'heure  : 

«  Il  suffira  de  nous  souvenir  comment  la  mécanique,  la 
«  physique  et  la  chimie  ont  assuré  à  Tho^mme  une  puissance 
«  toujours  croissante  sur  la  nature.  Elles  ont  substitué  au 
c<  travail  limité  des  bras  de  l'individu  Teffort  indéfini  des 
«  forces  naturelles,  desservies  et  dirigées  par  son  intelli- 
«  gence;  par  là,  elles  augmentent  sans  cesse  la  richesse  et 
«  le  bien-être  universels.  » 

C'est  là  une  grande  vérité  ;  si  bien  qu'on  a  pu  définir  les 
caractères  du  progrès  en  disant  qu'il  correspond  à  une  dimi- 
nution constante  de  l'action  de  l'homme  sur  l'homme,  et  à 
un  accroissement  de  l'action  de  l'homme  sur  les  choses. 

Il  a  plu  aux  poètes  de  chanter  les  bontés  de  la  nature,  la 
douceur  de  cette  bonne  mère,  la  générosité  qu'elle  met  à 
nous  prodiguer  ses  biens.  H  faut  en  rabattre  de  ces  tou- 
chantes comparaisons  et  ne  pas  nous  laisser  illusionner  par 
un  tableau  séduisant,  mais  trompeur.  Cette  mère  est  plutôt 
une  marâtre,   nous  pourrions  dire   une  ennemie.   Sans  les 
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biens  qu'elle  nous  accorde,  assurément  nous  ne  saurions 
vivre  ;  mais  réduits  à  ces  seules  ressources,  nous  ne  tarde- 
rions pas  à  périr.  Riche,  sans  limites,  mais  non  moins  avare, 
elle  exige  que  nous  lui  arrachions  par  une  lutte  sans  merci 
chacun  de  ses  prétendus  bienfaits,  et  souvent  que  nous  nous 
défendions  contre  ses  menaces.  Ses  lois  sont  inflexibles, 
mais  elle  nous  les  cache'si  bien  qu'il  a  fallu  de  longs  siècles 
et  les  efforts  intellectuels  de  milliers  de  générations  pour  en 
découvrir  un  petit  nombre.  Alors,  mais  alors  seulement, 
nous  pouvons  la  dompter,  Tasservir,  Tobliger  à  travailler  à 
notre  place;  mais  à  la  condition  rigoureuse  de  ne  cesser 
d'obéir  à  ses  lois,  si  paradoxale  que  puisse  paraître  eette 
incontestable  vérité. 

Ces  conquêtes  sur  la  nature  n'ont  cessé,  depuis  l'apparition 
de  l'homme  à  la  surface  de  notre  planète  ;  mais  jamais  elles 
ne  furent  plus  nombreuses,  plus  importantes,  et  ne  se  succé- 
dèrent avec  autant  de  rapidité  qu'au  cours  du  XIX"**  siècle. 
A  cette  époque  seulement  on  vit  naître  l'industrie  moderne, 
la  grande  industrie;  et  le  retentissement  sur  la  vie  écono- 
mique devait  être  considérable.  Logiquement,  il  semble  que 
l'ainélioration  générale  du  bien-être  de  tous  aurait  du  s'en 
suivre  par  voie  de  conséquence.  Est-ce  bien  ce  qui  a  eu  lieu  ? 
Oui  peut-être,  dans  un  sens  absolu  et  au  point  de  vue  géné- 
ral ;  non,  si  l'on  y  regarde  d'un  peu  près.  Il  faut  bien  re<*on- 
naître  en  ettet  que  l'homme  prend  très  rapidement  l'habitude 
des  éléments  nouveaux  de  bien-être  mis  à  sa  disposition,  ce 
qui  veut  dire  qu'il  se  (Tée  des  besoins  nouveaux.  Et  le  bon- 
heur matériel  relatif  correspond  au  rapport  entre  la  possibi- 
lité de  donner  satisfaction  aux  besoins  et  i^es  besoins  eux- 
mêmes.  De  là  vient  que  jamais  peut-être  on  n'entendit  plus 
de  plaintes  et  de  revendications  qu'à  l'heure  présente  dans 
les  pays  civilisés.  Une  autre  constatation  douloureuse,  et  qui 
est  tout  à  fait  indépendante  de  ce  qui  précède,  c'est  que  des 
exemples  d'extrême  misère,  de  morts  par  la  faim,  le  froid, 
les  mauvaises  conditions  d'hygiène  ne  sont  pas  des  exceptions 
rares  et  se  présentent  particulièrement  nombreux  et  fré- 
quents dans  nos  grandes  agglomérations  et  au  voisinage  de 
nos  plus  florissantes  industries.   Ce   sont  ces   faits  qui  ont 
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amené  certains  esprits  à  se  demander  si  les  bienfaits  de  la 
science  appliquée  à  l'industrie  ne  s'étaient  pas  répandus 
seulement  sur  quelques  hommes  au  lieu  de  profiter  à  tous, 
et  si  le  résultat  général  n'aurait  pas  été  d'enrichir  les  plus 
riches  et  de  diminuer  encore  le  bien-être  des  misérables,  ne 
fut-ce  qu'en  leur  donnant  de  leur  misère  une  plus  complète 
conscience.  A  en  juger  par  ce  qui  se  passe  actuellement  aux 
Etats-Unis,  on  pourrait  être  tenté  de  s'associer  à  ces  critiques, 
et  de  (condamner  le  «  machinisme  w  comme  auteur  de  tant  de 
méfaits  sociaux. 

De  ce  machinisme,  contre  Karl  Marx,  mon  éminent  prédé- 
cesseur, M.  Levasseur,  prenait  la  défense  au  Congrès  d'An- 
gers, il  y  a  un  an,  dans  son  beau  discours  sur  le  Salariat.  Je 
le  défends  aussi,  parce  qu'il  serait  injuste  de  rendre  un  in- 
contestable progrès  responsable  du  mauvais  usage  qu'on  en 
aurait  pu  faire;  et  j'ajoute  que  les  attaques  contre  les  progrès 
industriels  sont  véritablement  puériles,  tellement  ces  progrès 
sont  passés  maintenant  dans  les  mœurs  et  devenus  pour  nous 
des  habitudes,  plus  encore,  des  nécessités.  Lequel  d'entre 
nous  se  résignerait  à  voyager  sur  terre  en  diligence,  à  faire 
des  traversées  sur  des  voiliers,  à  se  passer  du  télégraphe,  à 
s'éclairer  et  à  voir  éclairer  nos  villes  par  l'huile  à  brûler  et 
la  chandelle,  toutes  choses  pourtant  auxquelles  nos  pères,  il 
y  a  un  siècle,  étaient  fort  accoutumés,  sans  en  souffrir? 

N'insistons  pas;  pas  plus  que  la  science,  les  conquêtes  ma- 
térielles de  la  science  ne  sauraient  reculer.  C'est  un  domaine 
dont  les  frontières  s'élargiront  sans  cesse. 

Ce  qui  me  semble  être  la  vérité,  c'est  que  la  rapidité  même 
des  progrès  industriels  a  du  amener  un  défaut  d'équilibre, 
et  que  l'équilibre  n'a  pu  se  rétablir  encore.  Une  houle  formi- 
dable a  passé  sur  le  monde.  N'oublions  pas  d'ailleurs  que  ces 
progrès  datent  d'hier;  un  siècle  ne  compte  pas  pour  beau- 
coup dans  l'histoire  de  notre  globe.  Le  progrès  moral  ayant 
suivi  de  fort  loin  le  progrès  matériel,  il  n'est  pas  extraordi- 
naire que,  l'égoïsme  individuel  aidant,  quelques-uns,  les  plus 
forts,  se  soient  appliqués  à  utiliser  à  leur  profit  spécial  les 
moyens  nouveaux  que  venait  offrir  la  science,  et  cela  au  dé- 
triment des  plus  faibles.  Peut-être  même  est-il  arrivé  qu'avec 
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plus  OU  moins  de  bonne  foi  on  ait  essayé  d'invoquer  à  ce 
sujet  le  soi-disant  principe  de  la  lutte  pour  la  vie,  transfor- 
mant en  précopte  moral  de  circonstance  les  découvertes  du 
grand  naturaliste  Darwin,  et  s'appuyant  sur  son  autorité  pour 
tenter  de  restaurer  la  vieille  et  abominable  maxime:  Homo 
homnii  lupus.  Gela  prouverait  simplement  que  Thunianité 
n'est  pas  parfaite,  c|u'il  reste  encore  des  progrès  moraux  à 
accomplir,  que  l'hypocrisie  n'est  pas  morte  et  que  Tétat  so- 
cial actuel  laisse  à  désirer,  toutes  choses,  semble-t-il,  qui 
peuvent  se  passer  de  démonstration. 

Mais  est-ce  à  la  science,  est-ce  aux  applicatrons  de  la 
science  qu'il  serait  équitable  de  s'en  prendre  ?  Non  seulement 
elle  est  innocente  du  mal  dont  on  l'accuse,  mais  c'est  elle, 
c'est  elle  seule  qui  pourra  le  guérir. 

Par  la  plus  grande  somme  de  raison,  d'esprit  de  méthode, 
de  sagesse  qu'elle  apportera  dans  les  cerveaux,  elle  conduira 
fatalement  à  des  transformations  que  je  me  garderai  bien  de 
prophétiser,  mais  qui  se  produiront  comme  d'elles-mêmes 
lorsqu'il  sera  nécessaire  qu'elles  se  produisent.  Dans  le  dis- 
cours que  j'ai  cité  déjà,  M.  Levasseur  s'exprimait  ainsi: 

«  De  quel  droit,  objectera-t-on,  des  économistes  osent-ils 
«affirmer  que  le  salariat  subsistera?  —  Les  économistes, 
«répondrons-nous,  n'affirment  pas  qu'il  en  sera  ainsi  jusqu'à 
«  la  consommation  des  siècles.  » 

Et  il  continuait  en  établissant  qu'on  ne  peut  présager  la 
disparition  du  salariat. 

C'est  là  le  langage  de  l'homme  de  science,  la  prudence  du 
penseur  qui  se  garde  de  l'absolu,  qui  n'aflirme  rien  pour 
l'éternité,  mais  sans  cesse  étudie  les  faits,  y  applique  sa 
conscience  et  son  intelligence,  et,  dans  ce  domaine  si  com- 
plexe et  si  difficile  de  la  science  économique,  se  contente  de 
montrer  où  lui  paraissent  être  les  probabilités  les  plus 
grandes,  et  ne  présage  pas. 

L'élude  du  passé,  d'un  passé  récent,  est  faite  pour  nous 
montrer  combien  ces  précautions  sont  sages,  et  combien  il 
importe  de  ne  rien  nier,  de  ne  rien  affirmer,  de  tout  attendre 
de  l'avenir,  et  de  travailler  seulement  à  faire  que  les  hom- 
mes, par  une  éducation  continuelle,  arrivent  à  prendre  de  plus 
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en  plus  conscience  de  la  force  qui  est  en  chacun  d'entr'eu.x,  à 
s'accroître  en  dignité,  en  moralité  et  en  sagesse. 

C'est  aussi  par  les  applications  futures  de  la  science,  par 
les  progrès  prochains  de  l'industrie  humaine  que  viendront 
s'atténuer,  peut-être  s'éteindre  une  grande  partie  tout  au 
moins  des  imperfections  sociales  qu'il  est  impossible  denier. 
Ces  progrès,  nous  ne  pouvons  certes  pas  en  fixer  l'échéance, 
pas  plus  qu'en  préciser  la  nature.  Mais  je  ne  saurais  m'em- 
pècher  de  revenir  ici  à  ces  phénomènes  de  radio-activité 
qui  sont  comme  une  hantise  pour  les  hommes  de  science;  et 
je  m'en  voudrais  de  ne  pas  mettre  sous  vos  yeux  quelques 
lignes  de  mon  ami  M.  Gustave  Le  Bon,  publiées  l'année  der- 
nière dans  la  Revue  scientifique^  et  qui  s'appliquent  à  mer- 
veille à  la  question  qui  nous  occupe  ;  pour  les  bien  compren- 
dre, il  faut  se  rappeler  que  l'auteur  est  profondément  péné- 
tré de  cette  pensée  que  la  radio-activité  est  une  propriété 
commune  à  tous  les  corps  ;  c'est  dans  le  but  de  défendre  cette 
doctrine  qu'il  a  publié  la  série  de  remarquables  articles  à 
laquelle  j'emprunte  ce  très  court  passage  : 

«  Le  savant,  dit-il,  qui  trouvera  le  moyen  de  libérer  écono- 
<(  miquement  les  forces  que  la  matière  contient  changera 
«  presque  instantanément  la  face  du  monde.  Une  source  il- 
«  limitée  d'énergie  étant  gratuitement  à  la  disposition  de 
«  rhomme,  il  n'aurait  pas  à  se  la  procurer  par  un  dur  travail. 
«  Le  pauvre  serait  alors  l'égal  du  riche,  et  aucune  question 
«  sociale  ne  se  poserait  plus.  » 

Et,  dans  le  même  ordre  d'idées,  vous  me  saurez  gré  de 
vous  rappeler  qu'en  mai  1903,  à  l'assemblée  générale  an- 
nuelle de  la  Société  astronomique  de  France,  M.  Henri  Poin- 
caré,  parlant  de  «  la  grandeur  de  l'astronomie  »,  s'exprimait 
en  ces  termes  : 

«  Si  j'admire  les  conquêtes  de  l'industrie,  c'est  surtout 
«  parce  qu'en  nous  affranchissant  des  soucis  matériels,  elles 
«  donneront  un  jour  à  tous  le  loisir  de  contempler  la  nature. 
«  Je  ne  dis  pas;  la  science  est  utile  parce  qu'elle  nous  ap- 
«  prend  à  construire  des  machines.  Je  dis:  les  machines  sont 
«  utiles,  parce  qu'en  travaillant  pour  nous  elles  nous  laisse- 
«  ront  un  jour  plus  de  temps  pour  faire  de  la  science.  Mais 
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«  enfin,  il  n'est  pas  indifférent  de  remarquer  qu'entre  les 
«  deux  points  de  vue  il  n'y  a  pas  de  désaccord,  et  que  l'hom- 
«  me  ayant  poursuivi  un  but  désintéressé,  tout  le  reste  lui 
((  est  venu  par  surcroît.  » 

Tant  de  vues  concordantes,  émises  par  tant  d'éminents 
esprits,  sauraient-elles  laisser  place  au  doute  ?  Non,  c'est  la 
science,  la  science  seule  qui  sera  la  grande  libératrice,  c'est 
d'elle  qu'on  doit  tout  attendre.  Elle  jettera  de  plus  en  plus 
dans  le  monde  les  germes  de  vérité,  de  bonté,  de  fraternité 
humaine  qui  fructifieront  dans  un  avenir  plus  ou  moins  pro- 
che. Notre  impatience  s'accommode  mal  de  ce  que  nous  appe- 
lons les  lenteurs  du  progrès,  parce  que  notre  existenceest  cour- 
te et  que  nous  la  prenons  pour  mesure  du  temps.  Notre  pitié 
s'émeut  à  la  vue  de  la  souffrance  humaine,  les  injustices  et 
les  violences  nous  révoltent,  et  nous  voudrions  parfois  obte- 
nir sur  l'heure  les  solutions  que  notre  ignorance  nous  con- 
damne à  attendre  encore,  et  dont,  peut-être,  nos  descendants 
seuls  seront  appelés  à  profiter.  Cependant,  autour  de  nous, 
tout  évolue,  tout  se  transforme  ;  la  vie  universelle  implique 
ridée  de  mouvement,  c'est-à-dire  de  changement  ;  la  con- 
tinuité même  de  cette  perpétuelle  évolution  peut  avoir  pour 
effet  de  la  dérober  parfois  à  nosyeux,  mais  elle  n'en  poursuit 
pas  moins  sa  marche  imperturbable. 

Je  suis  au  nombre  de  ceux  qui  croient  que  l'humanité  est 
presque  au  début  de  son  existence  et  que  nos  apparentes  ci- 
vilisations ne  sont  que  les  pas  incertains  de  l'enfant  cher- 
chant à  équilibrer  sa  marche  et  à  formuler  ses  premières  as- 
sociations d'idées.  Ce  que  nous  avons  pu  connaître  jusqu'ici 
n'est  rien  en  regard  de  ce  qu'il  sera  possible  à  l'homme  de 
connaître  un  jour.  La  période  que  nous  traversons  aujour- 
d'hui est  une  période  de  crise,  une  sorte  de  maladie  de  crois- 
sance. Il  n'est  pas  étonnant  qu'on  y  puisse  constater  des  con- 
tradictions, des  incohérences,  bien  faites  pour  jeter  l'inquié- 
tude et  le  trouble  dans  les  meilleurs  esprits  ;  mais  il  faut 
avoir  confiance,  car  l'appétit  de  vérité,  le  besoin  de  connaître 
n'ont  jamais  été  plus  intenses,  et  c'est  seulement  du  jour  où 
ce  besoin  n'existerait  plus  qu'il  serait  permis  de  croire  à  la 
décadence. 
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A  mesure  que  les  siècles  s'écouleront,  l'humanité  devien- 
dra meilleure,  plus  éclairée,  plus  juste  et  plus  sage;  jamais 
parfaite,  mais  toujours  perfectible,  ayant  la  conscience  de  sa 
perfectibilité,  elle  obéira  sans  cesse  à  la  loi  éternelle  du  tra- 
vail; mais  le  travail,  allégé  jusqu'aux  plus  extrêmes  limites 
par  remploi  des  forces  naturelles,  sera  beaucoup  plus  intel- 
lectuel que  musculaire  et  cessera  d'apparaître  comme  un 
fardeau  lourd  et  pénible. 

L'expression  de  ma  pensée  ne  serait  pas  complète  si  je 
nVntrevoyais  dans  cette  humanité  future,  en  raison  même 
de  Tallégement  matériel  dont  elle  jouira,  les  manifestations 
du  beau,  accompagnant  les  manifestations  du  vrai,  et  les 
complétant.  C'est  par  un  véritable  blasphème  qu'on  a  sou- 
vent opposé  l'art  à  la  science;  ce  blasphème  n'est  excusable 
que  par  l'ignorance  des  conditions  de  l'une  et  de  l'autre,  et 
s'explique  par  les  obligations,  dont  je  vous  ai  dit  un  mot, 
d'une  spécialisation  excessive.  L'honneur  de  notre  pays  a  tou- 
jours été  de  ne  pas  séparer  ces  deux  formes  du  génie  hu- 
main ;  les  efforts  de  l'art  et  ceux  de  la  science  concourent 
au  même  but  définitif;  déjà  dans  notre  monde  actuel,  un 
appui  réciproque,  un  concours  mutuel  sont  des  conditions 
(le  force  et  de  progrès  de  part  et  d'autre.  L'artiste  a  besoin 
de  connaître  les  conditions  de  la  vie,  s'il  veut  faire  vibrer 
chez  ses  semblables  les  cordes  les  plus  intimes  de  l'être  ;  et 
le  savant  qui  mépriserait  les  choses  .d'art  comme  au-dessous 
de  lui,  qui  ne  reconnaîtrait  pas  la  puissance  des  œuvres 
d'imagination,  ne  montrerait  guère  que  sa  propre  infériorité. 
Allant  plus  loin,  on  pourrait  presque  dire  que  tout  savant 
est  un  artiste,  que  tout  artiste  porte  en  lui,  ne  fiit-ce  que  par 
intuition,  et  à  son  insu,  les  germes  d'un  homme  de  science. 

Dans  une  bien  belle  et  saisissante  allocution,  ayant  pour 
titre  «  Science  et  Poésie»,  à  l'une  des  dernières  séances  an- 
nuelles des  cinq  Académies,  le  25  octobre  1902,  notre  vé- 
néré collègue  M.  Janssen  racontait  qu'il  avait  eu  l'occasion  de 
donner  à  Gounod  quelques  notions  d'astronomie,  dans  des 
conversations  amicales  ;  et  comment,  à  l'exposé  des  lois  de 
Kepler,  de  la  loi  des  aires  notamment,  le  grand  musicien,  les 
larmes  lui  venant  aux  yeux,  s'était  écrié:  que  c'est  grand  et 
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que  c'est  beau!  L'harmonie  des  astres  se  révélait  ainsi  à 
Tartiste  accoutumé  à  Tharmonie  des  sons,  et  venait  Tim- 
pressionner  jusque  dans  les  profondeurs  de  son  âme.  Rien 
ne  me  semble  plus  touchant  que  cette  sorte  de  communion 
de  Tastronome  et  dn  compositeur,  de  la  vérité  avec  la  beauté, 
de  l'art  avec  la  science. 


IV 


C'est  une  grande  joie  pour  moi  d'avoir  pu  développer  ces 
idées,  prononcer  des  paroles  d'espérance  qui  ne  sont  pas  des 
rêves  chimériques  dans  cette  capitale  du  Dauphiné,  sur  cette 
terre  d'indépendance  et  de  courage  dont  les  enfants  savent 
et  montrent  que  rien  ne  s'obtient  qu'au  prix  du  travail  et 
d'une  inlassable  patience.  On  a  souvent  rappelé,  avec  juste 
raison,  que  cette  région  fut  le  berceau  de  la  Révolution  fran- 
çaise. Ce  souvenir  inspire  un  légitime  orgueil  aux  popula- 
tions qui  nous  entourent,  et  je  n'en  voudrais  d'autre  preuve 
que  la  plaque  commémoralive  placée  à  l'entrée  de  l'hôtel  de 
ville  de  Grenoble. 

Eh  bien,  le  Dauphiné  a  été  aussi,  du  vivant  de  ceux  qui 
m'écoutent,  le  berceau  d'une  autre  révolution  plus  pro- 
fonde encore  peut-être,  plus  riche  en  conséquences  d'avenir, 
et  qui  a  sur  l'autre  le  grand  avantage  de  ne  pouvoir  pas 
même  être  discutée,  de  grouper  sous  les  plis  de  son  drapeau 
tous  les  hommes  doués  de  raison,  et  de  ne  laisser  derrière 
elle  ni  sang,  ni  larmes.  A  côté  de  l'assemblée  de  Vizille,  j'ai 
plaisir  à  rappeler  le  Congrès  de  la  houille  blanche. 

Aussitôt  que  les  beaux  travaux  entrepris  à  Grenoble  même, 
en  1883,  par  M.  Marcel  Deprez —  l'un  des  membres  les  plus 
anciens  et  les  plus  illustres  de  Y  Association  française  —  eu- 
rent montré  que  l'électricité  permettait  de  transporter  indus- 
triellement l'énergie,  ce  fut  encore  ici  que  des  hommes  à  l'es- 
prit large,  que  des  industriels  pénétrés  de  science  et  de 
haute  philosophie,  entreprirent  de  capter  ces  forces  natu- 
relles considérables  représentées  par  les  chutes  d'eau  qui 
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coulent  régulièrement  depuis  des  siècles,  consommant,  gas- 
pillant sans  utilité  pour  Thomme  une  somme  formidable 
d'énergie.  Le  terrain,  il  faut  le  reconnaître,  sV  prétait  a<l- 
mirablenient;  mais  cela  ne  saurait  diminuer  le  mérite  de 
ceux  qui  surent  en  tirer  parti.  Dans  ce  pays  de  montagnes 
offrant  aux  yeux  du  touriste  tant  de  sites  grandioses  ou  char- 
mants, le  soleil,  notre  grand  fournisseur  d'énergie,  cet  astre 
central  de  notre  système  planétaire,  ne  cesse  de  transporter 
les  eaux  sur  les  plus  hauts  sommets.  Par  les  phénomènes 
«Tévaporation  et  de  condensation  continuelles,  par  Talimen- 
tation  des  glaciers,  ces  fleuves,  immobiles  d'apparence,  qui 
prennent  leur  source  dans  Fatmosphère,  représentent  une 
accumulation  incessante  d'énergie  potentielle  qui  ne  de- 
mande qu'à  se  transformer  en  énergie  cinétique,  gn\ce  à 
Técoulement  des  eaux  ;  celles-ci  sortant  des  glaciers  ou  des 
montagnes  dès  que  la  fonte  des  neiges  vient  à  se  produire. 
Celte  énergie  était  inutile,  parfois  nuisible  et  dévastatri(!e. 
S'en  emparer,  la  régulariser,  la  faire  travailler  au  profit  de 
l'industrie  humaine,  alors  que  son  dépôt  se  trouve  dans  des 
régions  diflicilement  abordables,  presque  inaccessibles,  tel 
était  le  problème.  Je  ne  dis  pas  qu'il  soit  entièrement  résolu, 
mais  il  ne  pouvait  l'être  que  par  le  transport  de  Ténergie  à 
dislance  ;  et  dès  que  ce  transport  fut  devenu  possible  par  les 
progrès  de  l'électricité  industrielle,  c'est  ici  qu'on  s'y  est  obs- 
tinément attaché,  qu'on  a  posé  les  principes  fondamentaux, 
et  qu'on  a  préparé  la  question  de  telle  sorte  que  la  solution 
définitive  ne  saurait  se  faire  bien  longtem[)s  attendre.  C'est 
pour  cela  que  je  salue  ici.  en  bloc,  les  noms  des  promoteurs 
<lc  la  houille  blanche,  en  les  associant  à  celui  de  M.  Marcel 
Deprez. 

Si,  un  jour,  non  seulement  dans  les  pays  de  montagnes, 
mais  partout,  ce  qui  est  certainement  possible,  les  eaux  qui 
coulent  sous  une  forme  quelconque  à  la  surface  du  sol  sont 
captées  et  aménagées  de  manière  à  rendre  à  l'agriculture  par 
leur  action  fertilisante,  à  l'industrie  par  leur  force  vive,  les 
services  qu'on  en  peut  attendre  ;  si  le  cours  en  est  régularisé, 
si  les  ravages  des  inondations  sont  par  cela  même  conjurés, 
si  des  régions  stériles  et  désolées  se  recouvrent  de  récoltes 
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et  si  nos  montagnes  déboisées  reverdissent,  c'est  pour  une 
grosse  part  aux  pionniers  de  la  houille  blanche  qu'il  sera 
juste  d'attribuer  tous  ces  bienfaits. 

Je  vais  plus  loin  encore.  Indirectement,  ils  ont  rendu  un 
aussi  grand  service  en  obligeant  l'attention  à  se  porter  en 
général  sur  les  forces  naturelles  que  nous  laissons  inutilisées 
de  toutes  parts.  Sans  parler  du  vent,  que  Tindustrie  américaine 
utilise  autrement  que  par  les  moulins  destinés  à  devenir  bien- 
tôt chez  nous  de  simples  souvenirs  historiques,  sans  parler 
du  mouvement  des  marées,  qui  ont  provoqué  quelques  tenta- 
tives sans  succès,  et  de  la  chaleur  solaire  qui  nous  valut  les 
belles  études  de  M.  Mouchot,  il  y  a  encore  bien  des  manifes- 
tations d'énergie  utilisables  dans  la  nature,  qui  permettraient 
peut-être  de  brûler  moins  inconsidérément  les  vieilles  ré- 
serves de  combustible  qu'il  nous  faut  arracher  aux  entrailles 
du  sol  à  des  profondeurs  de  plus  en  plus  grandes.  Je  me 
bornerai  à  signaler  l'étemel  mouvement  oscillatoire  des 
eaux,  à  la  surface  des  mers;  rien  que  dans  les  régions  qui 
avoisinent  les  côtes,  qui  pourrait  jamais  chiflVer  les  millions 
de  chevaux-vapeur  représentés  par  le  mouvement  des  vagues, 
de  la  houle  ou  du  clapotis!  J'ai  peine  à  croire  que  l'homme 
n'arrive  pas  aussi  quelque  jour  à  tirer  parti  de  cette  houille 
verte. 

Nous  sommes  donc  ici  dans  un  milieu  fait  pour  entendre 
la  voix  de  la  science.  On  a  souvent  dit  et  répété  que  le  but 
de  l'association  était  de  porter,  d'année  en  année,  la  bonne 
semence  de  vérité  sur  les  divers  points  du  territoire  français, 
de  faire  œuvre  féconde  de  décentralisation  en  provoquant  à 
l'action,  en  réveillant  les  initiatives.  Il  faut  ajouter  que  si 
nous  avons  en  effet  à  vous  apporter  quelque  chose,  nous 
avons  plus  encore  à  recevoir.  C'est  comme  un  vaste  enseigne- 
ment mutuel,  c'est  un  double  courant  qui  s'établit  de  part  et 
d'autre.  Et  en  ce  moment  même,  il  me  semble  que  vous  me 
parlez  autant  que  je  vous  parle,  et  que  je  ne  suis  guère,  dans 
mon  langage,  que  l'interprète  de  ceux  qui  m'écoutent  ou 
qui  nous  entourent. 

Du  reste,  nous  ne  sommes  pas  des  inconnus  les  uns  pour 
les  autres.   C'est  pour  la  seconde  fois   que  la  ville  où  nous 
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sommes  reroit  V Association  française.  En  1885  déjà  notre 
Congrès  se  tint  à  Grenoble.  Je  n'eus  pas  le  bonheur  d'y 
pouvoir  assister  personnellement,  mais  j'en  ai  suiyi  les  tra- 
vaux dans  nos  comptes  rendus  et  je  sais  quel  en  fut  Féclal. 
Je  ne  puis  oublier  non  plus  qu'il  fut  présidé  par  un  homme 
c|ui  a  été  l'une  des  gloires  de  notre  pays,  et  dont  je  salue  la 
mémoire;  en  songeant  que  j'occupe  aujourd'hui  la  place 
qu'il  occupait  au  Congrès  de  1885,  je  me  sentirais  écrasé  par 
la  comparaison,  si  je  ne  savais  qu'en  certains  cas  l'inégalité 
dans  le  talent  peut  se  racheter  par  l'égalité  dans  la  cons- 
cience. 

Verneuil,  enlevé  trop  tôt  à  l'admiration  des  savants,  et  à 
raffection  de  tous  ceux  qui  l'ont  connu,  n'a  pas  été  seulement 
un  grand  chirurgien;  il  a  été,  ce  qui  vaut  peut-être  mieux 
encore,  un  grand  honnête  homme.  Il  vint  parler  ici  de  la  chi- 
rurgie en  1885;  avant  de  terminer,  vous  me  permettrez  de 
rappeler  rapidement  devant  vous  un  passage  de  son  magistral 
discours  : 

«  Bien  des  fois,  disait-il,  des  parents  que  je  sollicitais  pour 
«  soumettre  leur  enfant  à  une  opération  indispensable,  qui 
«  résistaient  opiniâtrement  et  défendaient  leur  progéniture 
«  contre  moi,  comme  contre  un  ennemi,  m'ont,  à  bout  d'ar- 
ec guments,  posé  cette  question  suprême  :  Que  feriez-vous, 
«  docteur,  s'il  s'agissait  de  votre  enfant?  —  La  demande 
«  ne  m'a  jamais  embarrassé,  ou  du  moins  depuis  longtemps 
«  elle  ne  m'embarrasse  plus,  car,  il  y  a  bien  trente  ans  que 
«je  me  l'adresse  du  matin  au  soir,  en  ville  et  à  l'hôpital, 
«  chez  l'indigent  et  chez  le  riche.  » 

Et  cela  lui  donnait  le  droit  d'ajouter  : 

«J'opère  et  je  soigne  de  mon  mieux;  l'issue  est  tantôt 
«  bonne,  tantôt  mauvaise,  j'ai  tantôt  de  la  joie,  tantôt  du  cha- 
«  grin,  mais  jamais  de  remords.  » 

Puissent  les  médecins  et  les  chirurgiens  des  jeunes  géné- 
rations continuer  à  s'inspirer  des  leçons  et  des  préceptes 
scientifiques,  professionnels  et  moraux  émanant  d'un  tel 
maître! 

Il  terminait  enfin  par  une  prophétie,  alHrmant  que  «  la 
science  française  avancera,  gagnant  tous   les  jours  quelque 
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(^hose,  ne  rétrogradant  pas,  et  ne  brîîlant  pas  le  lendemain 
ce  qu'elle  aura  adoré  la  veille.  Sans  vouloir  éc^raser  personne, 
elle  gardera  son  rang  en  conservant  son  calme,  sa  sérénité 
et  sa  grandeur». 

Cette  prophétie  est  aujourd'hui  confirmée  par  dix-neuf 
années  d'épreuves,  qui  ont  été  dix-neuf  années  de  travail  et 
de  progrès.  Après  Verneuil,  je  la  renouvelle  à  Taube  de  ce 
XX®  siècle,  et  je  me  garderais  d'ajouter  un  mot  à  d'aussi 
belles  paroles,  exprimant  d'aussi  nobles  pensées. 


SI  R  LES  FACULTÉS  PARTICULIERES 

AUX  MATHÉMATICIENS  ET  AUX  CALCULATEURS 

EXTRAORDINAIRES» 


En  abordant  l'expositiou  de  la  méthodologie  des  mathéma- 
tiques, il  est  indispensable  d'assigner  préalablement  quehjue 
place  au  côté  psychologique  de  la  question.  Cela  est  néces- 
saire, afin  d'éclaircir  autant  que  cela  est  possible  dans  Télat 
actuel  de  la  science,  les  rapports  de  la  nature  de  Fesprit  cul- 
tivé de  l'homme  à  Tobjet  de  la  connaissance,  représenté  par 
les  vérités  mathématiques. 

Les  (liflicultés  de  l'étude  des  mathématiques,  insurmonta- 
bles pour  la  plupart  des  étudiants,  ont  depuis  longtemps  déjà 


1  Cet  exposé  a  servi  d'introduction  h  une  série  Ao  leçons  sur  la  méthodologie  de  la  scioncc 
dos  nombres,  faites  par  l'auteur  en  1902-1903  à  l'Université  de  Moscou.  L'auteur  à  l'intention 
de  soumettre  aux  lecteurs  de  L'Enseignement  mathématique  le  résumé  de  ces  leçons,  sous 
forme  d'articles  séparés  avec  les  titres  suivants  :  1)  Méthodes  employées  par  les  calculateurs 
extraordinaires  pour  résoudre  les  pi*ol>lènies  compliqués.  —  2)  Méthode  expérimentale  d^ns 
la  science  des  nombres  et  principaux  résultats  obtenus.  —  3)  Cas  particuliers  d'emploi  dissi- 
mulé de  la  méthode  expérimentale  dans  les  temps  les  plus  récents.  —  4i  Analyse  probléma- 
tique dans  la  science  des  nombres.  —  5)  -Méthodologie  de  la  partie  théorique  de  la  scienci» 
des  nombres. 
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fait  naîlre  dans  la  société,  et  même  dans  les  milieux  de  pro- 
fesseurs, la  pensée  qu'il  existait  une  faculté  particulière  pour 
les  mathématiques,  se  rencontrant  chez  un  nombre  relative- 
ment petit.  Mais  comme  les  partisans  de  cette  idée  non  seu- 
lement ne  purent  la  démontrer,  mais  même  ne  furent  pas  ca- 
pables de  trouver  une  définition  si  peu  que  ce  soit  satisfai- 
sante de  la  faculté  supposée,  le  philosophe  Herbart,  et  après 
lui  un  grand  nombre  de  professeurs  sérieux  réussirent  à 
renverser  cette  «hypothèse»,  suivant  les  uns,  cette  «chi- 
mère »,  suivant  les  autres,  en  la  faisant  simplement  découler 
«  d'une  étude  tardive  et  négligée  des  principes  »  (Herbart),  ou 
d'une  instruction  par  des  maîtres  incapables  et  mal  préparés, 
d'après  d'autres  philosophes. 

A  ridée  de  l'existence  d'une  faculté  particulière  pour  les 
mathématiques,  l'illustre  phrénologue  Gall  fut  conduit  aussi 
par  ses  expériences  faites  d'abord  à  Vienne  sur  des  calcula- 
teurs extraordinaires.  Ayant  découvert  cette  faculté,  à  son 
avis,  peul-être  pour  la  première  fois,  d'accord  avec  les  prin- 
cipes fondamentaux  de  son  étrange  doctrine,  il  s'occupa  sans 
tarder  de  la  recherche  de  l'organe  physique  spécialement 
désigné  pour  cette  faculté.  La  place  de  ce  dernier  parut  se 
trouver  dans  la  partie  antérieure  de  la  tête,  et  quant  à  l'aspect 
extérieur,  il  se  distinguait  quelque  peu  de  l'aspect  ordinaire 
dans  le  domaine  de  «  l'angle  oculaire  externe  ».  Toutes  ces 
recherches  ainsi  que  la  doctrine  qui  les  avait  provoquées, 
n'ayant  pas  supporté  la  critique  scientifique  la  plus  indul- 
gente, furent  très  vite  oubliées  dans  le  monde  savant.  Il  n'en 
fut  pas  de  même  dans  la  société  cultivée.  Chez  elle  la  doc- 
trine de  Gall  trouva  toujours  des  partisans,  autrefois  comme 
aujourd'hui.  Un  des  plus  récents  de  ceux-ci,  le  médecin  vien- 
nois Mobius,  petit-fils  de  l'illustre  mathématicien  du  XIX®  siè- 
cle, qui  porte  le  même  nom,  consacra  à  l'exposition  des  recher- 
ches et  des  idées  de  son  maître,  sur  le  sujet  qui  nous  occupe,  un 
livre  entier  imprimé  en  1900  à  Leipzig  sous  le  titre  :  «  l'eber 
die  Anlage  zur  Mathematik  ».  Il  serait  cependant  sans  utilité 
de  rechercher  quelque  chose  de  nouveau  dans  ce  livre,  at- 
tendu que  du  propre  aveu  de  l'auteur,  il  n'est  au  fond  rien 
de  plus  que  la  paraphrase  du  travail  de  Gall  «  Sens  des  rap- 
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ports  des  nombres  »  (Tome  V  de  Tensemble  des  œuvres, 
pp.  130  139).  Ce  qui  mérite  Tattention  dans  ce  travail,  comme 
dénotant  le  rapport  superficiel  de  Fauteur  à  son  objet,  c'est 
rabaissement  des  mathématiques  au  rang  de  Tart  et  la 
définition  du  talent  particulier  pour  les  mathémati<|ues 
comme  la  faculté  de  les  comprendre  telles  qu'elles  sont  en- 
seignées. 

Le  Fait  qui  attire  l'attention  de  Gall  et  qui  devint  Tobjet 
des  recherches  mentionnées  plus  haut  mérite  efiectivement 
de  lui-mome  la  plus  grande  attention,  car  il  conduit  logique- 
ment et  rigoureusement  à  penser  qu'il  existe  une  faculté  non 
seulement  personnelle,  mais  encore  naturelle.  Nous  devons 
donc  nous  arrêter  sur  son  examen  détaillé. 

L'apparition  du  calcul  extraordinaire  se  remarque  pour  la 
première  fois  dans  la  littérature  au  XVH'"®  siècle.  Le  15  juin 
1664,  à  un  noble  français,  voyageant  en  Italie,  Balthazar  de 
Monconvs,  fut  présenté  à  Florence,  un  jeune  garçon  de  H  ans, 
Mathieu  Le  Coq,  lorrain  d'origine,  qui  avait  étonné  tous 
ceux  qui  le  connaissaient  par  ses  dispositions  pour  le  calcul. 
Ne  sachant  ni  lire  ni  écrire,  il  se  mit,  dès  l'âge  de  6  ans,  à 
effectuer  sur  les  nombres  les  quatre  opérations,  à  extraire  des 
racines  carrées  et  cubiques,  à  résoudre  des  problèmes  de 
règle  de  trois  et  de  société  avec  une  telle  rapidité,  que  ceux 
qui  lui  posaient  des  questions  ou  des  problèmes  recevaient 
de  lui  des  réponses  immédiates.  S'en  étant  assuré  par  une 
expérience,  le  voyageur  français  ne  put  s'expliquer  le  prodi- 
gieux talent  du  gamin  que  par  l'aide  d'un  esprit  familier.  Dans 
la  littérature  du  XVII  l'"°  siècle  furent  notés  comme  particulière- 
ment remarquables  deux  cas  d'un  calcul  mental  extraordi- 
naire :  l'un,  présenté  par  Tom  FuUer,  esclave  nègre  vivant  en 
Virginie,  amené  d'Afrique  à  l'Age  de  17  ans,  et  l'autre  décou- 
vert dans  le  milieu  de  simples  ouvriers  anglais  ne  sachant 
pas  écrire,  Jediah  Buxton.  Tom  Kuller  n'ayant  jamais  appris 
à  lire  et  à  écrire  exerça  sa  faculté  extraordinaire  de  calcul 
dans  le  cours  de  sa  longue  vie  de  80  ans.  A  l'âffe  de  70  ans, 
aux  deux  questions  qui  lui  étaient  posées  :  «  Combien  de  se- 
condes dans  une  année  et  demie?  et  combien  de  secondes  a 
vécu  un  homme  de  70  ans,  17  jours,  12  heures?  »,  il  donnait 
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comme  réponse  à  la  première  an  bont  de  denx  minntes, 
47,304,000  et  à  la  deuxième  an  boni  d'nne  minute  et  demie, 
2,210,800,800.  La  personne  qui  lui  avait  posé  ces  questions, 
ayant  fait  le  calcul  sur  du  papier,  ne  trouva  pas  le  même  ré- 
sultat pour  la  deuxième  question,  et  comme  elle  s'en  élon- 
nait,  le  calculateur  lui  expliqua  que  la  dillérence  provenait 
de  ce  qu'elle  n'avait  pas  tenu  compte  des  années  bissextiles. 
Buxton  qui  conserva  aussi  ses  facultés  remarquables  dans  le 
cours  de  toute  sa  vie,  se  distingua  parmi  les  illustres  calcu- 
lateurs par  une  concentration  constante  de  son  activité  in- 
tellectuelle vers  les  nombres  et  les  calculs.  Il  fut  mandé  un 
jour  devant  la  Société  Royale  de  Londres  qui  désirait  con- 
naître ce  remarquable  phénomène;  se  trouvant  an  théâtre  de 
Duvry-Lane  à  une  représentation  de  Richard  111,  avec  le  con- 
cours de  rillustre  Garrick,  il  compta  les  pas  faits  par  les  dan- 
seuses (5202)  et  les  mots  prononcés  par  les  acteurs  en  géné- 
ral (12,445  ,  et  outre  cela  ceux  prononcés  par  Garrick  en  par-, 
ticulier.  Tous  les  résultais  qu'il  obtint  furent  reconnus 
exacts  après  vérification.  Buxton  appliqua  souvent  ses  fa- 
cultés à  mesurer  les  longueurs,  les  surfaces  et  les  volumes. 
Parcourant  à  grands  pas  une  localité  entière  ou  de  petites 
parties  de  terrains,  il  déterminait  leurs  dimensions  avec  une 
exactitude  que  d'autres  n'auraient  pu  atteindre  sans  se  servir 
d'instruments  de  mesure.  Il  profitait  aussi  des  mesures  faites 
pour  calculer  les  surfaces  des  terrains  corres|)ondants.  C'est 
ainsi  qu'il  calcula  la  surface  de  quelques  milliers  cVacres  du 
district  d'Elmeton,  où  il  était  né.  A  celte  idée  se  rapporte  un 
problème  résolu  par  lui  tout  à  fait  exactement  dans  le  cours 
de  5  heures  au  milieu  du  bruit  du  travail  d'une  centaine 
d'hommes,  à  savoir  :  do  trouver  le  nombre  des  huitièmes 
parties  de*  pou(îe  cubique  contenues  dans  un  corps  ayant» 
23,145,789  archives  de  longueur,  5,642,732  de  largeur  et 
54,365  de  hauteur.  Pour  rendre  plus  rapides  ses  calculs  qui 
l'étaient  déjà,  il  eut  la  pensée  d'apprendre  par  cceiir  les  nom- 
bres qui  se  rencontraient  souvent,  c'est-à-dire  l'idée  de  la 
composition  et  de  l'emploi  d'un  tableau  conservé  dans  la  mé- 
moire. 

Dès  le  commencement  A\\  XIX"'°  siècle,  aussi  bien  les  per- 
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sonnes  privées  que  les  sociétés  savantes,  tout  le  monde  civi- 
lisé se  mit  à  tourner  son  attention  vers  les  calculateurs  extra- 
ordinaires. Pour  satisfaire  cette  curiosité,  beaucoup  de  calcu- 
lateurs ei  dans  le  nombre  de  très  éminents,  comme  Taméri- 
cain  Gérard  Kolborn  (1804-1840),  le  français  Henri  Mondé 
(1826-1860',  l'italien  Jacques  Inaudi  (né  en  1867),  le  grec  Peri- 
clès  Diamandi  (né  en  1868),  se  produisirent  en  public.  Outre 
ceux  que  nous  venons  de  mentionner,  se  firent  aussi  con- 
naître ;  le  sicilien  âgé  de  10  ans,  Vito  Mandjiamele,  le  fran- 
çais Prolongeau  (0  ans  ^2),  le  français  Grandmange  (16  ans  , 
Tallemand  Zachario  Daze  (1824-1869),  l'anglais  Georg  Bidder 
(1806-1878;  et  d'autres.  Les  trois  premiers  ainsi  que  Mondé  et 
Inaudi  furent  soumis  par  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  à 
des  expériences  faites  d'ailleurs  très  superficiellement.  Outre 
ces  calculateurs,  ayant  acquis  plus  ou  moins  de  célébrité,  ily 
en  eut  d'autres  qui  furent  cités  par  les  écrivains  qui  les  avaient 
observés  comme  Gall.  En  Russie,  dans  le  cours  du  XIX™®  siè- 
cle furent  remarqués  par  la  littérature  russe  deux  calculateurs 
extraordinaires  :  un  gamin  de  11  ans,  d.\ine  pauvre  famille  de 
serfs  du  village  de  Ragosino,  district  de  Kologrif,  gouverne- 
ment de  Kostrom,  Ivan  Petrof  (né  en  1823),  presque  aveugle 
de  naissance  et  un  bourgeois  illettré  de  la  ville  de  Griazobetz, 
gouvernement  de  Vologodski,  Mikail  Cerebriakof. 

Afin  d'étudier  de  plus  près  les  manifestations  du  calcul 
mental,  arrêtons-nous  sur  les  principaux  faits  qu'il  pré- 
sente. 

Mémoire  des  nombres.  Dans  les  expériences  auxquelles  fut 
soumis  Jacques  Inaudi  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  à 
la  Sorbonne  et  au  ministère  de  l'Instruction  publique,  on  fit 
une  série  d'observations  pouvant  se  résumer  de  la  manière 
suivante  :  1®  Après  avoir  écouté  attentivement  l'énoncé  oral 
d'un  problème  compliqué  contenant  de  grands  nombres  (jus- 
qu'à 24  chiffres  inclusivement),  Inaudi  se  les  rappelle  entiè- 
rement. 2^  On  peut  lui  proposer  une  série  de  plusieurs  pro- 
blèmes compliqués  avec  de  grands  nombres,  et  quand  il  les 
a  écoutés  sans  interruption  l'un  après  l'autre,  il  se  les  rap- 
pelle avec  autant  de  facilité  que  s'ils  étaient  proposés  séparé- 
ment. Trouvant  et  ayant  donné  la   solution  du   premier,  il 
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passe  au  deuxième,  ensuite  au  troisième  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à la  lîn,  et  il  ne  lui  est  jamais  arrivé  de  demander  qu'on 
répète  ces  énoncés  ou  une  partie  d'énoncé.  ,3**  Si  à  la  fin  d'une 
séance,  après  la  résolution  d'une  grande  quantité  de  pro- 
blèmes compliqués  et  difficiles,  relatifs  à  de  grands  nombres, 
et  combinés  de  diflFérentes  manières,  on  lui  demande  de  ré- 
péter le  premier  ou  n'importe  lequel  des  suivants,  alors  il  le 
fait  sans  la  moindre  diflicullé  et  avec  une  entière  précision. 
4*"  lise  montre  aussi  en  état  de  répéter  sans  faute  dans  l'ordre 
convenable  tous  les  problèmes  proposés  en  séance  et  quel- 
ques heures  après.  Si  on  le  désire,  il  peut  garder  dans  sa 
mémoire  n'importe  lesquels  des  grands  nombres  qu'on  lui  a 
donnés  dans  le  cours  de  plusieurs  mois. 

Rapidité  du  calcul.  Les  problèmes  proposés  à  Inaudi  dans 
quelques  séances,  qui  exigeaient  pour  être  résolus  au  moins 
60  opérations  furent  résolus  par  lui  en  quelques  minutes. 
Outre  cela,  il  eât  indispensable  de  remarquer  que  dans  le 
même  intervalle  de  temps,  non  seulement  il  résolvait  le  pro- 
blème, mais  encore  il  faisait  la  vérification,  chose  à  laquelle 
il  attacha  de  l'importance  à  son  second  séjour  à  Paris. 

Opérations  sur  les  nombres.  Presque  tous  les  calculateurs 
extraordinaires,  sans  en  exclure  les  illettrés,  ont  fait  sur  les 
nombres  non  seulement  les  quatre  opérations  mais  les  éléva- 
tions aux  puissances  et  l'extraction  des  racines  carrées,  cubi- 
ques et  d'ordre  plus  élevé. 

Problèmes.  Tous  les  calculateurs  extraordinaires,  sans  en 
exclure  les  illettrés,  ne  se  bornaient  pas  au  calcul  sur  les 
nombres  comme  Diamandi;  ils  résolvaient  non  seulement  des 
problèmes  arithmétiques  des  plus  variés  mais  des  problèmes 
algébriques.  Ainsi  Ivan  Petrof  résolvait  l'équation  indéterminée 
du  premier  degré  à  deux  inconnues  et  l'équation  du  deuxièmç 
degré.  A  14  ans,  Henri  Mondé  résolvait  des  problèmes  sur 
les  progressions,  sur  l'analyse  indéterminée  et  sur  les  équa- 
tions de  degré  supérieur.  Sans  parler  des  calculateurs  illet- 
trés, tous  ceux  qui  avaient  reçu  quelque  instruction  et  même 
qui  avaient  reçu  une  certaine  culture  intellectuelle  résolvent 
les  problèmes  proposés  et  font  les  calculs  d'une  manière  in- 
consciente. Il  y  en  a  un  très  petit  nombre  qui  sont  capables 
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de  donner  des  renseignements  d'ailleurs  très  incomplets  sur 
les  procédés  qu'ils  emploient. 

La  liste  citée  des  calculateurs  extraordinaires  les  plus  con- 
nus montre  que  le  phénomène  présenté  par  eux  ne  peut  être 
considéré  comme  existant  seulement  dans  les  seuls  peuples 
civilisés,  mais  qu'il  se  rencontre  dans  l'humanité  à  tous  les 
degrés  de  son  développement  intellectuel.  EfTectivement, 
parmi  les  calculateurs  extraordinaires  se  rencontrent  non 
seulement  des  gens  d'intelligence  moyenne,  mais  aussi  des 
esprits  faibles  et  même  quelques  demi-idiots. 

En  vue  d'éclairer  les  phénomènes  de  calcul  extraordinaire 
à  tous  les  degrés  du  développement  intellectuel  de  l'humanité, 
arrêtons-nous  avec  méfiance  à  l'idée  que  cette  faculté  pourrait 
être  transmise  par  l'hérédité.  Cette  transmission  n'est  pas 
confirmée  par  les  recherches  dans  le  domaine  de  la  généa- 
logie des  calculateurs  extraordinaires,  faits  par  un  illustre 
savant  dans  la  phsychologie  physiologique,  xilfred  Binet,  Ces 
recherches  l'ont  amené  en  effet  à  nier  complètement  l'in- 
fluence de  l'hérédité  dans  ces  phénomènes  de  calcul  extra- 
ordinaire. 

L'étude  circonstanciée  des  phénomènes  de  calcul  extraor- 
dinaire faite  par  Binet  directement  sur  Inaudi  et  Diamandi, 
puis  indirectement,  à  l'aide  des  renseignements  qui  se  trou- 
vent dans  la  littérature  au  sujet  des  autres  calculateurs,  l'ont 
conduit  à  d'autres  conclusions  fort  importantes,  à  savoir  : 
1**  à  la  réunion  de  tous  les  calculateurs  extraordinaires  dans 
une  même  famille  possédant  des  traits  et  des  aspects  carac- 
téristiques bien  définis;  2®  à  l'écartement  de  toute  influence 
du  milieu  sur  cette  famille;  S"*  à  accepter  8  ans  comme  Tàge 
moyen  où  se  manifeste  cette  faculté  de  calculer  rapidement. 
,  Après  avoir  fait  connaissance  avec  le  calcul  extraordinaire 
et  ses  plus  forts  représentants,  il  nous  faut  nous  arrêter  sur 
la  question  suivante  qui  se  trouve  en  lien  étroit  avec  l'hypo- 
thèse de  l'existence  des  facultés  particulières  pour  les  ma- 
thématiques :  Qu'est-ce  que  c'est  que  le  calcul  extraordinaire 
en  lui-même?  L'idée  de  l'envisager  comme  l'expression  d'une 
disposition  particulière  pour  les  mathématiques  ne  peut  être 
admise,  par  suite  des  deux  faits  suivants  :  Les  gens  ayant  été 
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des  calculciteurs  extraordinaires  dans  Leur  enfance,  cessaient 
de  Vétre  si  comme  résultat  de  leur  éducation  mathématique^ 
ils  devenaient  des  mathématiciens,  dans  le  sens  ordinaire  du 
mot.  Parmi  les  exemples  les  plus  probants  et  les  plus  illus- 
tres de  ce  fait  on  pent  citer  les  célèbres  mathématiciens 
Gauss  et  Ampère. 

Parmi  les  calculateurs  extraordinaires  qui  ne  sont  pas  de- 
venus  mathématiciens  il  en  est  beaucoup  à  qui  Von  procura 
tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  étudier  les  mathématiques  afin 
d'en  faire  des  mathématiciens , 

Tels  furent  par  exemple  Mondé  et  Ivan  Pétrof.  Quand  on 
essaya  de  donner  au  premier  d'entre  eux  une  culture  intel- 
lectuelle mathématique  ou  même  générale,  s'étendantà  d'au- 
tres connaissances,  on  n'obtint  pas  le  résultat  qu'on  attendait. 
Les  moyens  intellectuels  de  Mondé  semblèrent  même  être 
au-dessous  du  niveau  moyen.  Par  suite  de  cela,  quand  il  eut 
cessé  de  se  produire  en  public,  car  on  ne  ressentait  plus 
d'intérêt  pour  lui,  il  fut  oublié  et  mourut  dans  la  pauvreté. 
Un  sort  semblable  atteignit  vraisemblablement  Ivan  Pétrof. 
Malgré  l'attention  que  lui  témoignèrent  non  seulement  le  Direc- 
teur et  le  Conseil  pédagogique  du  (îymnase  de  Kostrowski, 
mais  encore  l'empereur  Nicolas  P^  qui  avait  ordonné  qu'on 
le  prît  comme  élève  boursier  du  dit  gymnase,  nous  n'avons 
actuellement  aucun  renseignement  sur  ce  qu'il  est  devenu. 
Nous  appuyant  sur  ces  deux  faits  nous  sommes  conduit  à  en- 
visager le  calcul  extraordinaire  comme  Veœpression  de  fa- 
cultés particulières  non  pour  les  mathématiques  en  général, 
mais  seulement  pour  la  science  des  nombres  ou  même  dans 
un  sens  plus  é\vo'\\  pour  le  calcul  seul.  Il  est  en  outre  néces- 
saire de  remarquer  que  cette  dernière  limitation,  consistant 
à  tout  ramener  au  calcul  a  un  fondement  suffisant.  Nous  ver- 
rons en  effet  par  la  suite  que  les  méthodes  employées  par  les 
calculateurs  extraordinaires  dans  la  résolution  des  problèmes 
algébriques  et  arithmétiques  consistent  en  grande  partie  à 
effectuer  rapidement  une  série  de  vérifications  sur  des  nom- 
bres pris  un  peu  au  hasard,  en  d'autres  termes,  ils  ramènent 
au  calcul  seul  la  résolution  des  problèmes. 

Le   calcul   extraordinaire,  considéré   comme   l'expression 

L'Ensei}rneineDt  nfiathtWn.  6'  année  :  lyO'i  25 
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d'une  faculté  particulière  pour  le  calcul,  peut  être  divisé   en 
deux  facultés  élémentaires  :  dans  la  mémoire  des  chiffres  et 
dans  la  faculté  de  faire  rapidement  et  mentalement'  des  opé- 
rations sur  les  nombres.  M\\\  d'avoir  une  idée  bien  claire  et 
aussi  précise  que  possible  au  sujet  du  rapport  de  la  mémoire 
des  chiffres  d'un  calculateur  extraordinaire  à  la  mémoire  d'un 
homme  quelconque,  il  est  nécessaire  de  mentionner  préala- 
blement quelques  expériences  remarquables  d'Ebbinghaus, 
consistant  dans  la  détermination  du  nombre  de  syllabes  pri- 
vées de  sens,  pouvant  être  retenues  par  un  homme  ordinaire 
après  une,  deux,  trois...  lectures.  Il  trouva  que,  des  syllabes 
lues,  un  homme  ordinaire  peut  en  retenir  9  après  une  lecture, 
12  après  16  lectures,  24  après  44  lectures  et  26  après  55  lec- 
tures. Ces  nombres  montrent  que  pour  doubler  le  nombre  des 
syllabes  retenues,  les  répétitions  ne  doivent  pas  seulement 
doubler,    mais   être   amenées  à  un   nombre   beaucoup  plus 
élevé.   En  conséquence,   la  mémoire   d'Inaudi  se  rappelant 
après  une  seule  lecture  non  pas  un,  mais  plusieurs  nombres 
de  24  chiffres  doit  être  considérée  comme  plus  de  cent   fois 
supérieure  à  la  mémoire  d'un  homme  ordinaire  capable  de 
retenir  24  chiffres  après  44  répétitions.  C'est  à  une   autre 
conclusion  que  conduit  l'étude  expérimentale  de  la  deuxième 
faculté  élémentaire,  constituant  le  calcul  extraordinaire,  c'est- 
à-dire  la  faculté  du  calcul  mental  rapide.  La  comparaison  sous 
ce  rapport  des  calculateurs  extraordinaires  avec  des  caissiers 
de  maisons  de  commerce  bien  exercés  au  calcul,   a  montré 
que  ces  derniers  souvent  l'emportent  sur  les  premiers.  Le 
calcul  mental  rapide  apparaît  donc  comme  le  simple  résultat 
de  l'exercice.  Et  effectivement,  les  observations  faites  aussi 
bien  sur  les  calculateurs  extraordinaires  eux-mêmes  que  sur 
les  écoliers  des  petites  classes  auxquels  on  enseigne  le  calcul 
oral,  ont  montré  que  la  rapidité  de  ce  calcul  tombe  rapide- 
ment si  on  diminue  les  exercices  et  peut  même  disparaître 
complètement  si  on  les  cesse.  Enfin  les  mêmes  observations 
ont  montré  que  l'exercice  développe  la  mémoire,  mais  dans 
des  proportions  beaucoup  moindres.  II  ne  crée  pas  la  mé- 
moire, mais  seulement  influe  sur-elle.  De  telle  manière  que  le 
calculateur  extraordinaire  se  montre  doué  préalablement  seu- 
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lenient  de  mémoire;  tout  le  reste,  c'est-à-dire  la  rapidité  du 
calcul  mental,  est  simplement  Tafiaire  du  seul  exercice,  pro- 
voqué par  rintérèt  et  même  le  penchant  pour  le  calcul. 

En  ce  qui  concerne  ce  penchant,  il  se  crée  par  les  condi- 
tions de  la  vie  et  de  l'éducation  du  calculateur  extraordinaire, 
par  exemple  les  conditions  telles  que  la  nécessité  de  la  soli- 
tude par  suite  des  occupations,  Tabsence  de  travail  physique, 
l'accessibilité  du  travail  intellectuel  de  toutes  les  directions 
possibles.  D'une  manière  générale,  les  calculateurs  extradr- 
ilinaires  ne  se  rencontrent  pas  rarement,  mais  leur  nombre 
serait  incomparablement  plus  grand  si  dans  la  vie  et  dans 
l'éducation  des  gens  se  renconi  raient  plus  souvent  les  con- 
ditions qui  créent  le  penchant  pour  le  calcul.  Effectivement, 
les  observations  de  Binet  sur  l'étendue  de  la  mémoire  des 
chiffres,  près  d'élèves  de  8  à  12  ans  des  écoles  primaires  de 
Paris,  ont  montré  qu'en  moyenne,  les  enfants  se  rappellaient 
6à  7  chiffres  après  une  seule  lecture.  Mais  10  7o  d'entre  eux 
furent  comparés  sous  ce  rapport  à  des  adultes  et  4  7o  à  5  7o, 
surtout  à  12  ans,  purent  même  après  une  seule  lecture  rete- 
nir 12  à  14  chiffres.  A  l'occasion  de  ce  dernier  groupe  d'éco- 
liers, Binet  pose  avec  raison  la  question  suivante  :  N'y  au- 
rait-il pas  un  calculateur  extraordinaire  dans  un  fœtus  si  l'on 
pouvait  établir  qu'il  possède  le  penchant  pour  le  calcul? 

Si,  après  les  déductions  développées  au  sujet  du  calcul 
extraordinaire  le  ramenant  seulement  à  ce  fait  que  quelques 
personnes  sont  douées  par  la  nature  d'une  mémoire  extraor- 
dinaire, nous  revenons  de  nouveau  à  examiner  l'hypothèse 
d'une  faculté  parliculière  pour  les  mathématiques,  il  convient 
dedirequeces  déductions  lui  enlèventson  dernieret  son  plus 
fort  fondement.  Nous  devons  donc  considérer  cette  hypothèse 
comme  définitivement  écartée. 

V.  BoBVNix  (Moscou). 
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(Deuxième  article^.) 


*  24.  —  Dans  cet  article  je  vais  discuter  la  validité  de  cer- 
taines l'ormules  en  indiquant,  en  même  temps,  certains  piè- 
ges dans  lesquels  tombent  souvent  nos  raisonnements.  Soit 
ç(.r,  y,  c),  ou  simplement  y,  une  proposition  fonctionnelle, 
dont  chaque  symbole,  .r,  y,  c,  peut  représenter  n'importe 
quel  individu  d'une  série  infinie  de  symboles,  a^,  jc^,  «3,  etc. 
Par  exemple,  lorsque  .r,  y,  c,  représentent  respectivement  a^, 
«j,  «8,  alors  y  (.r,  y,  z)  doit  représenter  y  («g,  a^,  «g).  Que 
?«  (•'■'  y?  ^j)  ^^*  simplement  Çg^,  représente  y  (.r,  y,  ;:)  lorsque  les 
valeurs  de  .r,  y,  ::,  et,  par  conséquent,  de  <f  x,  j/,  z  ,  sont  //- 
mitées.  Par  exemple,  si  le  symbole  x  est  limité  aux  quatre  va- 
leurs a,,  a^,  a,,,  ^4,  le  symbole  y  aux  valeurs  a,,  «3,  a^,  a.,  elle 
symbole  z  aux  valeurs  a^,  a^  a^,  «g;  alors  nous  écrivons  ç^^,  et 
non  pas  ^.  Les  symboles  y*,  ç'',  y^  affirment  respectivement 
(\\\e  (f  esi  certaine ,  que  9  est  impossible^  que  ©  est  K'aviable;  et 
pareillement  pour  les  symboles  yj^,  9^ ,  9^  .  Ici  le  vaoX  cer- 
taine veut  dire  vraie  pour  toutes  les  valeurs  admissibles  des 
symboles./:,  y,  z\  impossible  veut  dire  fausse  pour  toutes 
leurs  valeurs  admissibles;  tandis  que  le  mot  variable\Qw\ 
dire  ni  certaine,  ni  impossible.  Donc  m''  est  synonyme  de 
y'V',  et  de    yV  ^Z  . 

25.  —  De  ces  conventions  symboliques  nous  déduisons  les 
trois  formules  , 

(1)      ?':?;.  2)      ^':<fl.  (3)      9^•  /  .  ! 

I 
Mais  les  trois  implications  converses  ne  sont  pas  néces-        i 

sairement  vraies,  de  sorte  que  nous  ne  devons  pas  rempla- 


*  Pour  lo  premier  article  voir  L'Enseignement  mathématique,  p   415,  novembre  1903. 
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cer  le  signe  d'implication  :  par  le  signe  d'équivalence  =. 
Les  deux  premières  formules  n'ont  pas  besoin  de  preuve; 
mais  la  troisième  est  moins  évidente.  Je  la  prouve  donc 
comme  suit,  en  prenant  les  deux  premières  formules  comme 
données,  et,  par  conséquent,  comprises  dans  la  classe  6,  qui 
indique  les  certitudes.  Soit  Fi,  F2,  Fs  les  trois  formules.  Nous 
aurons 

ce  qui  prouve  la  validité  de  la  formule  Fs,  ou  son  synonvme 

(il- 9')- 

26.  —  Maintenant  pour  l'application.  Soit  X  et  Y  deux 
classes  appartenant  à  notre  «  Univers  du  discours  »,  c'est-à- 
dire  à  l'ensemble  de  toutes  les  choses  et  des  classes, 
réelles,  imaginaires  ou  impossibles,  dont  nous  faisons  men- 
tion dans  notre  argument  ou  raisonnement.  Soit  P  un  indi- 
vidu' pris  au  hasard  dans  notre  Univers  du  discours.  Que 
,r,  y.  z  représentent  respectivement  les  trois  propositions 
P^,  P^',  P^  alors,  y,  y\  z'  doivent  représenter  P"^,  P-\  P^ 
Par  notre  définition,  tous  les  individus  formant  les  classes 
X,  Y,  Z  appartiennent  à  notre  Univers  du  discours;  donc  les 
trois  propositions  P^,  P^,  P^\  comme  leurs  synonymes  .r, 
?y,  c,  sont  toujours  possibles,  de  sorte  <\\\\iucun  des  cas  ,v^  , 
ij^ .  z^  ne  peut  jamais  se  présenter.  Avec  ces  conventions  sym- 
boliques, nous  aurons  (voir  S  17) 

Tout  X  est  Y  zz:  P"^  :  P^  =  j:  :  j  =  (r/)' 

Quelque  X  n'est  pas  Y  =  (P*"^  :  P^V  =  (jr  :   v)'  =  U/)"' 

Xul  X  n'est  Y  =  P^  :  P"^'=x  .r'  =  (.rj)^ 

Quelque  X  est  Y  =  (P"^:  P"^)'  =  {x  :  /)'  =  (xj)"'' 

Donc,  nous  pouvons  exprimer  tout  syllogisme  de  la  lo- 
gique traditionnelle  en  termes  de  ,r,  y,  z.  Mais,  puisque  au- 
cune des  propositions  .r,  y,  z  ne  peut,  dans  ce  cas,  appar- 
tenir à  la  classe  yj,  les  valeurs  de  .r,  y,  z  sont  limitées.  Donc, 
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chaque  syllogisme  exprimé  en  termes  de  .r,  y,  ::  doit  èlre 
représenté  par  une  fonction  de  la  ibrnie  9a(.r,  y,  z)^  ou  son 
abrégé  y^j,  qui  indique  que  les  valeurs  .r,  y,  z  sont  limiléi»s. 
et  non  pas  par  une  fonction  de  la  forme  ç(.r,  y,  ;:),  ou  son 
abrégé  y,  qui  laisserait  supposer  qu'il  n'y  a  pas  de  restric- 
tions sur  les  valeurs  de  .r,  y,  ;;.  Supposons  maintenant  que 
ç  représente  l'implication 

Si  nous  supposons  que  les  propositions  J7,  y,  z  soient  li- 
mitées par  les  conventions  du  S  26,  le  syllogisme /)«/•«/>// sera 
représenté  par  <p„  et  non  par  y.  Par  la  première  formule  du 

§  25,  nous  avons  ç*  :  ç^  et,  par  conséquent,  9'  :  ç."' ,  mais  non 

pas  nécessairement  9''  :  9''  . 

Donc,  si  9  est  valide  (c'est-à-dire  vraie  pour  toutes  les  va- 
leurs, sans  limite,  des  variables  .r,  y,  2),  Darapti  doit  Hve 
valide  aussi.  Nous  trouvons  que  9  n  est  pas  valide,  car  celte 
implication  est  fausse  dans  le  cas  y'(j7-3)''.  Mais,  puisque©""* 
n'implique  pas  nécessairement  94"*,  cette  découverte  ne  nous 
donne  pas  le  droit  de  conclure  que  Darapti  n'est  pas  valide. 
Le  seul  cas  où  la  formule  générale  9  est  fausse  est  y^{xz  '  , 
et  ce  cas  ne  peut  pas  se  présenter  dans  la  formule  limitée  9^^ 
qui  représente  Darapti,  parce  que,  dans  9^^ ,  les  propositrons 
X,  y,  z  sont  toujours  possibles  (voir  §  26). 

27.  —  Il  est  vrai  que  si  nous  représentons  les  deux  pré- 
misses de  n'importe  quel  syllogisme  de  la  logique  tradition- 
nelle par  P1P2,  et  la  conclusion  par  Q,  ce  syllogisme  (comme 
je  l'ai  prouvé  S  19)  n'est  pas  valide  sous  sa  forme  tradition- 
nelle et  ordinaire  de  P1P2  .'.  Q;  donc,  sous  cette  forme,  Da- 
rapti, comme  tous  les  autres  18  syllogismes,  n'est  pas  valide. 
Mais  Darapti,  comme  tous  les  18  autres,  est  valide  sous  la 
forme  P1P2  :  Q,  qui  n'affirme  ni  Pi  ni  P2  ni  Q,  mais  seulement 
(P^PoQ')'.  On  peut  dire  la  même  chose  des  syllogismes  Fe- 
lapton,  Fesapo,  Bramantip,  que  je  croyais  à  tort  être  des 
exceptions  (voir  §  18). 

HuGH  Mac  Coll.  (Université  de  Londres;. 

P.^iS.  —  Mon  sy8t(»me  do  logique  est  fondé  sur  dos  principes 
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essentielliMnont  dillrrents  (h*  ceux  sur  lesquels  sont  bâtis  les  au- 
tres systèmes.  Les  ressemblances  qui  se  présentent  eii  et  là  ne  sont 
que  des  ressemblances  de  forme,  de  simples  ressemblances  stf/n- 
holiques.  Par  exemple,  la  formule  .^Y.y  +  z}^=.xy  -\-xz,  se  trouve 
dans  plusieurs  systèmes;  mais  dans  aucun  elle  n'a  la  même  si^ni- 
Hcation  que  dans  le  mien.  Je  peux  dire  la  même  chose  des  sym- 
boles 0  et  =.  La  proposition  iA=rB)  dans  mon  système  veut  dire 

(AB  +  A'B'j*,  signification  qu'elle  n'a  dans  aucun  autre.  Mon 
symbole  0  exprime  une  classe  de  choses  non-rcellesy  comme  fées 
centaures^  cercles  carrés,  triangles  ronds,  etc.;  les  indhndus  com- 
posant la  classe  étant  0^,0^^,03,  etc.,  exactement  comme  n'im- 
porte quelle  classe  A,  réelle  ou  non-réelle,  se  compose  des  indi- 
vidus A,, Aj,A3,  etc.  La  proposition  A°  afïirme  que  l'individu  A 
(|ui  se  trouve  dans  la  série  A^ ,  Aj ,  A3,  etc.,  se  trouve  aussi  dans 
la  série  0, ,  0,,  Og ,  etc.  Autrement  dit  la  proposition  A°  atïirme 
que  l'individu  A  n'a  qu'une  existence  si/mbolique,  de  sorte  que 
l'on  peut  traduire  A°  en  lanp^age  ordinaire  par  «  il  n'y  a  pas  de  A  ». 

Toutes  ces  conventions  lou  définitions)  sont  tellement  di lie- 
rentes  des  conventions  des  autres  systèmes,  ainsi  (|ue  des  conven- 
tions mathématiques,  que  le  syllojjfisme  que  j'appelle  «  Darapti  » 
pourrait  bien  être  un  syllogisme  tout  différent  de  ce  que  les  au- 
tres lojriciens  appellent  «  Darapti  ».  Dans  ce  cas  je  n'ai  pas  le 
droit  de  dire  que  les  raisonnements  de  ceux  qui  n'acceptent  pas 
mes  conclusions  à  l'égard  de  ce  syllogisme  ne  sont  pas  valides, 
pas  plus  qu'ils  n'ont  le  droit  de  faire  le  même  reproche  aux  miens. 
A  propos  de  cette  question  de  principe  je  citerai  l'anecdote  sui- 
vante : 

Pendant  la  guerre  du  Transvaal  deux  soldats  blessés,  l'un  Ecos- 
sais, l'autre  Boer,  se  trouvent  sous  le  même  toit.  L'FIcossais,  pen- 
sant à  sa  ville  natale,  dit  :  «  A  présent  il  fait  froid  à  Glencoe  ». 
L'autre  étonné,  répond  :  «  Mais  non  ;  à  présent  il  fait  chaud  à 
Glencoe  ».  Malgré  la  contradiction  appanMile,  chacun  avait  par- 
faitement raison.  (]ar  l'un  parlait  du  Gb^ncoe  en  Kcosse,  tandis 
que  l'autre  parlait  d'un  autre  Glencoe,  dans  le  Natal. 


i:nquête  sur  la  méthode  de  travail 
des  mathématiciens 
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L'enquête  sur  la  méthode  de  travail  des  mathématiciens 
vient  d'entrer  dans  une  phase  nouvelle  qui,  grâce  au  con- 
cours que  voudront  bien  nous  donner  tous  nos  lecteurs,  per- 
mettra d'atteindre  le  but  que  nous  nous  sommes  proposés. 
Une  circulaire  *  contenant  la  liste  des  questions  et  un  formu- 
laire pour  les  réponses  vont  être  adressés  à  un  grand  nombre 
de  mathématiciens;  ils  sont  à  la  disposition  de  tous  ceux  qui 
en  feront  la  demande  à  Tun  des  éditeurs  ou  à  la  Rédaction.  Il 
est  en  effet  désirable  que  les  réponses  soient  aussi  nom- 
breuses que  possible,  afin  que  les  résultats  de  Tenquête  re- 
présentent bien  l'opinion  générale  des  mathématiciens. 

Il  est  inutile  d'insister  ici  sur  le  but  de  cette  enquête  qui 
est  destinée  à  réunir  un  certain  nombre  de  renseignements 
et  de  conseils  relatifs  à  la  méthode  de  travail  et  à  la  vie  du 
mathématicien.  Certains  résultats  apporteront  une  contribu- 
tion à  la  psychologie  des  professions.  Pour  l'élude  de  cette 
partie  de  l'enquête  nous  nous  sommes  assurés  la  collabo- 
ration de  deux  psychologues  bien  connus,  M.  le  Prof. 
D*"  Th.  Flournoy  et  M.  le  D^  Ed.  Claparèdk,  qui  ont  bien 
voulu  nous  appuyer  de  leurs  conseils  en  vue  de  compléter 
certains  passages*  du  questionnaire  publié  en  mai  1902 
(p.  208-211). 


*  Un  cxtMnplairo  do  la  circulaire  a  «lé  encarU*  clans  le  prissent  numéro.  —  Los  réponses 
peuvent  être  rédigi'v.s  un  allemand,  anglais,  français  ou  italien,  ou,  pour  les  espérantistos  ne 
possédant  aucune  des  langues  ci-dessus,  en  espéranto. 

■  Questions  n»*  1  b;  S  b;  19  a:  25  b,  c,  d:  29  et  30.  —  Question  n«  19  c. 
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Ces  additions  sont  les  suivantes  : 

1  b)  Le  goût  des  sciences  malhématiqiies  est-il  héréditaire 
chez  vous?  Avez-vous  eu  dans  \o\ve  ascendance,  ou  v  a-t-il 
parmi  les  autres  membres  de  votre  famille  (IVères  et  sœurs, 
oncles,  cousins,  etc.)  des  personnes  spécialement  doiiées  au 
point  de  vue  mathématique?  Leur  exemple  ou  leur  influence 
personnelle  ont-ils  été  pour  quelque  chose  dans  votre  incli- 
nation du  côté  des  mathématiques? 

8  b)  Vous  arrive-t-il  de  calculer  ou  de  résoudre  des  pro- 
blèmes en  rêve  ?  ou  de  voir  surgir  toutes  prêtes,  en  vous 
réveillant  le  matin,  des  solutions  ou  découvertes  soit  complè- 
tement inattendues,  soit  vainement  poursuivies  la  veille  ou 
les  jours  précédents? 

19  a)  Quelles  sont  vos  distractions  ou  occupations  favo- 
rites, ou  vos  goûts  dominants,  en  dehors  de  l'étude  des 
mathématiques,  ou  dans  vos  moments  de  loisir? —  b}  (an- 
cienne question  19}  —  c)  Vous  sentez-vous  attirés  par  les 
questions  d'ordre  métaphysique,  éthique  ou  religieux,  ou  au 
contraire  celles-ci  vous  répugnent-elles? 

25  b)  Avez-vous  des  phases  marquées  d'excitation  et  d'en- 
train, puis  de  dépression  et  d'incapacité  de  travail?  —  c) 
Avez-vous  remarqué  si  ces  alternances  présentent  une  pério- 
<licité  régulière,  et,  dans  ce  cas,  quel  est  approximativement 
le  nombre  des  jours  de  la  phase  d'activité  et  de  la  phase 
d'inertie?  —  d)  Les  circonstances  ambiantes  physiqu<»s  et 
météorologiques  (température,  lumière  ou  obscurité,  sai- 
sons, etc.)  ont-elles  une  influence  appréciable  sur  vos  facul- 
tés de  travail? 

Les  questions  29  et  30  ont  été  données  dans  les  observa- 
lions  finales;  nous  en  reproduirons  le  texte  complet  tel  qu'il 
figure  sur  la  circulaire. 

«  Obskrvations  fixales.  —  1®  11  y  aurait  naturellement  une 
foule  d'autres  détails  qu'il  serait  utile  de  connaître  par  en- 
quête :  29  a)  si  l'on  travaille  plus  facilement  debout,  ou  assis, 
ou  étendu  ;  —  èj  à  la  planche  noire  ou  sur  le  papier;  —  c)  à 
(juel  point  on  est  distrait  par  les  bruits  extérieurs;  — d)  si 
Ton  peut  poursuivre  un  problème  en  promenade,  en  chemin 
de  fer;  — e)  de  Tinfluence  des  excitants  ou  des  calmants  : 
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lahar,  café,  airool,  etc.,  sur  la  quaiUilé  et  la  qualité  du  tra- 
vail. » 

«  Au  point  (le  vue  psychologique,  il  serait  très  important  <ie 
savoir  de  quelles  images  internes,  de  quelle  forme  de  «  pa- 
role intérieure»  se  servent  les  mathématiciens;  s'ils  sont 
moteurs,  auditifs,  visuels  ou  mixtes,  suivant  le  sujet  dont  ils 
s'occupent  30.  » 

u  Mais  nous  craignons  de  décourager  le  lecteur  par  la  lon- 
gueur du  questionnaire,  aussi  croyons-nous  utile  de  rap- 
peler que  chacun  est  libre  de  laisser  de  côté  les  questions 
pour  lesquelles  il  éprouve  quelque  embarras  à  repondre,  » 

«  2""  Si,  d'autre  |)art,  certains  pensaient  pouvoir  fournir  des 
renseignements  intéressants  ne  répondant  pourtant  à  aucune 
des  questions  précédentes,  les  présentes  lignes  les  invitent 
à  les  donner  sans  hésiter.» 

«  3"  Si  quelques  personnes  ayant  connu  d'assez  près  des  ma- 
thématiciens disparus  aujourd'hui  étaient  à  même  de  fournir 
des  indications  les  concernant  sur  une  partie  des  questions 
(|ui  précèdent,  nous  leur  demandons  instamment  de  vouloir 
bien  le  faire.  Elles  apporteront  ainsi  une  contribution  impor- 
tante et  utile  à  l'histoire  de  la  science  mathématique  et  de 
ses  développements.  » 

La  Rkdaction. 
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Le  3*  Congrès  international  des  mathématiciens,  Heidelberg,  1904. 

Le  3'*  congrès  international  dos  mathématiciens,  qui  vient  d'avoir 
lieu  à  Heideiber^  du  8  au  13  AoiVt  11)04,  a  obtenu  un  plein  succès, 
non  seulement  par  le  nombre  des  participants  et  les  fêtes  et 
réunions  auxquels  ils  ont  été  conviés,  mais  aussi  par  les  travaux 
nombreux  et  importants  qui  y  ont  été  présentés.  La  participation 
a  été  supérieure  à  celle  des  deux  premiers  confj^rès;  elle  comprenait 
.314  mathématiciens  inscrits  ^Zurich,  209  ;  Paris  202)  et  elle  eût 
sans  doute  été  encore  supérieure  si  Tannée  1904  n'était  pas  parti- 
culièrement surchargée  de  conjj^rès.  Préparé  avec  beaucoup  de  soin 
et  jusque  dans  les  moindres  détails  par  une  Commission  de 
TAss.  des  mathématiciens  allemands  (Deutsche  Mathematiker- 
Vereinigfingi  le  congrès  avait  été  organisé  d'une  façon  magistrale. 
Nous  ne  pouvons  parler  ici  des  fêtes  et  réceptions  à  la  fois 
brillantes  et  empreintes  d'une  grande  cordialité  et  qui  laisseront 
un  souvenir  profond  à  tous  ceux  qui  ont  eu  le  bonheur  d'y  prendre 
part.  Nous  devons  nous  l)orner  à  donner  un  aperçu  des  travaux 
du  congrès  et  tout  particulièrement  de  ceux  qui  offrent  quelque 
intérêt  au  point  de  vue  de  l'enseignement. 

C'est  par  la  nature  de  ses  travaux  que  l'on  juge  la  valeur  d'un 
congrès,  beaucoup  plus  (jue  par  le  nombre  des  participants.  Celui 
de  lleidelberg  a  donné  lieu  à  des  mémoires  d'une  importance 
fondamentale  pour  la  Science.  Il  y  a  lieu  de  signaler,  d'une  part, 
les  communications  faites  aux  séances  générales  et  sollicitées  par 
le  Comité  d'organisation,  et  d'autre  part,  entr'autres,  les  mémoires 
de  MM.  Hilbert  et  Krtnig,  présentés  aux  séances  de  sections. 

Nous  attirons  en  outre  l'attention  du  lecteur  sur  les  résolutions 
adoptées  par  le  congrès  sur  la  proposition  des  sections  de  l'His- 
toire et  de  l'Enseignement  des  mathématiques.  Kn  adoptant  ces 
résolutions,  le  congrès  a  fait  un  pas  de  plus  vers  le  but  que  l'on 
s'est  tracé  au  premier  congrès,  mais  ce  n'est  encore  qu'un  premier 
pas*.  Il  y  a  des  questions  de  terminologie,  de  notation,  de  biblio- 
graphie et  de  publications  d'un  intérêt  général  qui  doivent  faire 
l'objet  de  discussions  dans  les  congrès,  en  vue  d'une  entente, 
afin  de  mettre  en  lumière,  mieux  qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'ici,  les  points 
de  contact  des  travaux  des   mathématiciens  des  divers    pays  et  de 


•  Voir  dans  les  Verhandliingen  des  erstcn  Mathcmatiker-Kongresses,  p.  38-i2.  50-53  et  57. 
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facililcM'  ainsi  Ir  passaj^e  (rim  auteur  à  un  autre,  l^lusieurs  (jues- 
tions  de  celte  nature  sont  actuellement  à  Tétude  dans  des  revues 
ou  des  sociétés  mathématiques  et  il  faut  espérer  qu'un  pro^rramme 
général  de  travail   sera  élaboré  dans  ce  sens   pour  le  prochain 

congrès. 


SKAXCKS  (iKNÉRALKS 

Première  séance.  —  l/ouverture  ofïicielle  du  congrès  a  été  pré- 
cédée d'une  réunion  familière,  qui  a  eu  lieu  le  lundi  soir  »S  août 
et  dans  laquelle  M.  Mohitz  (Iaxtok  a  souhaité  la  bienvenue  aux 
congressistes. 

IjVl  première  séance  générale  a  été  tenue  le  lendemain  matin  dans 
la  grande  salle  du  Musée.  Dans  son  discours  d'ouverture  M.  le 
prof.  IK  Weber  (Strassbourg,  président  du  congrès,  jette  un  coup 
d'œil  sur  les  principaux  événements  qui  se  sont  déroulés  dans  le 
monde  mathématique  depuis  le  premier  congrès.  Il  rappelle  no- 
tamment les  décès  de  Weierstrass,  Hermile,  Sylvester,  Salmon, 
Sophus  Lie,  Brioschi,  ('.remona,  Christophel,  Fuchs  ;  puis  il 
constate  avec  satisfaction  que  dans  aucunde  ses  domaines  la  science 
mathématique  n'est  restée  stationnaire. 

Après  les  paroles  de  bienvenue  prononcées  par  le  Grand  Duc 
Héritier  et  les  représentants  du  Gouvernement,  des  Kcoles  supé- 
rieures et  de  la  Ville,  M.  K()Ni(;sREit(;ER  (Heidelberg)  lit  sa  Confé- 
rence sur  Jacobiy  le  savant  mathématicien  allemand  dont  on 
célèbre  le  centième  anniversaire  de  la  naissance,  (lette  conférence, 
ainsi  que  le  beau  volume  que  M.  Konisgberger  consacve  à  celte 
occasion  à  Tillustre  savant,  seront  lus  avec  intérêt  par  les  nom- 
breux disciples  de  Jacobi.  M.  Schwarz  (Berlin)  remercie  ensuite 
M.  Krtnisberger  au  nom  des  Universités  de  Konigsberg  et  de 
Berlin  et  de  T  Académie  de  Berlin  auxquelles  avait  appartenu 
Jacobi. 

La  deuxième  séance  générale  a  été  tenue  le  jeudi  1 1  août,  à  TAula 
de  rUniversité. 

M.  GuTZiMKR  iJena)  présente  une  élégante  petite  plaquette,  dont 
un  exemplaire  est  remis  à  chacun  des  congressistes;  elle  a  pour 
titre:  Geschichte  der  Deittschen  Mathematiker-Vcreinigung  Jlis- 
toire  de  l'association  allemande  des  mathématiciens  .  De  fonda- 
tion récente  ,1890,  cette  association,  qui  compte  aujourd'hui  plus 
de  020  membres,  a  déjà  à  son  actif  une  série  de  travaux  et  de 
rapports  d'une  grande  utilité  pour  la  science.  M.  Gutzmer  insiste 
sur  la  nécessité  qu'il  y  a  pour  les  mathématiciens  de  se  grouper 
pour  mener  à  bien  certains  travaux. 

M.  F.  Kleix  Goitingue)  dépose  ensuite  sur  la  table  de  la  prési- 
dence un  premier  exemplaire  du  tome  l  (comprenant  deux  volumes 
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<lo  Y Encijkiopddie  der  math.  WisscriHchaflen.  Il  fait  ressortir  les 
dinicultés  que  présente  une  publication  de  ce  j^enre  et  termine  en 
exprimant  Fespoir  que  les  cinq  autres  volumes,  actuellement  en 
cours  «le  publication,  seront  terminés  dans  dix  ans. 

Puis  M.  .1.  MoLK  uNancy)  dépose  le  premier  fascicule  dcVèdition 
française  de  VEnct/clopùdie  et  donne  un  aj)erç:«  des  conditions 
que  doit  remplir  cette  édition. 

V^iennent  ensuite  deux  conférences  qui,  toutes  deux,  sont  carac- 
térisées par  une  remarquable  clarté  d'exposition.  Dans  la  première 
M.  Paixlevé  I Paris)  donne  un  brillant  exposé  du  problème  mo- 
derne de  r  intégrai  l'on  des  équations  différentielles.  Après  avoir 
rappelé  brièvement  le  problème  de  l'intéf^ralion  dans  l'ancienne 
Analyse,  il  examine  successivement  les  projjrès  réalisés  par  l'intro- 
duction des  variables  complexes  et  de  la  théorie  de  groupes,  de 
la  théorie  de  l'irréductibilité  des  écpiations  diflërentielles,  puis  il 
montre  en  quoi  consiste  le  problème  de  l'intégration  dune  équa- 
tion irréductible  et  celui  de  l'intéjrration  approchée  dans  le  do- 
maine réel.  Sa  belle  conférence  se  termine  par  les  phrases  suivantes 
(pii  en  sont  en  même  temps  le  résumé: 

<c  Ces  ind  ira  lions,  si  iusuffîsantes  qu'elles  soient,  peuvent  donner  quel([ue 
idée  du  labeur  colossal  ({n'ont  accompli  les  analystes,  au  cours  du  dernier 
si«'rle,  dans  le  se.ul  domaine  des  équations  différentielles.  Intégration  for- 
melle, intégration  analytique,  aussi  parfaite  que  possible,  dans  le  champ 
complexe,  intégration  approchée  dans  le  domaine  réel,  telles  sont  les  trois 
directions  dans  lesquelles  se  sont  développées  les  Mathématiques.  Au  centre 
de  toutes  CCS  recherches,  la  théorie  des  i'onclions  apparaît  comme  jouant  uu 
rôle  directeur  et  prépondérant.  11  n'en  faut  pas  conclure  que  ce  rôle  lui  ap- 
partiendra toujours.  11  n'y  a  aucune  absurdité  à  penser  qu'elle  sera  jugée 
de  la  même  manière  dont  nous  jugeons,  par  exemple,  l'œuvre  arithmétique 
de  (xauss,  c'est-à-dire  qu'elle  apparaîtra  comme  l'une  des  parties  les  plus 
harmonieuses  et  les  mieux  construites  de  l'édifice  mathématique,  mais  comme 
un  monumenl  du  passé.  Peut-être  possédera-t-on  alors  des  méthodes  d'in- 
vestigation plus  puissantes  et  plus  profondes,  qui  permettront  de  s'attaquer 
hardiment  aux  équations  différentielles,  en  ne  se  souciant  que  du  problème 
réel  qu'elles  traduisent.  Mais  ces  méthodes  fécondes  et  vivantes,  c'est  de  la 
théorie  des  fonctions  qu'elles  seront  nées,  a 

La  seconde  conférc^nce  était  intitulée  The  mathematical  Theory 
of  the  Top  considered  historicallff,  par  M.  (ikhexhili.  (Londres;.  Il 
s'ajj^it,  ainsi  que  l'indique  le  titre,  du  développement  historique 
de  la  théorie  de  la  toupie.  Le  conférencier  rappelle  d'abord  l'ou- 
vrage de  MM.  Kleix  et  Sommerfkld,  Théorie  des  Kreisels.  actuel- 
lement en  cours  de  publication,  puis  il  remonte  au  milieu  du 
XVIll™*'  siècle  en  mentionnant  les  noms  de  Routh,  Iless,  Lottner, 
Jacobi,  Poisson  et  Laji^range.  (^est  Secxer  de  Halle  ([ui,  dans  sa 
Spécimen  theorive  turbina  m  ;i735  ,  a  pour  la  première  fois  envi- 
saj^é  d'une  manière  précise  le  problème  de  la  toupie.  Il  s'était  ins- 
piré d'un  article  de  Seksox  relatif  à  un  problème  de  navigation. 
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La  théorîo  de  Soj^rnor  a  été  développée  par  Kuler  dans  sa  Theoria 
motus  cor  paru  m  rigidornm  \Vi<S'S\ 

L'é((iiatioii  dirtereiitielle  du  mouvement  a  été  obtenue  à  l'aide 
de  considérations  ^géométriques  très  simples;  puis  le  conférencier 
a  examiné  les  contributions  dues  à  Jacol)i,  Poinsot,  KirclihoJf  et 
Darboux. 

Son  exposé  a  été  illustré  par  un  certain  nombre  d'expériences 
réalisées  à  l'aide  d'appareils  d'une  remarquable  simplicité.  Citons 
entre  autres  l'appareil  consistant  en  une  roue  -de  bicyclette  sus- 
pendue à  l'aide  d'un  triangle  à  une  poutre  horizontale;  la  roue  a 
été  mise  en  mouvement  à  l'aide  d<»  chocs.  A  signaler  aussi  Thy- 
perboloïde  déformable  de  Darboux. 

Troisième  et  dernière  séance  générale.  —  Première  partie  : 
séance  administrative.  Le  congrès  adopte  les  propositions  «les 
sections  d'Histoire  et  d'Knseigneinent  : 

1°  Vœu  en  faveur  de  la  création  de  chaires  unis^ersitaires  d'His- 
toire des  sciences  mathématiques  et  de  Vintroduction  des  notions 
d'Histoire  des  sciences  dans  renseignement  secondaire  supérieur, 

2°  Le  congrès  appuie  la  proposition  faite  à  la  «  Carnegie  Insti- 
tution »  en  faveur  de  la  publication  d'une  édition  des  œuvres  com- 
plètes d'Eu  1er, 

3°  Il  appuie  le  vani  de  la  section  d'Histoire  tendant  à  la  fonda- 
tion d'une  association  des  savants  qui  s'occupent  de  l'Histoire  des 
mathématiques. 

4°  Le  Congrès  exprime  sa  plus  vive  sympathie  aux  efforts  des 
mathématiciens  tendant  à  obtenir  partout  les  moyens  indispensa- 
bles au.v  études  mathématiques  sous  leur  forme  moderne  nombre 
suflisant  de  chaires,  bibliothècjues  bien  fournies,  salles  de  dessin, 
salles  de  travaux  pratiques,  installations  pour  appareils  de  projec- 
tion, collections  de  modèles,  etc.),  et  émet  le  vœu  que  les  gouver- 
nements et  autorités  scolaires  donnent  aux  mathématiciens  l'appui 
qui  leur  est  nécessaire. 

Sur  la  proposition  de  M.  Volteuka  (Rome-,  le  Congrès  décide 
que  le  quatrième  Congrès  international  aura  lieu  à  Home,  au  prin- 
temps de  1908  et  que  la  section  mathématique  de  V Académie  dei 
Lincei  et  le  Circolo  matematico  di  Palermo  seront  chargés  de 
l'organisation  du  (Congrès. 

M.  Volterra  annonce  ensuite  qu'à  l'occasion  du  Congrès  de 
Rome  et  sur  la  gracieuse  offre  de  M.  Guccia,  il  sera  délivré  un  ^/-tr 
de  3000  francs  au  mémoire  qui  fera  faire  un  progrès  essentiel  à  la 
théorie  des  courbes  gauches.  Nous  donnerons  dans  un  prochain 
numéro  le  détail  des  conditions  du  concours. 

M.  (iKEKNHiLL  sc  fait  l'interprète  de  congressistes  anglais  pour 
émettre  le  v(eu  que  le  ciiKjuième  Congrès  ail  lieu  en  Angleterre. 


CHRONIQUE  383 

l.a  seconde  partie  de  la  dernière  séance  j^éiiérale  était  consacrée 
aux   belles  conférences  de  MM.  Segre  et  Wirtinj^er. 

La  conférence  de  M.  Segre  (Turin)  est  intitulée  la  Geonietria 
d'o^^idi  e  L  suai  legami  colV  Analisi  (la  Géométrie  d'aujourd'luii  et 
ses  liens  avec  rAiialysei.  Klle  contient  des  aperçus  qui  présentent 
un  grand  intérêt  pour  les  mathématiciens  appartenant  aux  divers 
degrés  de  renseignement;  aussi  croyons-nous  utile  d'en  donner 
un  résumé  succinct. 

Les  rapports  entre  la  Géométrie  et  l'Analyse  résultent  de  ce  ([ue, 
pour  une  grande  part,  les  objets  dont  s'occupent  les  deux  sciences 
même  sous  des  dénominations  diverses)  sont  les  mêmes,  tout  au 
moins  si  on  les  envisage  sous  leur  forme  abstraite.  La  différence 
entn»  la  (Géométrie  et  l'Analyse  se  trouve  au  contraire  dans  les 
problèmes  qu'elles  se  posent  et  plus  souvent  encore  dans  les  mè- 
t/iodes  à  Taide  desquelles  elles  résolvent  ces  problèmes. 

Le  caractère  dominant  de  la  Géométrie  d'aujourd'hui  est  sa 
grande  généralité  et  Vabstraction  qui  régnent  dans  ses  concepts. 
Ge  caractère  apparaît  dans  les  théories  les  plus  élevées,  comme 
dans  les  recherches  récentes  sur  les  fondements  de  la  Géométrie. 
L'évolution  de  cette  science  a  fait  passer  au  second  plan  r«  intui- 
tion spatiale  »  (râumlic/ie  Anschauung),  qui  jouait  autrefois  un 
rùle  essentiel,  tandis  (jue  de  nos  jours  l'unique  instrument  est  le 
raisonnement.  Il  en  résulte  que  la  Géométrie  moderne  peut  être 
aussi  rigoureuse  (jue  l'Analyse,  et  elle  fait  en  ell'et  tous  ses  eiTorts 
dans  ce  sens.  Qu'il  suffise  de  citer,  à  titre  d'exemples,  la  détermi- 
nation de  la  multiplicité  des  solutions  des  problèmes  géométriques 
et,  d'autre  part,  ia  Géométrie  numéro ti{>e.  Celle-ci  doit  recourir  à 
l'Algèbre  pour  établir  ses  principes,  par  contre  elle  peut  lui  four- 
nir beaucoup  de  résultats.  On  sait  quelle  est  l'importance,  pour  la 
Géométrie  des  variétés  algébriques,  des  recherches  algébriques  de 
Kronkckeh,  Hilbert,  etc. 

Quant  à  Vabstraction  dans  les  concepts  et  les  objets  que  Ion 
étudie  en  géométrie  moderne,  elle  s'étend  aux  groupes  de  trans- 
formations qui  constituent  actuellement  le  fondement  d'une  telle 
étude.  Ce  qui  triomphe,  c'est  la  voie  géométrique,  dérivant  de  celle 
de  Kiemann  et  dans  laquelle  on  étudie  les  propriétés  invariables 
pour  une  transformation  birationnelle.  Cette  tendance  nouvelle  est 
<hu\  pour  une  grande  part,  aux  mémoires  de  Brill  et  Xœther,  et 
aussi  à  l'école  géométrique  italienne. 

C'est  ainsi  que  se  développèrent  les  recherches  diverses  sur  les 
courbes  algébriques  et  celles  plus  récentes  de  (^astelxuovo  et 
d'L.VRiQLEs  sur  les  surfaces  algébriques.  Il  y  a  lieu  de  signaler 
aussi  les  résultats  importants  obtenus  dans  l'étude  des  correspon- 
dances birationnelles  et  de  leurs  groupes. 

Kn  continuant  dans  la  voie  de  la  généralisation,  on  peut  envi- 
sager à  la  place  des  variétés  algébriques,  des  variétés  plus  gêné- 
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raies  auxquelles  M.  Se(;ub  a  consacre  une  série  de  beaux  mémoires 
(vers  1890;  et  qu'il  désigne  sous  le  nom  de  sfariètès hj/peralgèbriques. 
Elles  s'obtiennent  en  établissant  des  relations  algébriques  non  plus 
entre  les  coordonnées  complexes  des  éléments  géométriques,  mais 
entre  les  composantes  réelles  de  ces  coordonnées.  Par  exemple 
les  formes  dites  d'HBitMiTEà  variables  complexes  conjuguées  repré- 
sentent les  éléments  géométriques  envisagés  par  Segre  et  peuvent 
être  étudiées  plus  facilement  par  les  méthodes  géométriques. 

Les  variétés  hyperalgébriques  comprennent  comme  cas  parti- 
culier celles  qui  sont  formées  par  les  éléments  réels  d'une  variété 
algébrique  donnée.  L'étude  des  questions  de  réalité  ou  de  forme 
nVst  pas  assez  cultivée  actuellement,  il  y  a  toutefois  lieu  de  men- 
tionner les  importantes  recherches  de  IIilbert,  Klein,  Jiel  et 
d'autres.  D'autre  part  il  y  a  les  travaux  relatifs  à  VAnalt/sis  si/as 
et  les  recherches  sur  la  forme  des  courbes  intégrales  des  i*qua- 
tions  différentielles. 

On  a  considéré  récemment  en  géométrie  une  nouvelle  espèce 
i\i*  point.s  complexes  ipoints  bicomplexes,  etc.);  on  a  aussi  employé 
avec  avantage  une  nouvelle  espèce  de  nombres  complexes,  par 
exemple  les  nombres  a  -f-  he^  où  f*  =  o,  comme  le  fait  Stidy  dans 
sa  Géométrie  der  Dtfnamen. 

Nous  rappelerons  également  qu'on  a  aussi  créé  une  nouvelle 
branche  géométrique  en  restreignant  le  champ  des  points,  par 
exemple  en  envisageant  seulement  les  points  aux  coordonnées  en- 
tières iMiNKOwsKi,  (icometrie  der  Zahien),  ou  les  points  aux  roor- 
données  rationnelles  JPoixcahé,  Journ.  de  Math.  l\)()î  .  Os  ex<Mn- 
ples,  auxquels  on  pourrait  en  ajouter  encore  beaucoup  d'autres, 
font  ressortir  les  rapports  de  plus  en  plus  étroits  entre  la  (îéomé- 
trie  et  l'Analyse,  et  nous  sommes  convaincus  qu'ils  rendront  de 
grands  services  à  l'une  et  à  l'autre  de  ces  sciences. 

La  conférence  d(»  M.  Wirtinger  (Viennei  traite  des  leçons  de 
Riemann  sur  la  série  hy pergéo  nié  trique .  Il  s'agit  de  l'examen  des 
méthodes  contenues  dans  des  leçons  faites  il  y  aura  bientôt  cin- 
quante ans,  mais  (jui  sont  d'une  importance  fondamentale  dans 
certaines  questions  actuelles  de  la  théorie  des  fonctions.  M.  Wir- 
tinger  passe  en  revue  ces  questions,  puis  il  donne  un  aperçu  des 
directions  diverses  dans  lesquelles  se  sont  développées  les  mé- 
thodes de  Riemann. 

SÉANCKS  DK  SECTIONS 

f"  section.^  Arithmétique  et  Algèbre. 

L(^s  séances  ont  été  présidées  successivement  par  MM.  Kxkseii, 
LlROTII,  Seliwaxoki',  Neïto. 


*  Le  C()nipl<î  rc'ndii  do  rcltt!  section  a  et»-  rédigé  d  apn-s  les  notfsd*^  M.  ().  Pind  (Hambourg  i  H. F. 
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1.  —  M.  OoRDAN  Krlan^eni  parle  de  la  résolution  des  équations 
du  ()•  dejrré.  11  part  du  f^roupe  ternaire  de  oollinéation  du  HiiO*" 
ordre  établi  par  Valentiner  et  étudié  également  par  \Viman.  Ce 
dernier  avait  montré  ([ue  ce  groupe  est  holoédriquement  isomor- 
phe avec  le  groupe  alterné  à  six  éléments  et,  qu'après  adjonction 
«le  la  racine  carrée  du  discriminant,  il  peut  être  envisagé  comme 
groupe  dune  é(juation  générale  du  sixième  degré.  MM.  Valen- 
TixRR  (Copenhague)  et  Wimax  Upsalal  présentent  quehpies  re- 
maï'ques  au  sujet  de  cette  communication. 

2.  —  M.  Koxr<;  Budapest^  a  fait  une  communication  des  plus 
importantes  ;  elle  avait  pour  objet  de  montrer  que  le  continu  ne 
peut  être  conçu  comme  un  ensemble  bien  ordonné.  En  raison  de  son 
grand  intérêt  elle  avait  attiré  un  nombre  considérable  de  con- 
gressistes. 

Il  s'agit  d'une  affirmation  de  M.  (i.  Cantoh  et  mentionnée  par 
M.  IIiLBKRT  dans  ses  Problèmes  mathématiques  au  congrès  de 
Paris*,  en  1000.  M.  Konig  montre  que  cette  affirmation  d'après 
laquelle  on  peut  mettre  le  continu  sous  la  forme  d*un  ensemble 
bien  ordonné,  ne  peut  être  acceptée.  Sa  démonstration  procède 
d'une  manière  indirecte.  KHe  suppose  que  le  continu  est  équi- 
valent à  un  ensemble  bien  ordonné  et  douïie  cette  hypothèse  sous 
forme  d'une  équation.  Va\  utilisant  les  propriétés  de  la  théorie  des 
ensembles,  nolamment  un  théorème  établi  par  M.  Bernstein, 
M.  Konig  montre  qu'il  y  a  contradiction.  Sa  communication  est 
suivie  d'une  discussion  à  lacjuelle  prennent  part  MM.  G.  Cantor, 
llilbert  et  Schœnflies  ;  il  n'a  d'ailleurs  été  soulevé  que  de  simples 
remarques  et  non  des  objections  contre  la  démonstration.  M.  Can- 
tor s'est  toutefois  réservé  un  examen  plus  appiofondi  du  problème. 

.'>.  —  La  communication  de  M.  Capki.i.i  Xa|)les  est  une  contri- 
bution à  la  théorie  des  nombres,  et  spécialement  au  théorème  de 
Fermât,  Soient  a  et  b  deux  nombres  n'ayant  aucun  facteur  com- 
mun et  y  la  fonction  d'Kuler;  M.  Capelli  établit  (juelques  proprié- 
tés relatives  à 

4.  —  IlocKVAH  Graz,  examine  la  détermination  des  facteurs  li- 
néaires d*une  forme  algébrique  ;  elle  est  suivie  de  queUjues  remar- 
(jues  faites  f)ar  MM.  Luroth  et  Landsberg. 

5.  M.  GuLDBERc;  Christiania I  a  établi  pour  les  é(juations  linéaires 
aux  différences  une  théorie  analogue  à  celle  de  MM.  Picard  et 
Vessiot  pour  les  équations  dift'érentielles  linéaires  ;  il  en  a  exposé 
les  théorèmes  fondamentaux  relatifs  à  la  théorie  des  groupes. 

0.  —  M.  MixKowsKï  (iœttingue  a  présenté  une  communication 
sur  la  Géométrie  des  nombres  et  concernant  spécialement  des  |)ro- 


*  Compte  rendu  du  Congres,    p.  70-71.   —  Lu  ri-sumi-  de   lu  conn'Ti'nce   a  vU'   public  dans 
VEns.  math.^  2«  année,  1900.  p.  3^9-353. 

L'Enseignement  mathêni.,  6**  annéo  ;  1904.  2<» 
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blêmes  relatifs  à  des  réseaux  f/ahlen<çitler,,  tels  que  ceux  qui  se 
rencontrent  dans  la  détermination  des  unités  dans  les  ctirps  altfé- 
briciues.  dette  communication  était  accompagnée  de  projections 
de  figures  empruntées  principalement  aux  corps  algéhri(|uos 
cubiques. 

7.  —  Venait  ensuite  la  conférence  de  M.  lIiLBtnT  ;(j«ettiiigue; 
sur  les  fondements  de  VAn'thmèiique.  Klle  avait  attiré  un  grand 
nombre  de  membres  appartenant  aux  autres  sections. 

M.  Ililbert  remarque  d'al)ord  cpie  tan<lis  que  les  conceptions  sur 
les  fondements  de  la  (iéométrie  ont  pris  une  forme  assez  claire,  il 
n'en  est  pas  de  même  dans  le  domaine  de  rArithméticpie,  où  régnent 
encore  les  tendances  les  plus  diverses.  Le  conférencier  fait  un 
exposé  critique  de  ces  dilférents  points  de  vue.  Kroxkcker  envi- 
sage les  nombres  entiers  comme  base  de  l'Arithmétique  «<  Dieu  a 
créé  les  nombres  entiers,  le  reste  est  Tœuvre  des  hommes  ».  Hil- 
bert  le  qualifie  de  dogmaU'cieny  parce  que  d'une  part  il  n'appro- 
fondit pas  assez,  puisque  la  notion  de  nombre  entier  peut  être 
ramenée  à  des  éléments  plus  simples,  ainsi  que  le  montrent  no- 
tamment les  recherches  de  Dedekind  ;  d'autre  j)art,  parce  qu'il  est 
im))ossible  de  partir  des  nombres  entiers  pour  établir  la  théorie 
des  ensembles  et  celle  des  nombres  irrationnels.  Le  point  de  vue 
empirique  de  IIklmhoi.tz  laisse  à  désirer  dès  le  début,  parce  que 
l'on  ne  peut  arriver  à  la  considération  de  l'infini  par  un  déntmi- 
brement,  (]hristoffel  serait  un  opportuniste^  parce  qu'il  veut  pré- 
senter les  propriétés  et  théorèmes  des  nombres  irrationnels  dans 
une  forme  telle  qu'ils  semblent  être  ceux  des  nombres  rationnels. 
Frk<;e  serait  un  logicien;  il  cherche  à  établir  les  bases  de  TArith- 
niétique  en  les  soumettant  à  une  logique  arislotélienne  étroite,  à 
tel  point,  ainsi  <(u'il  l'avoue  lui-même,  que  Ton  arrive  à  des  para- 
doxes qui  sont  en  contradiction  avec  la  théorie  des  ensembles. 
M.  Ililbert  ne  peut  accepter  le  point  de  vue  adopté  par  Dkoekixd, 
malgré  le  grand  mérite  que  celui-ci  s'est  acquis  par  son  exposé 
des  bases  de  l'Arithmétique;  s*a  critique  s'adresse  surtout  à  la  mé- 
thode adoptée  par  Dedekind  pour  introduire  l'infini  et  qui  lui 
ferait  donner  la  (pialifictitionde  transcendantaliste.  Quant  à  sa  pro- 
pre conception  des  fondements  de  l'Arithmétique,  elle  pourrait  être 
([ualiiiée  d'axiomatique^  parce  (ju'elle  tend  à  réunir  par  un  lien 
étroit  et  dans  leur  développement  successif  les  principes  logiques 
et  les  principes  mathématiques;  les  premiers  doivent  être  délivrés 
de  l'étroitesse  de  l'ancienne  logicjue.  M.  Ililbert  fait  ensuite  un 
court  ex[)osé  —  malheureusement  trop  bref,  en  raison  du  temps 
limité  accordé  à  chacpie  communication  —  de  sa  façon  d'envisager 
les  notions  fondamentales  de  la  Logique  et  les  principes  mathé- 
matiques. Cette  importante  communication  a  été  suivie  de  remar- 
ques faites  par  MM.  KOxu;    Budapest    et  (i.  Cantor   Halle  . 

8.  —   M.  VoroxoÏ  ;  Varsovie    a  fait  une  communication  sur  une 


CHRONiqrE  387 

propriété  du  diac  ri  minent  des  fonctions  entières  qui  n'était  connue 
que  pour  les  eon^ruenees  quadratiques.  Si  une  fonction  entie>re 
à  coefïicients  entiers  à  une  variable  et  de  de^ré/i  peut  être  décom- 
posée en  V  facteurs  irréductibles  mod.p  ,  son  discriminant  ^vérifie 

la  relation  i-|  =  ( —  1)'*"^,    le    premier  membre   représentant  le 

symbole  de  Lej^^endre,  p  étant  un  nombre  premier,  premier  kJ. 

0.  —  M.  WiMAx  I  llpsala,  a  montré  ([ue  les  propriétés  de  la 
théorie  des  groupes  d'une  équation  métacijvlique  du  [)^  ordre 
permet  de  donner  une  expression  explicite  des  racines  d'une 
pareille  équation. 

10.  —  M.  Lœwy  Fribourg,  Br.)  a  exposé  ses  recherches  sur 
certains  problèmes  de  réductibilité  et  d'irréductibilité  dans  la 
théorie  des  groupes  de  substitutions  linéaires  et  homogènes^  et  il  a 
montré  les  liens  entre  ces  problèmes  et  la  théorie  des  équations 
clifférentielles  linefaires  et  homogènes. 

il.  —  M.  Stkphanos  (Athènes,  a  examine^  une  catégorie  d'équa- 
tions fonctionnelles  dont  il  a  obtenu  les  solutions  'les  plus  géné- 
rales ;  à  citer,  entre  autres  l'équation. 


fu\—f\y) 


Ey-  =  2n-^-^M>-)i- 


(/  =1,2,  ...  //i) 


12.  —  Dans  sa  communication  On  products  in  additii>e  Fields, 
M.  K.  B.  \ViLsox  iNcw-IIaven^,  se  plaçant 'au  point  de  vue  des 
théories  de  G  ibis,  a  donné  une  définition  générale  de  la  multipli- 
cation basée  sur  la  loi  distributive  de  Grassmann,  i)uis  il  a  étudié 
(jnehfues  cas  spéciaux  de  multiplication.  VA\g  a  été  suivie  d'une 
<liscussion  entre  MM.  .ÏAHXKEet  Wilsox. 

\'^.  — M.  Kug.  MïLLKii  iGonstance  a  parlé  des  travaux  laissés  par 
K.  Scin«Oï)ER  et  dont  il  a  entrepris  l'examen  en  vue  de  leur  publication. 

2''  section.  Analyse. 

Les  séances  ont  été  successivement  présidées  par  MM.  lliuiKitT, 
ScHWAKz,  MiTTA(;-LEFFLEn,  LixdelOf,  Hadamari),  Levi-(^ivita. 

1.  —  M.  ScHLEsiNGER  (Berlin)  a  parlé  du  problème  de  Hieniann 
dans  la  théorie  des  équations  différentielles  et  des  travaux  récents 
<[ui  s'y  rattachent. 

2.  —  M.  BoREL  I Paris ',  continuant  ses  travaux  dans  la  théorie 
<les  fonctions,  a  exposé  ses  recherches  sur  l* approximation  des 
fonctions  continues  par  des  polynômes. 

.'5.  —  M.  lIiLRERT  (Goettingue;  a  présenté  une  communication 
sur  les  équations  intégrales. 

4.  —  M.  VoronOi  (Varsovie'  a  examiné  le  développement^  à 
Vaide  des  fonctions  cylindriques^  des  sommes  doubles 

1  f  [p  m^  +  2  q  m  n  +  /•  //•),  où  p  /h*  -\-^  q  n  -\-  r  m  n^ 
est  une  forme  quadratique  positive  à  coelHcicnts  entiers. 
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5.  —  M.  R.  Fricke  Braiinschweig)  a  fait  une  communicatioii 
sur  rc.vi.stence  des  fonctions  polymorphes  sur  une  surface  de  Hie- 
niann.  Après  avoir  rappelle  les  travaux  de  Klein  et  de  Poincaré,  il 
a  exposé  ses  propres  recherches  relatives  aux  théorèmes  d'existence 
et  dans  lesquelles  il  établit  ceux-ci  sur  des  hases  nouvelles. 

().  —  M.  BouTKoux  I Paris)  a  présenté  une  communication  sur 
les  fonctions  entières  d\)rdre  entier, 

7.  — -  M.  MiTTA(;-f.Ei'FLER  Stockholni'  a  exposé  ses  récentes 
recherches  sur  une  classe  de  fonctions  entières. 

8.  —  M.  HADAMARn  (Paris)  a  communiqué  un  important  mémoire 
sur  les  èf/ nations  linéaires  au.v  déri^'èes  partielles. 

i).  —  M.  (Iapkli.î  (Naplesi  a  fait  une  communication  sttr  les  for^ 
mules  d\tddition  des  fonctions  thêta . 

3'""  section.  Géométrie. 
Présidence  :   MM.  v.  Brill,  F.  Mkykr,  Schur,  Zkithkx,  Se<;rk, 

MoRLEY,  (iriCHARD,   GeISER. 

1.  —  M.  V.  Brill  (Tubinj^ue)  donne  un  aperçu  historique  des 
problèmes  d* élimination  dans  leurs  rapports  avec  la  Géométrie, 
notamment  pour  la  période  des  cinquante  dernières  années. 

2.  —  M.  Macaulay  (Londres,  :  Intersection  des  courbes  planes. 

3.  —  M.  GricHARD  (Clermont-Ferrandj  :  Sur  les  systèmes  tri- 
ples ortho<i^onaux. 

'\.  —  M.  Sti:dy  (Bonn;  :  Plus  courtes  distances  dans  des  do- 
maines complexes. 

5.  —  M.  Fr.  Meyrr  ''Kœnif^sbergi  :  Bases  d'une  théorie  du  té- 
traèdre. 

().  —  M.  RoiiN  !  Dresde)  :   Sur  les  courbes  gauches  algébriques. 

7.  —  M.  ScHEKFERs(Darmstadti  :  Sur  les  courbes  isogonales,  les 
courbes  équitangentielles  et  les  nombres  complexes. 

8.  —  M.  SchOxflies  Kœnigsberg:  :  Structure  des  ensembles 
parfaits. 

9.  —  M.  ZiNDLER  (Innsbruck)  :  Sur  la  géométrie  différentielle 
dans  la  géométrie  réglée. 

10.  —  M.  WiLczixsKi  [(Californie' :  Théorie  projective  générale 
relative  à  des  courbes  gauches  et  d(»s  surfaces  réglées. 

M.  —  M.  Andrade  ;  Besançon):  Les  mouvements  des  solides  aux 
t  rajectoires  sphériques. 

12.  —  M.  KxoBLAucH  iBerlin'  :  Formules  fondamentales  de  la 
théorie  des  systèmes  de  rayons   Strahlensystemel. 

\\\.  —  M.  de  LiLiEXTHAL  (Munster)  :  Sur  des  courbes  équidistanles. 

l'i.  —  M.  AiTOXNR  (Lyon):  Sur  les  substitutions  crémoniennes 
dans  Tespace  à  plusieurs  dimensions. 

15.  —  M.  Gexese  iAberystwith)  :  Sur  quelques  théorèmes  rela- 
tifs aux  produits  régressifs. 


1().  —  M.  Stidy  ;Bonn  :  Sur  le  j)riiicipe  de  la  conservation  du 
nombre. 

Sont  déposés  en  outre  deux  mémoires  dont  les  auteurs  n'ont  pu 
se  rendre  au  Congrès. 

17.  —  M.  Catreira  (Lisbonne  I  :  Note surles rapports  polygonaux. 

IH.  —  M.  TicHOMAXDRiTZKY  (Suida,  St.  Pétersbourgi  :  Sur  la  som- 
me d<*s  angles  d'un  triangle  plan. 

4""*  Section.   Mathématiques  appliquées. 
Présidence  :  MM.  Hauck,  Klkix,  Rixce,  van  Vlkck,  Volti:rwa, 

HaDAMARD,  BoRSCH,   FlNSTERWALDER. 

1.  —  Dans  son  discours  d'ouverture  des  travaux  de  la  4'""' section 
M.  Kleix  parle  des  problèmes  des  mcUhènuitiques  appliquées  et  les 
^Mivisage  tout  particulièrement  au  point  de  vue  de  renseignement. 
11  «»stime  ([ue  Timportance  croissante  des  mathématiques  dans  U» 
vaste  domaine  de  l'activité  humaine  semble  résulter  en  première 
ligne  du  développement  si  remarquable  des  mathématiques  appli- 
quées. Les  représentants  de  celles-ci  doivent  porter  tous  leurs 
eiforls  là  où  l'occasion  de  développer  Tinfluence  des  mathématiciues 
dans  un  cercle  plus  large  est  la  plus  favorable.  C'est  donc  sur 
renseignement  de  la  jeunesse  qu'ils  doivent  porter  leur  attention. 

Ce  point  de  vue  a  été  développé  par  M.  Klein  dans  une  bro- 
chure *  (pril  présente  à  la  section  et  qui  a  pour  titre  :  Ueber  eine 
zeitgemdsse  Umgestaltung  des  malhematischen  Unterrichts  an  den 
hoheren  Schulen  (sur  une  transformation,  conforme  aux  besoins 
actuels,  de  l'enseignement  mathématique  dans  les  écoles  secon- 
daires supérieures).  Le  but  à  atteindre  est  le  suivant:  placer  au 
centre  de  l'enseignement  algébrique  des  classes  supérieures  les 
notions  de  la  théorie  des  fonctions  présentées  sous  leur  forme 
géométrique  et  les  notions  élémentaires  de  calcul  différentiel  et 
intégral,  en  laissant  de  ccHé  ou  en  diminuant  dans  les  programmes 
actuels  un  certain  nombre  de  chapitres  d'importance  moindre. 
M.  Klein  estime  en  effet  que  ce  sont  ces  notions  qui  dominent  de 
nos  jours  les  divers  domaines  des  mathématiques  appliquées.  Une 
pareille  mesure  pourrait  paraître  révolutionnaire,  mais,  en  réalité, 
ainsi  (pie  le  fait  ressortir  l'orateur,  elle  se  trouve  déjà  appliquée 
dans  une  certaine  mesure.  Il  suiïirait  de  rap|)eler  les  considérations 


1  Cette  hrochliro  ost  le  proniier  fascicule  (82  pages)  du  volume  dans  lequel  seront  n'unies  Ioh 
conférences  sur  renseignement  des  sciences  niatlK'matiques  et  physiques  faites  à  (rœttinguo.  a 
PAques  ld04,  à  l'occasion  des  cours  do  vacancos  pour  maîtres  de  mathématiques  et  do  physi- 
que des  établissements  secondaires  supérieurs.  Le  volume  actucUcuient  sous  presse  contien- 
dra les  conférences  de  MM.  Bkhrkm>hkn,  E.  Bosk,  E.  Oottinmî,  F.  Klki.n,  E.  Rikckk,  F. 
SrHii.LiMi,  K.  i^cMWAH/.sciiiLD,  J.  Stark.  Il  cst  destiné  à  servir  de  base  ù  la  discussion  qui 
aur<t  lieu  le  22  septembre  prochain,  à  Brcslau,  à  l'occasion  de  la  réunion  des  mathématiciens 
allemands  participant  au  congrès  annuel  des  natunilistes  de  l'Allemagne. 
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iiiathriiiatiquos  dont  on  fait  usa<(een  Mécanique  et  en  Physi(|iie  et 
dont  l'école  ne  peut  se  désintéresser. 

2.  —  M.  Dklauxay    Varsovie-  :  Sur  le  problème  des  trois  corps. 

3.  —  M.  Lkvi-(]ivita  iPadua  :  Sur  le  problème  des  trois  corj)s. 

4.  —  M.  \Vein(;ahten  iFribour^,  Br. t:  Sur  un  cas  du  niolive- 
ment  d'un  licpiide  pesant. 

5.  —  M.  VoLTKKRA   Romei  :  Théorie  des  ondes. 
iS.  —  M.  IIadamahd    Paris  :  Kquations  aux  dérivées  partielles  en 

l*hysi(|ue. 

7.  —  M.  SoMMERKKLD  Aix-la-Cliapelle  :  Mécanique  des  électr<ins. 

8.  —  M.  Gkxksk    Aberystwythi  :  Problèmes  d'attraction.  ^ 
0.  —  M.  Webeh  :   Remarques  sur  la  communication  de  M.  lia-  ' 

damard. 

10.  — M.  AxDMADK    Besançon):  Recherches  chronométriques. 

11.  —  M.  BrtRscH    Potsdam  :  (Connaissance  actuelle  de  la  foi-me 

de  la  terre.  ' 

12.  —  M.  FixsTKRWAi.DEu    Municli  :  Levés  photojrrammétriques. 

13.  —  M.  Praxdti.  Ilannovre  :  MouvemcMit  d'un  licjuide  dans  Ir 
cas  d'un  frottement  très  faible. 

l'i.  —  M.  Kempe   Rotterdam   :  Sur  un  mécanisme  articulé. 

15.  —  M.  Rcx(;e    Ilannovre   :  La  machine  à  calculer  de  Leibniz. 

1(),  17,J<S. —  MM.  DisTELi,  ScHiLLixc;,  Wiexer:  (Communications 
<*t  démonstrations,  faites  à  TKxposition,  sur  les  modèles  et  appa- 
reils exposés. 

:)■"'  section.  Histoire  des  mathématiques. 
Présidence:  MM.  Mor.  (>ANTt)R,  St.kckel,  Zeithex,  P.  Taxxkrv, 

V.   BRAUXMi'HL,    LoHIA. 

i.  —  M.  MoH.  ('axtor  :  Introduction  à  Tllistoire  des  mathéma- 
licjues. 

2.  —  M.  P.  Taxxerv  (Paris  :  Résumé  de  la  correspondance  de  ' 

Florimond,  Debeaune  et  Descartes. 

2.  —  M.  DicKSTEix    Varsovie   :  Wronski  comme  mathématicien.  , 

4.  —  M.  Max    Simox     Strasbourt^  :   Sur  la    mathématicpie    des  | 

K^yj)tiens.  | 

.').  —  M.  Zeuthkx  Copenhaji^ue.  :  Sur  Tusaj^e  et  l'abus  des  dé- 
nominations historiques  en  mathémati(jnes.  j 

().  —  M.  Schi.esi\(;er   Klausenburiji  :  Rai)port  sur  la  publication  I 

des  œuvres  de  Fnehs;  présentation  ilu  premier  volume.  , 

7.  —  M.  KxESTR^iM  I Stockholm):   (Quelle  place  convient-il  d'ac-  I 

corder  à  l'Histoire    dans  une  encyclopédie  des  sciences  mathé- 
mati([ues? 

<S.  —  M.  SiTER  Zurich  :  (lontiibution  à  Tllistoire  des  malhé- 
mati([ues  chez  les  llindcuis  et  les  Arabes. 
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S).  —  M.  G.  I.tJKiA  Gènosi  :  Sur  rilisloin»  de  la  (léoniétrie 
analyticjiKs 

10.  —  M.  G.  Vailati  (]Amei:  Sur  la  sijrnilioation  de  la  difï'é-" 
rence  entre  axiomes  et  postulats  dans  la  Géométrie  greeqne. 

Il  y  a  lieu  de  sii^iialer  en  outre  les  s*œu.r  qui  ont  été  présentes  à 
lu  section  d'Histoire  et  dont  nous  avons  déjà  fjarlé  en  rendant 
compte  des  séances  jrénérales. 

Le  premier  recommande  la  création  de  chaires  nni{>ersitnires 
d'Histoire  des  sciences  ma  thématiques  et  l'introduction  de  notions 
d'Histoire  des  sciences  dans  renseignement  secondaire  supérieur. 
H  a  déjà  été  adopté,  pour  l'Histoire  des  sciences  d'une  manière 
générale,  à  Rome,  au  Gonj^rès  d'Histoire  en  1903*. 

Ia»  vœu  concernant  la  publication  d'une  édition  des  œui>res  com- 
plètes iVEuler  avait  certainement  été  exprimé  individuellement 
depuis  lonjrtemps  par  un  grand  nombre  de  mathématiciens.  Grâce 
à  l'initiative  de  MM.  Morlky  -  Baltimore i  et  Vassilikf  Kasan^  la 
<|uestion  a  été  soumise  d'abord  à  la  section  d'Histoire,  puis  au  3'"" 
Cf)ngrès  réuni  en  assemblée  générale  où  elle  a  d'ailleurs  trouvé 
un  appui  unanime. 

M.  Morley  a  d'abord  fait  part  à  la  section  d'Histoire  des  démar- 
ches qui  se  font  auprès  de  la  Carnegie  Institution  en  faveur  de  la 
publication  des  œuvres  d'Kuler.  Les  arguments  en  faveur  de  cette 
publication  ont  été  développés  ensuite  par  M.  Vassilief  dans  un 
discours  dont  nous  reproduisons  ici  les  principaux  passages.  «  Il 
est  en  effet  désirable,  dit-il,  qu'à  c<Ué  des  grandes  éditions  des 
«l'uvres  complètes  de  Lagrange,  de  Gauss,  de  Laplace,  de  (^auchy 
et  de  Cayley,  on  ait  une  édition  des  anivres  d'Kuler.  Sa  publica- 
tion aurait,  encore  de  nos  jours,  une  influence  féconde  sur  les 
progrès  des  sciences  mathémati(pies.  Kuler  est  précisément  le 
plus  grand  représentant  de  «  Tépoque  la  plus  glorieuse  et  la  plus 
féconde  de  l'Histoire  des  ]Mathémati<iues,  l'époque  où  il  semble 
vraiment  tpi'elles  soient  la  clef  de  l'Univers,  »  l'époque  des  suc- 
cesseurs d<»  Newton  et  de  Leibniz,  comme  le  faisait  ressortir 
M.  Painlevé  dans  sa  brillante  conférence.  G'est  dans  les  ouvrages 
d'Kuler  (pi'on  peut  le  mieux  étudier  et  suivre  l'Analyse  se  dévelop- 
pant sur  la  profonde  influence  des  problèmes  réels.  Xon  seule- 
ment la  méthode  y  est  importante;  mais  on  y  trouvera,  ainsi  qu'il 
serait  facile  de  le  montrer  à  l'aide  de  quelques  exemples,  une 
c|uantité  de  résultats  d'une  haute  importance  scientifique  cpii  sont 
maintenant  oubliés  et  (pii  sont  de  temps  en  temps  retrouvés.  Les 
recherches  d'Kuler  sur  la  croissance  des  fonctions  et  sur  les  séries 
divergentes  ont  le  plus  grand  rapport  avec  les  théories  les  plus 
intéressantes  de  l'Analyse  moderne.» 

*<  Le  comité  américain  a  donc  été  bien  inspira»  en  proposant  à 
la  Carnegie  Instittition,  ainsi   que  vient  de  nous  le  communicpier 

*  Voir  L'Ena.  ntaJh.,  ;>  nniK'O.  1903,  p.  378. 
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M.  Mork'v,  (le  prendre  rinitiative  do  eelle  piihlicatlon  et  il  me 
senihle  (|ue  notre  (loiijrrès  ne  saurait  rester  indifîérent  à  cette 
importante  question.  (Test  pour  ces  motifs  que  j'ai  l'honneur  de 
vous  proposer  de  soumettre  à  l'approbation  de  l'assemblée  «réné- 
rale  du  (lon^rès  le  vteu  suivant  »  : 

«  l.e  .*i""'  (lon^rès  international  des  mathématiciens,  estimant 
que  r^Mlilion  complète  des  œuvres  d'Kulera  une  haute  importance 
scientifique,  appuie  la  proposition  faite  à  la  •<  Carnecrie  Institu- 
tion )>  par  le  (lomité  malhématiipie  constitué  sous  la  présidence 
de  M.  MooitE  et  émet  le  vœu  de  sa  réalisation  prochaine.  Kstimant 
d'autre  part  que  le  succès  de  cette  édition  exi^e  le  concours  de 
plusieurs  savants  appartenant  à  divers  pays  et  dont  la  réunion  en 
vue  de  l'élaboration  du  plan  de  la  publication  pourrait  avoir  lieu 
pendant  le  prochain  (^on^rès,  le  ;j"""  Congrès  prie  la  (Commission 
d'organisation  du  Congrès  suivant  de  lui  présenter  un  rapport  sur 
l'état  de  la  question  et  sui-  les  mesures  qu'aurait  à  prenilre  le 
(Congrès  afin  de  contribuer  pour  sa  part  à  la  réussite  de  cette  im- 
portante entrejjrise  scientifique.  » 

Quant  au  3""*  vo'u  adopté  j)ar  la  Section  d'Histoire,  puis  par  le 
Congrès,  et  demandant  la  création  d'une  association  des  savants 
s'occupant  d'Histoire  des  mathémati(iues,  il  avait  été  présente 
par  M.  FicLDUAcs;  sur  la  demande  de  M.  [.amim:,  la  question  fissu- 
rera à  l'ordre  du  jour  du  j)rocliain  conjifrès. 

()""  section.  Enseignement  mathématique. 
Présidence  :  Les  séances  ont  été  présich'es  successivement  par 

MM.   ScHt'BEUT,   LaMPF,  (iHEEXHII.I.,   I^'kHU,   ScHOTTKX,  (lini.KIU 

Diverses  brochures  ont  été  adressées  et  sif^nalées  à  la  (>'"''  sec- 
tion. Ce  sont  :  1"  le  mémoire  de  M.  Klkix,  Ueber  eine  zeiigemâsse 
Umgcstaltnng  des  mnthcmatischcn  rntcrrirhts  an  den  hôheren 
Schiiivn,  dont  il  a  déjà  été  question  plus  haut  voir  A""  section  .  — 
2.  ScHi'iiKRT  :  Elomentarc  Bcrec/ui4ingder  Logarithmen.  — .'{.  Biffa  : 
Primo  Studio  dclla  (ieometria  Piana.  —  \,  (iHKKXHIll  :  E.vercicea 
in  Pravtivdl  Mathematics.  —  5.  Veiioxesk  :  La  Laguna  di  Vonezia. 
—  C.  A.  Laisaxt  et  II.  Fehh  :  L' enseignement  mathématique, 
6""'  année,  n**  4. 

S\\v\ii  proposition  ai''  MM.  Kleix,  Stackel  et  SciiLBEinla  (i'"*"  sec- 
tion a  décidé  de  soumettre  à  raj)probation  du  congrès  un  *<  vo'U 
en  faveur  de  l'obtention,  dans  tous  les  pays,  des  mot/ens  indis- 
pensables à  l\H*ancement  de  V Enseignement  mathématique  «laiis  sa 
conception  moderne  création  «le  chaires  nouvelles,  bibliothè(jues 
suflisammiMit  fournies,  salles  de  dessin  et  de  travaux  pratiques, 
collection  de  modèles,  etc.  .  » 

Chacun  reconnaît  aujourd'hui,  qu'en  raison  de  l'iniportance 
toujours    croissante    (pie    j)rennent  les   mathémati(pies   dans    un 
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^rand  nombre  de  domaines,  il  est  indisi)ensal)le  que  leur  ensei- 
j^iiement  soit  approprié  aux  besoins  actuels.  On  est  donc  en  <lroit 
d'esp«'M*er  que  les  gouvernements  et  autorités  scolaires  voudront 
bien  prendre  en  considération  ces  utiles  indications  que  leur 
adresse,  modestement  sous  forme  de  vceu,  le  3'""  (loutres  inter- 
national des  mathématiciens. 

La  <)""*  section  a  en  outre  été  appelée  à  examiner  la  résolution 
suivante,  présentée  par  M.  Schottex  . Halle  et  qui  a  été  adojitée  à 
Tunanimité. 

<'  La  section  d'Enseif^nement  du  3""*  (longrès  international  des 
mathématiciens    estime 

I*  <pie  renseignement  de  la  Géométrie  desvviptis^e  doit  être  rendu 
obli«ratoire  dans  les  établissements  réaux;  que  son  introduction 
comme  branche  facidtative  dans  les  ^çymnases  est  désirable; 

2*  que,  dans  tous  les  cas,  cet  enseignement  doit  être  donné  par 
les  maîtres  de  mathématiques,  et  dans  la  rè^le,  dans  une  même 
classe,  les  diverses' branches  mathématiques  devraient  être  ensei- 
gnées par  le  même  maître. 

\.Q?,  canimu  nient  ions  présentées  à  In  lY^^'' section  sont  nu  nom/fre 
de  f/natorze, 

1.  —  Dans  un  travail  intitulé  Tenching  of  Mechnnics  bi/  familiar 
applications  on  a  large  scale^  M.  Grekxhill  i  Londres.  ex[)ose  ses 
vues  sur  le  premier  enseitçnement  de  la  Mécani(iue.  H  insiste  tout 
particulièrement  sur  le  rcMe  que  doit  jouer  l'expérience  et  l'obser- 
vation  ainsi  cpie  sur  le  parti  que  Ton  peut  tirer  des  travaux  prati- 
(|ues  de  laboratoires  combinés  avec  Texposé  du  professeur;  la 
théorie  doit  toujours  être  précédée  d'exercices  convenablement 
choisis. 

2.  —  M.GiTZMEU  Jena  examine  \g^  efforts  que  fait  actuellement 
renseignement  mathématique  dans  les  uni\^ersités  allemandes  en 
fa\H*ur  des  applications.  11  rappelle  d'abord  comment  ont  pris  nais- 
sance les  besoins  d'une  réforme  de  rensei<rnement,  notamment  de 
l'enseignement  mathématique,  puis  il  passe  à  l'examen  des  tliêses 
é»labli(»s  par  M.  Stackel  dans  son  article  sur  les  mathématicpies 
appliquées  et  la  physique  aux  universités  allemandes  (Jahresbe- 
richt,  XIII,  1904,  n"  (i.  M.  Gntzmer  se  déclare  favorable  à  ces 
thèses,  toutefois  il  demande  que  la  jçéométrie  descriptive  soit 
rendue  obligatoire  pour  tous  les  étudiants  en  mathémali(jues. 
Il  estime  en  outre  (pie  dans  l'enseignement  des  mathémati(pies 
appliqué(*s  on  doit  tenir  compte  de  la  mécani(pH»  technique,  afin 
<pie  les  étudiants  soient  initiés  aux  problèmes  et  dénominations 
<le  la  technique  scientiiique.  Dans  ces  conditions  il  serait  jxissible 
<le  préparer  avec  succès  les  mathématiciens  destinés  aux  écoles 
techni([ues  moyennes. 

D'autre  part,  il  est  désirable  que  les  mathématiques  applicpiées 
et   la  physique    techni(pie    soient   également   admises  [)armi    les 
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braïu'hrs  (rexaiiKMi  <lii  doctonil,  dans  le  sens  des  propositions 
ibrnuilées  à  Gollin^en  et  à  Jena. 

Passant  ensuite  à  la  formation  des  candidats  à  renseif^neiiUMit, 
le  eonferencier  insiste  sur  ce  que  TUniversité  ne  peut  donner  que 
la  préparation  scientifique,  y  compris  la  péda^j^ofrie  scienti(ic|ue. 
Les  directions  pédaj(ojriqu(»s  d'un  caractère  pratique  ne  doivent 
être  données  aux  futurs  maîtres  qu'au  début  de  leur  stage  et  par 
leurs  collègues  plus  aînés.  Les  maîtres  des  collèges  et  gymnases 
auraient  la  belle  mission  de  prendre  une  part  directe  à  la  forma- 
tion de  leurs  successeurs  et  de  leur  donner  les  dernières  instruc- 
tions et  recommandations. 

M.  (iutzmer  fait  ensuite  circuler  ([uelques  vues  photographiques 
du  nouvel  Institut  de  physiqu(»  technique  de  rTniversité  construit 
jiar  la  fondation  (larl  '/eiss. 

3.  —  M.  G.  LoHiA  Gènes!  parle  de  rense/i^nement  des  niaihèma' 
tiques  en  Italie.  Il  débute  eu  faisant  remar([uer  que  les  traditions 
géométri([ues  de  Tltalie  sont  franchement  euclidiennes;  toutefois, 
sous  les  dilférents  gouvernements  qui  se  succédèrent  dans  la  pé- 
ninsule, elles  s'étaient  affaiblies,  tout  au  moins  partiellement,  (l'est 
alors  que  Gremona  se  proposa  et  réussit  à  ramener  renseignement 
sur  la  bonne  voie  en  suggérant  au  gouvernement  italien  d'impo- 
ser, dans  les  écoles  classiques,  le  retoui*  aux  sources  pures  de  la 
Géométrie  grec(|ue.  Gette  disposition  fut  adoucie  au  bout  de  (|uel- 
ques  années  lorsqu'on  se  borna  à  demander  que  renseignement  | 

soit  donné  suivant  la  méthode,  mais  non  pas  sur  le  te.ite  même  ! 

d'Huclide.  Ge  mouvement  donna  lieu  à  une   série  de  bons  traités  ' 

modernes  tels  que  ceux  de  Sai:xia  et  d'Oviino  et  Faifofer  ;  en 
outre  d'éminents  savants,  tels  tpie  d(»  Paolis,  \  eroxese,  K\«i<^rES  \ 

et  Amaldi  portent  leur  attention  sur  les  principes  de  la  (léométrie.  j 

Les  résultats  qu'ils  obtinrent,  les  discussions  soulevées  par  leurs 
propositions,  les  essais  que  firent  leurs  élèves  pour  en  tirer  parti 
dans  l'enseignement,  animèrent  le  corps  des  professeurs  d'une  vie 
tout  à  fait  nouvelle.  On  en  trouve  une  preuve  éclatante  dans  l'as- 
sociation «  Mathesis  »  groupant  les  professeurs  des  écoles  moyennes 
d'Italie  et  ayant  pour  but  de  «  tirer  parti  des  progrès  de  la  science  j 

en  faveur  de  l'Kcole  ».  M.  Loria  examine   ensuite  deux  questions  I 

importantes  qui  ont  fait  l'objet  de  discussions  dans  cette  associa-  ' 

tion  et  dont  voici  les  énoncés  : 

P'Kst-ildidactiquement  utile  d'abandonner  la  marche  euclidienne 
et  de  traiter  conjointement  la  Géométrie  du  plan  et  celle  de  l'es- 
pace ;  —  2**  F^lxiste-t-il  quelque  moyen  permettant  d'augmenter  le 
profit  (pie  doit  tirer  l'étudiant  de  l'enseignement  mathématicpie 
dans  l(\s  écoles  moyennes? 

M.  Loria  a  enfin  jjarlé  des  (établissements  d'instruction  (scnole 
tevnivhe  et  istitittà  tecnivij  (pii  correspondent  à  peu  près  aiixlatein- 
losen    Healschtilen  allemandes  et  à  l'enseignement    moderne    en 
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France,  cl  il  a  préscMité  i|uelqups  remarques  sur  leur  plan  d'études 
cl  leurs  proji^raniines  actuels,  ainsi  que  sur  les  chan<^cnients  qu'on 
devra  y  apporter  tùt  ou  tard.  Cette  communication  fera  d'ailleurs 
l'objet  d'un  article  destiné  à  Tun  de  nos  prochains  numéros. 

4.  —  M.  Fkhr  (Genève)  présente,  au  nom  de  la  Rédaction  de 
L' Knseifrnemcnt  mathématique^  le  questionnaire  de  V Enquête  sur 
la  méthode  de  travail  des  mathématiciens.  Il  expose  le  but  de  cette 
enquête  et  insiste  sur  l'intérêt  scientifique  (|u'il  y  a  de  connaître 
l'avis  des  mathématiciens  sur  la  méthode  de  travail,  puis  il  rap- 
pelle <(ue  c'est  à  la  suite  d'une  proposition  de  M.  Ed.  ÂIaillet  que 
la  Rédaction  a  examiné  le  projet  d'une  pareille  enquête.  Après 
avoir  donné  un  aper(;u  sommaire  du  questionnaire,  il  termine  en 
exprimant  l'espoir  que  les  résultats  soient  assez  nombreux  et 
assez  complets  pour  fournir  d'utiles  contributions  à  la  pédagoji^ie 
des  mathématiques.  H  faut  entendre  par  là,  il  n'est  ^uère  besoin 
«l'insister,  la  pédaj^ogie  scientifique  ou  expérimentale,  telle  qu'elle 
résulte  des  proférés  récents  de  la  psychologie  expérimentale  et  qui 
se  distingue  de  l'ancienne  pédagogie  en  ce  ((u'ellc  est  faite,  non 
pas  d'idées  préconçues,  mais  de  résultats  basés  sur  l'observation 
et  sur  l'expérience. 

.">.  —  M.  St.eckel  Kiel  parle  de  la  nécessité  (fu'il  y  a  d'intro- 
duire à  rUniversité  des  cours  de  mathématiques  élémentaires.  Il 
estime  (jue  tandis  que  la  partie  prati([ue  et  pédagogique  des  can- 
didats à  l'enseignement  ne  doit  pas  être  fournie  par  l'Université, 
il  est  cependant  désirable  de  faire  <lisparaître  l'abîme  qui  existe 
actuellement  entre  l'enseignemont  des  établissements  secondaires 
supérieurs  et  celui  de  rTniversité.  Outre  les  cours  de  vacances  et 
d'instruction  auxquels  irniversité  est  appelée  à  participer,  celle- 
ci  doit,  dans  son  plan  d'études  des  candidats  à  l'enseignement  : 
l''  accorder  une  part  ti'ès  large  aux  ap|)lîcalions;  2*^  introduire  un 
cours  dans  lequel  les  mathématiijues  élémentaires  sont  envisagées 
à  un  point  de  vue  plus  élevé  qu'on  ne  peut  le  faire  dans  les  écoles 
moyennes.  Tn  pareil  cours  présenterait  des  avantages  multiples  : 
il  permettrait  d'approfondir  les  éléments  et  de  montrer  ([u'ils  ne 
forment  pas  quehjue  chose  de  fini  et  (ju'il  n'y  a  pas  de  limite  entre 
les  mathématiques  élémentaires  et  les  mathématicpies  supérieures. 
Au  surplus  il  constituerait  un  précieux  appui  à  la  préparation  pé- 
clagogi<jue  des  candidats,  et  permettrait  de  maintenirchez  les  maî- 
tres de  mathématiques  le  contact  avec  la  science.  Dans  ce  cours 
on  envisagerait  non  seulement  la  partie  spécifique  des  mathémati- 
ques, mais  aussi  le  développement  historique  et  le  coté  bibliogra- 
phique. Il  devrait  être  placé  à  la  fin  des  études  universitaires  afin  de 
pouvoir  utiliser  des  connaissances  mathématiques  très  étendues. 

La  communication  a  été  suivie»  de  quelques  remarques  de 
M.  Kracsk   Dresde  . 

().  —  M.  FnicKE    Braunschweig  exj)ose  ses  vues  sur  renseigne- 
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ment  maihènuitiqne  anx  hautes  écoles  techniques  aUeniandcs.  Il 
rappelle  (rahord  les  questions  qui,  depuis  une  dizaine  d'années, 
font  l'objet  de  diseussions  entre  les  professeurs  de  mathématiques 
et  eeux  des  branehes  techniques  des  dites  écoles.  Il  s'élève  ensuite 
contre  la  proposition  de  M.Klein  demandant  l'introduction  des 
éléments  de  calcul  différentiel  et  intéfi^ral  dans  les  pro<ji'animes 
des  établissements  secondaires  supérieurs.  Puis  examinant  la 
question  de  la  préparalion  des  candidats  à  l'enseignement  tech- 
nique, il  parle  en  faveur  de  la  préparation,  par  les  Hautes  Kcoles 
techniques,  des  maîtres  enseignant  les  branches  mathématiques  et 
techniques  dans  les  gymnases,  écoles  réaies,  écoles  techniques 
moyennes  ou  supérieures. 

Ont  pris  part  à  la  discussion  :  MM.  Gutzmkii  Jena  ,  St.kckel 
(Kiel;,  KitAisE  (Dresde),  Czlbek  (Vienne),  Dziwixski  iLemberg  , 
ScHOTTK.N  (Flallei,  Bloch  (Strassbourg',  Lampk  , Berlin i,  Flatt 
(Bàlei.  Kt  il  ressort  des  renseignements  qui  ont  été  apportés  (jue, 
tandis  que  certaines  Hautes  Kcoles  techniques  fournissent  une 
excellente  préparation  mathématique,  il  en  existe  encore  d'autres 
où  l'on  semble  n'avoir  pas  encore  reconnu  le  rAle  utile  et  fonda- 
mental (jue  jouent  les  mathématiques  dans  les  domaiiu*s  les  plus 
divers  et  par  consécpient  la  nécessité  de  donner  aux  ingénieurs  une 
forte  culture  mathématique  appropriée  au  but  de  leurs  étu<les. 

7. —  M.  J.  AxDUADE  :  I/Knseignement  scientifique  aux  écoles 
professionnelles  et  les  Mathématiques  de  /'ingénieur.  Cette  locu- 
tion «  Les  Mathématiques  de  l'ingénieur  »  se  rencontre  <lans  les 
programmes  de  diverses  universités  ;  elle  y  désigne  habituelle- 
ment uu  enseignement  destiné  aux  jeunes  gens  qui  s'initient  aux 
sciences  |)hysiques  et  parfois  même  à  une  seule  branche  indus- 
trielle de  la  Physicjue,  pour  autant  du  moins  que  la  chose  est 
possible. 

Les  mathématiques  ainsi  enseignées,  en  vue  d'aspirer  une  intel- 
ligence suffisante  des  lois  physi([ues,  voilà  habituellement  ce  qu'on 
appelle:  les  Mathématicjues  de  l'ingénieur,  l^^ii  France,  elles 
s'adressent  toujours  sinon  à  des  anciens  élèves  de  «  Mathéma- 
tiques si)éciales,  du  moins  à  des  anciens  élèves   élémentaires». 

Sauf  un  réalisme  particulier  dans  l'exposition  (»t  quelques  sim- 
plifications dans  la  marche  môme  de  l'enseignement,  sauf  aussi 
un  certain  tact  pédagogique  particulier  cet  enseignement  ne  cons- 
titue pas  une  variété  pé(lagogi(|ue  réellement  nouvelle. 

Tout  au  contraire,  ce  ([ue  M.  Andrade  appelle  ici  les  Mathéma- 
tiques de  l'ingénieur  désigne  une  œuvre  pédagogique  réellement 
neuve  née  de  besoins  nouveaux  que  l'auteur  nous  a  fait  connaître. 

Chargé  d'organiser  à  l'université  de  Besancon  l'enseignement 
de  la  Cihronométrie,  l'auteur  constata  bientùt  que  les  prévisions 
des  promoteurs  de  cet  enseignement  ne  se  réalisaient  pas  complè- 
tement. 
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A  c«Hé  do  rensoi^nement  théoric[iie,  runiviM'sité  installait  des 
travaux  pratiques  de  réglage  ;  mais  les  étudiants  horlogers  sauf 
une  exception,  ne  furent  pas  comme  on  le  prévoyait  des  fils  d'in- 
dustriels, ou  suivant  l'expression  de  l'auteur  des  étudiants  pa- 
trons; les  étudiants  horlogers  sont  jusqu'à  présent  des  étudiants 
ouvriers,  mancfuant  des  connaissances  mathématiques  les  plus 
élémentaires  et  les  plus  indispensahles  à  Tintelligence  du  réglage, 
mais  désireux  de  les  comprendre  et  ayant  sur  les  écoliers  Tavan- 
lage  d'une  réelle  intuition  de  la  Mécanicjue. 

Avec  un  peu  de  géométrie  on  peut  facilement  les  rendre  maîtres 
de  la  stati(|uedes  matériaux,  mais  est-il  possihle,  dans  les  délicats 
problèmes  de  l'horlogerie,  de  leur  éviter  l'assimilation  de  la  dyna- 
niiciue?  Pas  de  Mécanique  analytique  bien  entendu,  et  pourtant! 

Si  l'image  mécanique  peut  faire  immédiatement  la  théorie  du 
mouvement  pendulaire  comment  éviter  le  calcul  dans  l'évaluation 
des  perturbations  ? 

M.  Andrade  alfirme  cependant  (jue  la  chose  est  possible  pour 
établir  les  points  essentiels  de  la  théorie  du  réglage. 

Kt,  à  vrai  dire,  l'auteur  nous  donne  confiance  dans  ses  méthodes 
pédagogiques  par  un  exemple  où  triomphe  sans  conteste  la  mé- 
thode d'exposition  synthéti(jue;  nous  voulons  parler  de  la  théorie 
des  phénomènes  de  synchronisation  que  M.  Andrade,  s'inspirant 
de  Cornu  en  le  complétant,  a  réduite  à  un  problème  de  géométrie 
tout  il  fait  élémentaire. 

M.  Andrade  nous  a  encore  fait  part  d'observations  pédagogicjues 
intéressantes,  de  celle-ci  entre  autres  : 

La  plus  grande  dilliculté  d'exposition  qu'il  a  eue  à  surmonter 
dans  cet  enseignement  nouveau,  ne  consiste  pas,  dit-il,  dans  l'as- 
similation des  conceptions  relatives  aux  infiniment  petits  (»t  à  la 
méthode  des  limites  mais  dans  la  terreur  (jue  les  transformations 
algébriques  les  plus  simples  inspirent  à  ses  intéressants  élèves. 

Résoudre  deux  équation  s  du  l'^^degréest  cent  fois  plus  difïicile  pour 
eux  (jue  de  comprendre  à  fond  le  phénomène  de  la  synchronisation. 

Knfin,  pour  conclure,  l'auteur  signale  l'importance  de  ces  Ma- 
thémati(jues  de  l'ingénieur  qui  commencent  à  la  géométrie  de 
l'enfant  et  qui,  bien  loin  de  se  réduire  à  une  simple  amputation 
de  l'enseignement  secondaire  finiront  \\\\  jour  ou  l'autre  par 
réagir  sur  «  les  méthodes  pédagogiques  imposées  à  nos  enfants.  » 

S.  -^M.  n.  ScHOTTKN  iflallel  parle  de  Venseigne/nenf  mathéma- 
tique dans  les  établissements  secondaires  supérieurs  de  V Allemagne 
et  plus  spécialement  dans  ceux  de  la  Prusse.  Sans  contester  en 
aucune  façon  la  valeur  formelle  de  cette  enseignement,  il  voudrait 
<pie  le  ciMé  matériel  soit  davantage  pris  en  considération.  Il  insiste 
sur  la  différence  qu'il  y  a  entre  les  problèmes  qui  sont  des  exer- 
cices et  ceux  ([ui  sont  destinés  aux  applications.  Mais  dans  une 
réforme  de  l'enseignement  il  faudrait  envisager  celui-ci  dans  son 
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ensenibli^  et  non  pas  seulement  les  sciences  mathématiques  ou  les 
sciences  naturelles.  Des  vœux  ont  été  émis  de  divers  cotés,  notam- 
ment de  la  part  des  hy<;iénistes,  et  il  semble  que  l'on  se  propose 
un  nouvel  idéal  d'éducation. 

M.  Schotten  demande  que  dans  la  délimitation  des  plans  d'études 
on  évite  toute  surcharge;  lorsqu'il  s'agit  de  nouriture  intellectuelle, 
la  faim  est  préférable  au  rassasiement.  Comme  d'ailleurs  tous  les 
autres  enseignements,  celui  des  mathématiques  doit  tendre  à 
déveioppei'  chez  les  élèves  l'intérêt  et  le  plaisir  de  la  réflexion  et 
du  travail  personnels. 

î).  —  M.  Max  Simox    Strasbourg:  présente  quelques  remarques: 

1"  Sur  le  mode  d'introduction  des  nombres  ('oniple.rcs  dans  l'en- 
seignement des  gymnases  ;  elles  donnent  lieu  à  des  observations 
et  critiques  de  MM.  Schottex,  Schlbkrt,  Ui.much,  Thiemk,  Wik- 
LEiTXER,  13 LOCH  et  Lampe  : 

2^  Sur  l'enseignement  de  la  Trigonométrie  sphèriqticx  elles  sou- 
lèvent quelques  observations  de  M.  Bi.och. 

10.  —  M.  Thieme  Poseni  examine  Yinfluence  e/n'euercent  les 
nonveau.v  résultats  scientifiques  sur  l'enseignement  des  MaUiénut' 
tiques  élémentaires,  11  distingue  trois  directions  dans  les  recher- 
ches qui  sont  à  envisager  à  cet  effet.  Kn  premier  lieu,  la  science  a 
étudié  les  éléments  au  point  de  vue  de  leur  fondement  logique, 
puis,  en  seconde  ligne,  un  certain  nombre  de  recherches  récentes 
se  rattachent  intimement  aux  (déments  et  contribuent  à  une  élude 
plus  approfondie  de  ceux-ci  et  de  leurs  rapports  avec  les  autres 
branches  ;  enfin  il  y  a  lieu  de  tenir  compte  que  certaines  parties 
des  mathématiques  élémentaires,  par  exemple  la  Géométrie  du 
triangle,  ont  reçu  d'importantes  contributions. 

Si  l'on  se  demande,  d'autre  part,  dans  quelle  mesure  l'enseigne- 
ment élémentaire  peut  tenir  compte  des  progrès  réalisés,  on  doit 
tenir  compte  d'une  série  de  conditions:  du  temps  disponible,  de  la 
compréhension  des  élèves,  de  l'état  actuel  de  l'enseignement  et 
de  la  mesure  dans  laquelle  les  progrès  réalisés  par  la  scieuce  ont 
pénétré  dans  les  milieux  du  corps  enseignant  des  établissements 
secondaires  supérieurs. 

Toutefois  un  grand  nombre  de  transformations,  pourtant  dési- 
rables au  point  de  vue  scientifique,  ne  peuvent  avoir  lieu  parce 
que  les  conditions  ci-dessus  ne  sont  pas  remplies.  La  plupart  des 
élèves  ne  possèdent  pas  la  maturité  d'esprit  voulue.  U  y  a  pourtant 
un  certain  nombre  de  points  où  l'on  peut  tenir  compte,  plus  qu'on 
ne  Ta  fait  jusqu'ici,  de  l'état  actuel  de  la  science.  Au  début  de 
l'enseignement  on  ne  doit  pas  présenter  les  mathématiques  dans 
un  enchainenient  logique  rigoureux  ;  il  faut  avoir  recours  à  l'in- 
tuition. Mais  celle-ci  n'est  aj)plicable  que  dans  certaines  limites. 
Dans  les  classes  supérieures  on  peut  introduire  peu  à  peu  plus  «le 
rigueur  et  insister  sur  le  développement  logique. 
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Se  plarant  à  ce  point  d<»  vue  M.  Tliienie  jette  un  coup  (Ud'il  sur 
renseifçnement  des  mathémuti({ues  élémentaires  tel  (pfil  se  donne 
actuellement  en  Allemagne.  H  se  déclare  favorable  à  une  mo<lili- 
cation  des  proj^rammes  en  laveur  de  Tiiitroduction  de  notions  de 
(Calcul  diirérentiel  et  intéf*;ral.  Après  avoir  présenté  une  série  de 
remarques  concernant  les  plans  d'études  dWrithméticpie,  d'Al- 
^éhn»  et  de  (léométrie,  il  cite  à  l'appui  de  sa  thèse  rAïUTHMKTiK 
<le  Stoi.z  et  (I.meixeh,  Y Encijclopddie  der  Elemeniar-Mathemntik 
<le  Webek  et  Wellsteix,  les  Vorlesitngen  liber  ncttere  (ieometn'e 
<le  Pascii,  les  (intndlagen  der  Géométrie  de  HiLnEUT,  les  FAementi 
ilf  (weametria  de  Veuonese  et  les  FAementi  di  Geometria  d'IxfniAMi'. 

11.  —  M.  Soi  REK  Sofia  donne  un  aperçu  de  Vètat  actuel  de 
r Enseignement  mathématique  en  Bulgarie.  Nul  il  y  a  une  trentaine 
(l'années  cet  enseiji^nenient  s'est  développé  d'une  i'acon  très  rapide 
et  se  présente  actuellement  sous  un  aspect  des  plus  satisfaisants. 
Ayant  tout  à  créer,  et  ^ràce  à  des  hommes  compétents  et  bien  in- 
formés, la  Bulo;ari(»  a  su  établir  ses  écoles  en  s'inspirant  des  be- 
soins actuels. 

\a\  communication  de  M.  Sourek  rentre  directement  dans  le 
cadre  des  études  f[ue  publie  cette  Rei>ue  sur  l'enseifruement  des 
inathémali(jues  dans  les  divers  pays  ;  elle  sera  reproduite  in  e.r- 
tenso  dans  l'un  de  nos  prochains  numéros. 

12.  —  M.  \V.  Vi\.  Meyeh  Konigsber^;  développe  (juelques-unes 
«les  idées  qui  forment  la  base  de  son  étude  sur  l'objet  et  la  natftre 
des  dèmonstratiftns  mathématiques  et  (jui  doit  faire  partie  du  vo- 
lume ([ue  ri-niversité  de  Koni^sber^  consacre  au  centenaire  de  la 
mort  deKAXT.ll  examine,  spécialement  en  quoi  consiste  le  nouveau 
en  mathématiques;  puis  il  présente  un  certain  nombre  de  principes, 
notamment  un  principe  d'identité,  qui  permettraient  <le  condenser 
les  théorèmes  en  un  nombre  minimum,  d'obtenir  en  (juelque  sorte 
un  minimum  formant  le  noyau  des  connaissances  mathématiques. 

l.'i.  —  M.  FixsTEinuscH  Zwickau  ,  s(»  plaç^-ant  au  point  de  l'en- 
seiii^nement  élémentaire  dans  le(juel  on  ne  peut  faire  usaire  dos 
<|uailratures,  présente  une  méthode  simple  et  uniforme  permettant 
de  cftlculer  le  i'olume  (\gs  corps  pour  lescjuels  l'expression  de  l'aire 
des  sections  parallèles  ne  dépasse  par  le  ',V'  dej^ré, 

A  :=  flo  +  tf  1  c  +  «2  3*  +  a»  3'. 

Sa  communication  donne  lieu  à  des  remar([ues  présentétvs  par 
^IM.  Bloch,  Lampe  et  Kbsteix. 

l'i.  —  M.    Hrï'ckxek     Bautzen  ,  poursuivant  ses  li-avaux  sur  les 


*  On  peut  y  ajouter,  cnlrt-  autre»,  les  Nouveaux  éléments  de  (iromètrit'  de  Mkha^,  !«•.•*  divers 
voliimcs  formant  le  Cours  complet  de  Mathématiques  élémentaires,  publié  sons  la  direction  d« 
M.  Dakiioi:x,  Dotamincot  les  «  Locons  (h*  (Téomét rie  élémentaire  b  de  J.  Hai>amari>,  et  l'nu- 
vrajçe  récent  de  G.  H.  Halstbo,  Hational  fieometrj/,  a  Tcjrt-Book  for  the  Stieuce  of  Spuic.  ba- 
sed  on  Ililbert's  foundations. 
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polyôclres,  a  fait  une  Ptude  ilos  polt/èdres  discontinus  et  nttn  con~ 
^fe.ves  ayant  leurs  faces  égales  et  les  angles  solides  égaux.  Après 
avoir  in(li({ué  brièvement  le  développement  historique  du  pro- 
blème de  la  détermination  des  polyèdres  à  faces  égales  et  à  angles 
solides  égaux,  résolu  par  K.  Hess  pour  le  cas  des  polyèdres  con- 
vexes» M.  Bri'ckxer  donne  un  aperçu  des  résultats  qu'il  a  obtenus 
dans  le  cas  des  polyèdres' non  convexes  et  discontinus.  Il  examine 
le  groupement  des  sphénoides  des  systèmes  octaédricpieset  icosa- 
édri(|ues  7  et  5  groupes!,  puis  il  étudie  plus  spécialement  les 
combinaisons  des  stephonoides  des  deux  systèmes  3  et  11  combi- 
naisons). Les  résultats  complets  de  son  étude  seront  publiés  dans  les 
No^^d  Actader  Ksi.  Leop.  CaroL  Deutsvh.  Acad.  d.  Xaturforsvher. 
M.  Briickner  a  eu  soin  de  faire  figurer  à  rKxpoîîition  les  mo- 
dèles des  pcdyèdres  dit  nnfs  dont  il  vient  d'être  <(uestion,  ainsi 
(jue  les  polyèdres  continus  non-convexes  à  volume  positif  el  les 
polyèdres  de  Mobius  du  système  icosaédrique. 

(les  quel([ues  pages  donnent  une  idée  sullisamment  nette  df 
l'activité  scientifique  du  3"  C.ongrès  international,  et  par  cela  niéme 
elles  donnent  un  premier  aperçu  de  ce  que  contiendra  le  V4dumr 
(pii  renfermera  les  travaux  du  Congrès  et  ([ui,  dit-on,  sera  publie 
dans  le  plus  bref  délai  possible.  Les  séances  de  section  ont  toutes 
été  très  fréquentées  etcep<'ndant  elles  l'auraient  été  encore»  davan- 
tage si  l(»s  séances  des  six  sections  n'avaient  pas  eu  lieu  simullant*'- 
ment.  Beaucoup  de  congressistes  ont  exprimé  leurs  regr(*ts  de 
n'avoii'  pu  assister  à  certaines  séances  qui  les  inl(M'essaieut  tout 
particulièrement.  Il  y  aura  lieu  d'examiner  la  (juestion  tle  l'empb»! 
du  temps  et  de  voir  si  pour  les  prochains  congrès  il  ne  serait  pas 
possible  de  n'avoir  jamais  plus  de  deux  ou  trois  sections  siégeant 
simultanément,  comme  cela  se  faisait  à  Paris  en  lî)()0;  les  séances 
générales  et  les  s(*ances  des  sections  seraient  principalement  consa- 
cré<»s  à  des  rapports  et  travaux  d'un  intérêt  général  conformément 
à  un  programme  (pii  serait  élaboré  par  le  Comité  d'organisation, 
(^uant  aux  communications  concernant  des  points  spéciaux,  elle> 
seraient  exposées  très  brièvement  ou  simplement  déposées  aux 
début  des  séances  ;  elles  continueraient  à  être  insérées  dans  ler» 
comptes  rendus  du  congrès,  après  examen  par  le  bureau  de  la  sec- 
tion; leur  étendue  serait  limitée  à  cinq  à  dix  pages  d'impr-ession. 

Ces  remar((ues  pourraient  d'ailleurs  être  appliquées  encore  à 
il'autres  congivs  où  les  mêmes  inconvénients  ont  été  constatés. 

Kt positions.  —  Pour  cpie  ce  court  compte  rendu  donne  une 
es([uisse  quehjue  peu  fidèle  du  congrès,  il  est  indispensable  de 
mentionner  les  expositions  de  bibliographie  et  de  modèles  et  //i.v- 
tninients  organisées,  l'une  par  M.  Gctzmer,  l'autre  par  M.  Distei.i. 
Mais,  faute  de  temps,  nous  sommes  obligés  d'en  renvoyer  la  des- 
cription au  prochain  numéio. 

IL  Fkhr. 
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Association  française  pour  ravancement  des  sciences  ; 
Congrès  de  Grenoble,  1904. 

I.e  Congrès  annuel  de  rAssocialion  française  poui  ravancement 
des  sciences  s'est  tenu  cette  année  à  Grenoble,  du  4  au  11  août.  La 
séance  d'inauguration  a  eu  lieu  au  théâtre,  le  4  août,  sous  la  prési- 
dence de  M.  C.-A.  Laisaxt.  Dans  son  discours  d'ouverture,  que  nos 
lecteurs  trouveront  en  tête  de  ce  numéro,  M.  T^aisant  a  examiné, 
d'une  façon  magistrale,  le  Râle  social  de  la  science  sous  ses  aspects 
1rs  plus  divers.  Le  soir  avait  lieu  une  réception  à  l'IIùtel-de-Ville; 
elle  fut  présidée  par  M.  (^iharles  Rivail,  maire  de  Grenoble. 

Les  séances  de  sections  ont  commencé  le  lendemain,  5  août,  et 
ont  généralement  été  tenues  h)  matin,  afin  de  permettre  aux  con- 
gressistes de  prendre  part  aux  visites  industrielles  et  aux  excur- 
sions organisées  par  le  comité  local. 

La  section  des  sciences  mathématiques  (mathématiques,  méca- 
nique et  astronomie!  a  été  présidée  par  M.  Gh.  André,  directeur  de 
rObservatoire  de  Lyon.C^est  la  seuhi  (h)nt  il  y  ait  lieu  de  signaler 
les  travaux  dans  cetle  Revue.  Au  début  de  sa  jjremière  séance,  la 
section  a  nommé  présidents  d'honneur  MM.  les  prof.  Phksslaxd, 
d'Kdimbourg,  et  Fehh,  de  Genève. 

Voici  la  liste  des  communications  de  la  section  de  mathéma- 
tiques :  M.  Fehh  a  présenté,  au  nom  de  la  Rédaction  de  V Enseigne^ 
ment  mathématique,  le  questionnaire  de  l'Enquête  sur  la  méthode 
de  travail  des  mathématiciens,  puis  M.  Laisaxt  a  fait  quelques  re- 
marques au  sujet  de  cette  enquête  et  a  exprimé  le  vnni  que  les  ma- 
thématiciens voudront  bien  apporter  leur  concours  sous  forme  de 
réponses. 

M.  FoxTANKAu,  poursuivant  ses  travaux  sur  l'Hydrodynamique, 
a  examiné  les  préliminaires  de  r/ftjdrodi/namique  (Principes  et 
applications).  ^L  IL  (Chrétien  a  communiqué  deux  Notes,  l'une 
sur  les  distances  moyennes  dans  le  système  solaire,  l'autre  sur  un 
Abaque  des  corrections  de  l'hygromètre  enregistreur;  puis  il  a 
présenté  des  communications  diverses  au  nom  de  MM.  G.  Caron, 
G.  Bllm,  F.  Baldet,  M.  IIoxorat,  M.  Farmax,  Km.  Toicuet. 

M.  AxDRÉ,  président,  a  lu  une  intéressante  note  de  M.  Puiseix, 
sur  le  sol  lunaire,  puis  il  a  présenté  les  notes  de  MM.  Arxolx, 
.s7//-  les  espaces  arithmétiques  résolvants  ou  décomposants;  Le  Vas- 
SEIR,  énumération  des  groupes  continus  finis  ou  infifiis  de  Vespaoe 
à  trois  dimensions;  Aruic,  V''  Notes  sur  la  formation  du  système 
solaire;  2"  Sur  V existence  probable  d*un  anneau  autour  de  Saturne  ; 
Lebox,  sur  le  nombre  des  nombres  premiers  de  1  à  N. 

L'Enseignement  mathom.,  6»  ann«''e  ;  190'i.  2*^ 
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M.  le  commandant  Aidebraxd  a  exposé  ses  recherches  sur  un 
nous^eau  tachijnietre  enregistreur, 

M.  le  président  a  donné  ensuite  lecture  d'une  note  de  M.  Combe- 
BiAÇ  sur  le  choi\r  des  principes  pour  renseignement  de  la  Géométrie. 

M.  lé  j^énéral  Frolov,  continuant  son  étude  des  fondements  de 
la  Géométrie,  a  adressé  une  note  intitulée  Réflexions  sur  les  hypo- 
thèses non-euclidiennes. 

M.  Tahmy,  poursuivant  ses  recherches  sur  les  carrés  magiques,  a 
présenté  une  méthode  pour  construire  un  carré  aux  deux  premiers 
degrés  de  base  8  n,  n  étant  un  nombre  quelconque  autre  que  3. 

A  cAté  de  ces  communications  figurait  à  l'ordre  du  jour  une 
discussion  de  la  méthode  d'enseignement  de  la  Géométrie  de 
M.  Mkhay.  Nos  lecteurs  connaissent  les  principes  de  cette  mé- 
thode, qui  a  fait  Tobjet  de  plusieurs  articles*  et  qui  leur  a 
d'ailleurs  été  présentée  par  l'auteur  lui-même  dans  notre  numéro 
de  mars.  M.  C.  Bourlet*  a  d'abord  présenté,  avec  une  grande 
clarté  d'exposition,  les  lignes  caractéristiques  adoptées  par  le 
savant  mathématicien  de  Dijon.  11  a  examiné  la  méthode  au  point 
de  vue  scientifique,  en  insistant  sur  l'avantage  qu'il  y  a  d'intro- 
duire en  Géométrie  les  notions  de  déplacements  et  de  groupe  de 
déplacements. 

Puis  M.  Chevallier,  professeur  à  l'Kcole  normale  d'instituteurs 
de  Lyon,  a  présenté  d'intéressantes  remarques  basées  sur  son 
expérie^nce  j)ersonnelle.  Il  a  adopté  la  méthode  de  M.  Méray  depuis 
deux  ans  pour  son  enseignement  à  l'Kcole  normale  et  se  déclare 
très  satisfait  des  résultats  obtenus;  il  estime  que  ceux-ci  sont 
incontestablement  supérieurs  à  ceux  qu'il  obtenait  à  l'aide  de  la 
méthode  classique.  Nous  reproduisons  ci-après  quelques  extraits 
<ie  s«)n   intéressant  rapport: 

«  Les  élèves  remarquent  bien  vite  eux-mêmes  le  parti  mer- 
veilleux que  l'auteur  tire  des  vérités  fondamentales  du  début  ;  ils 
sont  frappés  par  la  simplicité,  la  brièveté  et  la  clarté  des  démons- 
trations ;  les  meilleurs,  ceux  qui  se  souviennent  des  diflicultés  de 
l'étude  du  o'"*"  livre,  se  montrent  particulièrement  enthousiastes 
du  nouvel  enseignement.  » 

«  Les  classes  de  géométrie  sont  animées  et  vivantes,  car 

les  élèves  demandent  de  bonne  heure  à  intervenir  dans  les  dé- 
monstrations     «   Toute   la  classe  est    visiblement  intéressée; 

point  de  ces  figures  mornes,  indifférentes,  ennuyées;  mais  des 
physionomies  animées,  annonçant  l'activité  intellectuelle  et  véri- 
tablement illuminées,  l'effort  accompli,  par  le  plaisir  de  la  décou- 
verte. La  notion  de  mouvement  que  M.  Méray  introduit  dès  le 
début  plaît  infiniment » 


*  l/F.ns.  Math.,  3«  annoe,  1901,  p.  98-105  :  5»  année.  1903,  p.  441-446. 

■  Consulter  son  analyse  dos  youi'catix  Eléments  de  (géométrie  de  Mcray,  dans  les  SouveUes 
Annales,  niim«-ro  de  mai  1904,  p.  211-219. 
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M.  Méray  donne  à  son  tour  quelques  explications.  11  ressort  de 
ces  exposés  et  de  la  discussion  qui  les  a  suivis,  que  la  méthode  de 
Méray  constitue  un  réel  progrès  dans  renseignement  de  la  Géo- 
métrie. Sur  la  proposition  de  M.  Bourlet,  la  Section  soumet  à 
l'approbation  du  Congrès  un  vœu,  à  l'adresse  du  ministre  de 
rinstruction  publique, pour  Tinviter à  encourager:  l^^Tîntroduction 
<le  la  méthode  de  M.  Méray  dans  l'enseignement  de  la  Géométrie  ; 
2^  l'élaboration  d'après  cette  méthode  de  manuels  gradués  à 
l'usage  des  divers  degrés  de  l'enseignement  secondaire.  Dans  sa 
séance  plénière  le  Congrès  a  adopté  cette  proposition. 

Le  prochain  congrès  aura  lieu  à  Cherbourg. 

I.e  nouveau  bureau  de  l'Association  a  été  constitué  comme  suit: 
M.  GiARD,  président:  M.  I^iffmanx,  vice-président;  M.  G.  Saugraix, 
secrétaire;  M.  C.  Bourlet,  vice-secrétaire  ;  M.  Galante,  trésorier. 


Association  britannique  pour  Tavancement  des  sciences  ; 
Congrès  de  Cambridge,  1904. 

La  British  Association  for  ihe  ad{>anceinent  of  science  a  tenu  sa 
TA*"  réunion  annuelle  à  Cambridge,  du  17  au  24  août  1904.  La  .ver- 
tion  des  sciences  mathématiques  et  physiques  avait  pour  président 
M.  Hor.  Lamb  ;  elle  comprenait  plusieurs  sous-sections.  Les  séan- 
ces spécialement  consacrées  aux  mathématiques  étaient  présidées 
par  M.  A.R.  Forsyth.  Un  grand  nombre  de  travaux  y  ont  été  pré- 
sentés; nous  devons  nous  borner  à  en  donner  simplement  la  liste. 
i.  Prof.  F.  MoRLEY  :  A  fragment  of  Klementary  Mathematics. 

2.  Prof.  F.  MoRLEY  :  Geometry  of  the  Complex  Variable. 

3.  A.  N.  Whitehead  :  Peano's  Symbolic  Method. 

4.  Major   P.  A.  Mac    Mahon  :  The  Theory  of  Linear   Partial 

Differential  Equations. 

5.  Prof.  T.  J.  l'a  Bromwich  :   The  roots  of  tlie  characteristic 

Kquation  of  a  Linear  Substitution. 
<).  G.  II.  Hardy  :  The  Zéros  of  Taylor's  Séries. 

7.  Prof.   P.  Maxsiox    :    Trigonométrie  pratique  déduite   d'un 

lemme  d'Archimède  sur  la  trisection  de  l'angle. 

8.  Lt.-Col.  A.  Cl'xxix(;ham  :  Binary  Canon  l'extension. 

0.  Dr  K.  \V.  HoBsox  :  On  the  Theory  of  Transfinite  \umbers. 

10.  Report  of  the  Theory  of  Point  Groups. 

11.  Harold  IÏiltox  :  Notes  on  Plane  (]urves. 

12.  Prof.  Sir  R.  Ball  :  Note  on  a  spécial  homographie  transfor- 

mation of  Screw  Systems. 

13.  Prof.  A.  R.  Forsyth  :  Note  on  the  Theory  of  Continuons 

Groups. 
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14.  Prof.  F.  Meykr  (Koenigsber^)  :  Tlic  Aims  of  Gcomeiry. 

15.  Prof.  V.  ^'oLTERKA  fRomo!  :  The  Theory  of  Vibrations. 

l(i.  \V.  M'  F.  Orr  :  The  Slabilily  of  ihe  Steady  Motion  of  a 
Viscoiis  Fluid. 

17.  l^rof.  F.  Y.  Edgeworth  :  The  l.aw  of  Error. 

18.  Prof.  A.  (].  Dixox  :  Note  on  the  Schwarzian  Derivative. 

19.  Hev.  K.  \V.  Bar  NES  :  Sonie  observations  on  linear  difierence 

équations. 

20.  /.  U.  Ahmad  :  On  the  use  ofdivergent  séries  in  Aslrononiy. 

A  sit^naler,  dans  la  section  des  sciences  de  Vcducationy  la  com- 
munication de  M.  le  lient. -col.  (î.  Mackinlay,  intitulée  lieai/slir 
Arithmefic, 


Société  physico-mathématique  de  Kazan.  —  Prix  Lobatchelsky  1903. 

Dans  sa  séance  solennelle  du  27  février  lî)04  la  Société  physico- 
mathématique  de  Kazan  a  décerné  les  récompenses  suivantes: 

Priv:  à  M.  1).  niLBERT,de  Gottinjjue,  pour  son  livre  «  Die  Grund- 
lagen  der  Géométrie  »,  et  Fensemble  de  ses  recherches  sur  les 
principes  fondamentaux  de  la  Géométrie.  —  Raj)porteur:  M.  Poix- 
car  k   Paris;. 

Mentions  honorables:  r*à  M.  P.  BARBARix,de  Bordeaux,  pour  ses 
nombreuses  et  orig^inales  découvertes  en  Géométrie  non-eucli- 
dienne. —  Rapporteur:  M.  Maxsiox  (Gand). 

2'*  à  M.K.Lemoixe,  de  Paris,  pour  ses  travaux  fondamentaux  sur 
la  Géoniétrographie  et  sur  la  Géométrie  du  triauirle.  —  Rappor- 
teur :  M.  Laisaxt   Paris). 

W'  h  M.  PiERi,  de  Catane,  pour  ses  mémoires  sur  les  principes  de 
la  géométrie.  —  Rapporteur:  M.  Peaxo  'Turin). 

ti,  à  M.  Study,  de  (ireifswald,  pour  ses  travaux  sur  la  (léométrie 
non-euclidienne  et  la  Géométrie  des  dijnames,  —  Rapporteur: 
M.  Seiligkr   Kazan). 

La  Société  a  en  outre  attribué  la  médaille  d'or  de  Lobatchefsky 
à  M.  Poincaré  et  confcM'é  le  titre  de  membres  honoraires  à 
MM.  Mansion,  Laisant  et  Peano. 


Association  allemande  pour  Favancement  de  renseignement  des 
sciences  mathématiques  et  naturelles  ;  thèses  de  M.  Natb. 

Nous  avons  signalé,  dans  notre  dernier  numéro,  les  travaux  rela- 
tifs à  renseignement  des  mathématiques,  qui  ont  été  présentés  à 
la  13*'  réunion  annuelle  de  cette  association,  au  mois  de  mai  der- 
nier, à  Halle.  M.  Natu  ,\ordhauseii)  v  a  fait  une  conférence  sur  lu 
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valeur  éducative  des  ma  thé  ma  tiques  dans  renseignement  secondaire 
jtupérieur,  Kllc»  so  trouve  résumée  dans  les  thèses  suivantes  : 

i.  L'unii>ersité  donne  à  l'éducation  et  à  la  formation  des  jeunes 
jrens  une  hase  scientifique;  V école  professionnelle  leur  permet 
d'acquérir  les  connaissances  et  les  aptitudes  indispensahles  pour 
atrir  dans  le  domaine  de  la  vie  pi.atique  ;  renseignement  secondaire 
présente  ^un  cercle  d'études  nécessaire  pour  comprendre  la  vie 
intellectuelle;  son  hut  est  tout  à  la  fois  de  développer  et  de  former 
Tesprit  des  élèves. 

2.  Les  mathématiques,  qui  sont  une  partie  du  programme  de 
renseignement  secondaire,  ont,  dans  ce  programme,  le  rAle  sui- 
vant : 

en  ce  qui  concerne  le  fond:  elles  emhrassent  un  domaine  dont 
les  limites  sont  différentes  suivant  les  études  particulières  et  elles 
rendent  les  élèves  capahles  de  faire  valoir  par  leur  activité  propre 
les  connaissances  qu'ils  ont  acquises  ; 

en  ce  qui  concerne  la  forme:  elles  prennent  part  à  la  formation 
générale  de  l'esprit  des  élèves,  développant  leurs  sens,  leur  intel- 
ligence, leurs  idées  morales  et  esthétiques,  et  ceci  d'une  fa<;on 
toute  spéciale  aux  mathématiques  et  qu'aucune  autre  hranche 
d'études  ne  peut  procurer. 

'^.  Dans  l'enseignement  classique  il  faut  restreindre  les  sciences 
aux  éléments,  sans  cependant  négliger  de  donner  des  idées  géné- 
rales et  des  aperçus  qui  vont  au  delà;  dans  l'enseignement  moderne 
les  principes  du  Calcul  infinitésimal  doivent  être  enseignés. 

4.  Restreindre  les  éludes  aux  choses  les  plus  importantes,  les 
plus  indispensahles,  mais  en  même  temps  avoir  des  connaissances 
certaines  et  claires;  voilà  le  premier  résultat  à  ohtenir;lc  second, 
i^'est  de  fournir  à  l'élève  la  possihilité  d'utiliser  d'une  façon  aussi 
hahile  et  aussi  originale  que  possihle  les  connaissances  (pfil  a  ac- 
quises. Le  champ  d'expériences  lui  est  donné  d'ahord  par  les  mathé- 
matiques elles-mêmes,  puis  parles  sciences  naturelles,  notamment 
par  la  physique,  ensuite  par  les  circonstances  de  la  vie,  en  tant 
qu'il  n'est  pas  besoin  d'explications  spéciales  préparatoires. 

5.  Les  mathématiques  concourent  au  développement  général  de 
l'esprit  : 

aj  en  donnant  aux  élèves,  par  des  exercices  continuels,  une  idée 
exacte  de  l'espace. 

bi  en  leur  fournissant  une  grande  sûreté  et  une  grande  habileté 
dans  les  opérations  de  l'esprit,  tout  au  moins  dans  le  domaine  des 
mathématiques  elles-mêmes. 

ci  en  éveillant  chez  eux  le  goût  des  considérations  scientifiques. 

^y  en  excitant  en  eux  le  sentiment  des  idées  morales  et  esthétiques. 


CORRESPONDANCE 


A  propos  d'un  théorème  sur  le  triangle. 

Le  théorème  de  M.  Kariya  publié  dans  noire  numéro  de  mars,  qui  nous  a 
déjà  valu  d'intéressantes  remarques  publiées  en  mai,  vient  de  nous  en 
procurer  encore  d'autres  que  nous  publions  ci-après,  du  moins  quant  à 
ce  qu'elles  contiennent  de  nouveau. 

IV.  —    M.    Pierre   Falhe   (Paris;    d'une   part,    et   M.    Holssais 
(Roanne)  d'à  litre  part,  nous  envoient  une  démonstration  analogue 


.\ 
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il  celle  de  MM.  Cantoni  et  Denioulin,  publiée  pajçe  23(5,  mais  ils 
étudient  de  plus  la  conique  Y  qu'ils  montrent  être  une  hyperbole 
équilatère,  résultat  signalé  aussi  par  M.  Cantoni.  M.  Faure  ajoute 
une  construction  de  cette  courbe  que  nous  reproduisons.  Pour  les 
notations,  on  comparera  la  nouvelle  fij^ure  avec  celle  de  la 
page  23(>. 

Cherchons  la  direction  des  asymptotes  de  cette  conique  Y  ; 
pour  cela,  traçons  un  cercle  passant  par  A,,  par  exemple  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  A,  A,  A3,  et  menons  par  A^  des  parallèles  à 
trois  couples  de  rayons  homologues  des  faisceaux  ■  A,  m^)  et 
'A3  nigl  ;  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  de  sommet  A^  ainsi 
formés,  seront  parallèles  aux  asymptotes  cherchées. 

Choisissons  pour  déterminer  les  deux  faisceaux,  les  trois  cou- 
ples suivants  : 

A,  Aj  et  son  homologue  A,  A3  ; 

Aj  bj  et  Aj  bg  parallèles  aux  bissectrices  intérieures  du  triangle 
en  A3  et  A3  ; 

A,  C2  et  A^  C3  parallèles  aux  hauteurs  du  triangle  relatives  aux 
sommets  \^  et  A3. 

Pour  obtenir  les  rayons  doubles,  il  suffit  de  joindre  le  point  A^ 
aux  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  qui  joint  les 
points  de  concours  de  A,  b,  avec  A3  b,  et  de  Aj  Cg  avec  A,  c^. 

Les  angles  C3  A^  A,  et  Cj  A^  A3  étant  droits  par  construction,  les 
droites  Aj  C3  et  A3  Cj  se  coupent  au  centre  du  cercle,  et  la  droite 
qui  détermine  les  rayons  doubles  passe  aussi  par  ce  centre.  Donc, 
les  parallèles  aux  asymptotes  sont  rectangulaires  entre  elles  ;  par 
suite,  la  conique,  lieu  du  ''point  de  Kariya ''  est  une  hyperbole 
équilatère  passant  par  les  points  A,  Aj  A3  O. 

Il  est  facile  de  construire  le  centre  de  cette  hyperbole  :  c'est  le 
point  commun  aux  quatre  cerches  des  neuf  points  qui  correspon- 
dent aux  quatre  triangles  formés  par  les  points  A,  A3A3  O  pris 
trois  il  trois. 

P.  Faurk    Paris  . 

V.  —  M.  G.  Fraxke  nous  écrit  : 

M.  E.  Jahnke  a  bien  voulu  fixer  mon  attention  sur  la  note  que 
M.  Kariya  a  publiée  dans  V Enseignement  mathématique. 

En  l'étudiant,  j'ai  trouvé  d'abord  qu'on  peut  remplacer  sans 
aucune  difficulté  dans  le  calcul  du  mathématicien  japonais  le 
centre  du  cercle  inscrit  par  les  centres  des  cercles  ex-inscrits* 
pour  trouver  trois  autres  points  de  Kariya. 

Ces  recherches  m'ont  fait  établir  un  nouveau  point  remarquable 
du  triangle. 

Tandis  que  le  point  de  M.  Kariya  est  lié  au  centre  du  cercle 


*  Cette   remttr(|iie  relative  aux  r«»rele9  ex-inscrit»   nous  a  été  également  signalée  par  M. 

HOL'HSAIS. 


408 


COUHESPONDANCE 


inscrit,  j'ai  obtenu  le  nouveau  point  en  partant  du  cercle  circons- 
crit, et  ce  qui  me  paraît  intéressant,  c'est  que  ce  point  est  situé 
sur  la  droite  d'Kuler. 

Soit  M  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  trianjçle  A^  A^  A^, 
soient  MD^,  MDj,  MD^  les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  les 
côtés  de  ce  trian^rle.  Prenons  sur  ces  droites  trois  points  M^,  M^,  M, 
tels  que 

^  MMa  __  MM,  _  MM»  __  m 

^  ^  Ml),   ~~   MDT  ~"  MD^  ~~  ~n  ' 

Je  vais  démontrer  que  les  trois  transversales  A^  M^,  A,  M,  et 
A3M3  se  coupent  en  un  point  P  situé  sur  la  droite  d'Euler. 

En  efFet,  supposons  d'abord  que  les  trois  transversales  ne  cou- 
pent pas  IIM  en  un  seul  point  P,   mais  en  trois  points  P,,  P^,  P3. 

On  aurait 


(2)  iTTF  = 


Pi  M  _  MM, 
PiH  ~  A,H 

F, M  _  MM, 
P.H  ""A, M 

P,M  _  MM, 
P,  Il  ~"  A,  H 


D'autre  part,  d'après  un  théorème  élémentaire,  on  sait  que 

A,  H  =  2MD,  ;  A,H  =  2MD,  ;  A3n  =  2X11)3. 

En  combinant  avec  (Ij  on  trouve 

MM,  _  MM,  _  MM, 
ÂTH  ~  A,H  ~  ÂJî  ' 

C'est  pourquoi  il  suit  de  (2i 

P^  _  P^  _  P^ 
P,H  ""  P,H  ■"  P,ll  • 


Aussi  les  trois  points  P,,  P^,  P3  tombent-ils  en  un  seul  point  P. 
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On  voit  immédiatement  que  le  point  P  est  situé  sur  l<i  droite 
\VS\  dételle  sorte  que 

PM  _  MMt  _    MMt  _   m 
PH  """  AiH  "~  2MI)i~"  tn  ' 

Donc,  le  lieu  géométrique  du  point  P,  m,  n  étant  variables,  est 
la  droite  d'Kuler,  et  le  point  P  divise  le  segment  d'Euler  joignant 
le  centre  M  du  cercle  circonscrit  avec  Torthocentre  II,  dans  le 
rapport  /;/   :  2n. 

G.  FiiAXKE  I Berlin  . 

VI.  —  D'autre  part  M.  (Iantoxi  nous  écrit  : 
Permettez-moi  d'ajouter  encore  un  mot  relatif  au  théorème  de 
M.Kariya.  D'après  M.  Bakbaiun  [Enseign,  math,,  p.  232,  le  théo- 


Fig.  3. 

rème  en  question  n'est  pas  nouveau,  mais  a  déjà  été  énoncé  au 
Congrès  de  Clarthage.  Toutefois  il  existe  \\\\g  différence  entre 
les  propositions  énoncées  par  M.  Barharin  et  celle  de  M.  Kariya. 
En  effet,  j'observe  que  cette  dernière  proposition  peut  être  regardée 
comme  un  cas  particulier  d'une  proposition  plus  générale  n'ayant 
pas  de  lien  étroit  avec  celles  de  M.  Barbarin. 

Soit  ïï,  un  point  quelconque  du  plan  du  triangle  ABC  ;  je  joins 
H  aux  trois  sommets  A,  B,  C,  et  je  fais  HP  =  HB,  IIR  i=  HA.  Je 
mène  PQ  parallèle  à  AC  et  RS  parallèle  à  CB.  Soit  O  le  point  de 
rencontre  des  deux  di-oites  menées  par  A  et  par  B  et  respective- 
ment parallèles  à  QH  et  SH.  Si  par  O,  je  mène  les  droites  OX,  OY, 
O/  respectivement  parallèles  à  HA,  HB,  HCct  si  je  prends  sur  ces 
droites  les  points  D,  K,  F  également  distants  de  O,  les  trois  droites 
AD,  BK  et  CF  concourent  en  un  même  point. 


410  CORRESPONDANCE 

La  démoiistratioii  est  identique  à  celle  indiquée  dans  le  cas 
particulier  où  H  est  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle. 

Il  est  évident  que  dans  ce  cas  général,  les  droites  AF  et  AE,  BD 
et  BF,  CE  et  CD  ne  serontpas  des  couples  de  droites  isogonales. 

K.  Canton I  (  Viadana,  Mantova  . 


VIL  —  M.  Cantom,  ayant  reçu  les  épreuves  de  ce  qui  précède, 
en  a  tiré  encore  quelques  réflexions  que  nous  résumons  comme 
suit  : 

a}  Relativement  à  la  note  de  M.  Faure,  on  peut  observer  que  la 
direction  des  asymptotes  de  Thyperbole  F  peut  s'obtenir  encore 
plus  simplement.  Soit  O  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle 

Aj  AgA, ,  M  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit, et  tirons  par  O  et  M  un 
diamètre  PQ. 

Prenons  maintenant  sur  le  cercle 
circonscrit  des  arcs 

AïP'iizA,P  ,       AsQ'izz  AtQ  , 

AjP'  et  A,Q'  sont  les  directions 
cherchées. 

L'hyperbole  Y  est  une  transfor- 
mée arguésienne  du  diamètre  PQ. 
h)  Quant   au    théorème    de    M. 
Franke,  il   peut  se   démontrer  de 
Fig-  4-  même  que  celui  de  M.  Kariya.  Re- 

prenons la  figure  accompagnant 
le  texte  de  M.  Franke  et  les  notations  de  celui-ci.  Quand  le  rap- 
port m  :  n  varie  sur  les  droites  MD^ ,  MD3  ,  les  droites  tirées  de 
Ag  et  A3  aux  points  M^  et  M3  engendrent  des  faisceaux  projectifs. 
Le  lieu  des  points  tels  que  P  est  alors  en  général  une  conique 
qui,  bien  entendu,  peut  dégénérer.  Or,  ici  nous  connaissons  ma- 
nifestement trois  points  du  lieu,  car  le  centre  M  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle,  le  barycentre  et  Torthocentre  de  ce  dernier 
correspondent  respectivement  aux  valeurs  0,  »,  1  du  rapport 
m  :  n  .  D'après  le  théorème  d'Euler,  ces  trois  points  sont  sur  une 
même  droite  qui  est  le  lieu  déterminé  finalement  par  M.  Franke. 
Kt  encore  toutes  ces  considérations  peuvent-elles  rentrer  dans 
quelque  chose  de  plus  général. 

Considérons  le  triangle  A^AgAg,  les  médianes  dont  les  pieds 
seront  D^DgDg.  Les  triangles  A^  A, A3 ,  D^DjDg  ont  même  bary- 
centre G.  Prenons  un  point  quelconque  II  dans  AjAgAg  et  tirons 
HG,  qui  coupe  AjAg  en  P  et  D3D3  en  Q.  Menons  par  DjD^Dg  des 
droites  respectivement  parallèles  à  A, H,  A^H,  AgH  ;  elles  se  cou- 
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peut  en  un  point  M  disposé  dans  DjDjDg  comme  II  dans  A^A^Ag, 
si  bien  que  II,  G,  M  sont  évidemment  en  ligne  droite.  Si  mainte- 
nant Ton  prend  des  points  M^ ,  M,,  Mg  (non  marqués  sur  la  fi- 
gure} respectivement  sur  \ID^ ,  MD, ,  MD3 ,  de  telle  sorte  que 


M  Ml 
1)1  Ml 


MMt 
D2M'; 


M  Ms 
DjM, 


Fig.  5. 


les   trois   transversales  A,Mj,   AjM.^,    A3M3  auront  toujours  un 
point  de  concours  situé  sur  IIGM. 

Si  H  devient  Torthocenlre,  M  devient  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit. 

E.  Caxtoxi   Viadana,  Mantova). 
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des  Baumes  mil  besonderer  BerûeksiehtiîJ^ung  der  Flachen  2.  0,2. 

—  Gras.maxx:  rebjrn.zurdarsl.  Geom.,  1.  Slreekenreehnunjr  und 
deren  AnMendunjr  auf  die  Flaehenlheorie,  3.  Darst.  Geom.,  2.  — 
HucHHOLz:  Das  meehanisehe  Polential  und  die  Klemente  der 
hôheren  GeodSsie,  2.  —  Berxsteix:  Partielle  DiiFerentiali^d.,  Hy- 
drostatik  und  llydrodynamik,  4.  l'eb^n.  l. 

Heidelberg; Dniversitât  vom  17.  Oki.an  .  —  KoxicsBERfiERillohere 
Algebra,  4.  Théorie  der  Dilï*erential{^deiehuntren,  2.  Varialions- 
reehnung,  1.  Zahlenlheorie,  1.  l>b«(n.,  2.  —  Vai.extixer  :  Bahn- 
bestimmun<ron  von  Komelen  und  Planeten,  3.  —  Wolf:  .Astrono- 
mie, 2.  —  M.  (^\xTOR  :  Dilï'.-  und  Integralreehnunj;:,  4.  l'ebirn.,  1. 
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Politischo  Arithmetik,  2.  —  Poekels:  Théorie  der  Wârme,  3. 
Uebgn.,  1.  Eiiif.  in  die  Klektrotechiiik,  1.  —  Eisenlohr:  Theore- 
tisciie  Optik,  4.  DiiV.-  und  lulegralrechnuiig,  5.  Potential,  2.  — 
KoELLER  :  Syiithetische  Geoni.  des  Raumes,  3.  —  Laxdsberc;  :  Dar- 
stellende  Geom.,  4.  Kiiil.  in  die  htihere  Analysis,  4.  —  Bohm  : 
Tlieorie  der  elliptischen  Funktionen  mit  Einfuhriing  in  die  ziini 
Verstancinis  erforderlichen  Teile  der  allgenieînen  Funktionen- 
theorie,  3  —  4.  Khene  und  sphaHsche  Trigonométrie,  1  —  2.  — 
R.  H.  Weber  :  Goometrische  Optik  mit  besonderer  Berùcksîchti- 
gung  dos  Mikroskops,  1.  —  Kalahxe  :  Die  partiellen  Differrntial- 
gleichungen  in  der  mathematisclien  Physik,  1. 

Jena;  Dniversitât  17.  Okt.  1904;  18.  Marz  1905  .  —  Thomae  :  Be- 
stimmte  Intégrale,  4.  Differential-Geometrie,  4.  Math.  Seni.,  2.  — 
Gutzmer  :  Integraireehnung  mit  Tebgn.,  5.  Variationsrechnung,  4. 
Math.  Kolioquium,  2.  —  Fre(;e:  Analyt.  Geom.  des  Raunies,  4. 
Begriirsschrift,  1.  —  Auerbach  ;  Thermodynamik,  3.  Grundzûge 
der  geom.  Optik,  iVi-  —  Kxopf:  Bestimmung  der  Bahnen  der 
Planeten  und  Kometon,  3.  Interpolalionsrechnung  und  mechani- 
sche  Quadratur,  2.  —  Rau  :  Teclmische  Mechanik,  4.  Kinf.  in  die 
Wechselstromleclmik,  2.  Graphische  Lebgn..  2. 

Kiel;  Dniversitât  vom  10.  Okt.  an\  —  Seelic,  :  Finanzwissen- 
sehaft,  4.  —  Pochiiammer  :  Fini,  in  die  Za  h  le  ni  hep  rie,  3.  Funk- 
tionentheorie,  3.  Uebgn.,  1.  —  Weber  :  Fini,  in  die  theoretisohe 
Physik,  4.  Physikal.  Masseinheiten,  1.  —  Marzer  :  Die  allgem. 
StOrungen  Weinerer  Planeten  nach  Hansens  Méthode,  3.  Diffe- 
renzreehnung,  1.  —  Stackel  ;  Integraireehnung,  3.  Differential- 
geometrie  krummer  Flachen,  3.  l'ebgn.,  l*/^.  —  Kobold  :  Die  Figur 
d.  Frde,  2.  Geodât.  Uebgn.,  2.  —  NVeixxolut:  Darstellende  Géo- 
métrie, 4.  —  Grossmaxx  :  Théorie  der  astron.  Refraktion,  2.  Ge- 
schichte  und  Besehreibung  astron.  Instrumente,  1.  —  Stromgrex: 
Ausgew.  Kap.  a.  d.  Théorie  der  Bewegungen  der  IlimmelskOrper,  2, 

Leipzig;  Dniversitât. —  Nelmaxx  :  Théorie  der  Potential-  und  der 
Kugelfunktionen,  4.  Math.  Sem.,  1.  —  Bruxs:  Sphârische  Astro- 
nomie, 2.  Seminar  fur  wissen.schaftliehes  Reehnen,  2.  Praktische 
Uebgn.  in  der  Sternwarte  mil  Prof.  Peter.  —  A.  Mayer  :  Varia- 
tionsrechnung,  5.  Uebgn.  1.  —  O.  IIolder  :  Mechanik,  4.  Zahlen- 
theorie,  2.  Matii.  Sem.,  1.  —  des  Coi'dres  :  Optik  {Klektromagne- 
tisehe  Liehttheorie,  4.  Thermodynamik  der  Strahlung,  1.  Prakt. 
Arbeiten  aile  Tage.  Kollo((uium  imit  Prof.  \^'^EXERi,  2.  —  Lieb- 
MAXX  :  Analyt.  Geom.  des  Raunies,  2.  Determinanten,  2.  Uebgn. z. 
analyt.  Geom.  des  Raumes,  1.  —  Dahms  :  Théorie  der  Wârme,  J. 

Marburg;  Dniversitât  ilô.  Okt.  1904;  15.  April  1905  .  —  Hexsel: 
Théorie  der  elliptischen  Funktionen,  4.  Algebraîsche  Gleichungen, 
3.  Xichteuklidische  Géométrie,  1.  Math.  Sem.,  2.  —  Feussxer  : 
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Theorelische  Physik,  Lehre  von  der  Warme,  4.  Phys.  Kolloquium, 
2.  Phys.  Praktikum,  tâgl.  —  v.  Dalwigk:  Aiialyt.  Geom.  des 
Raumes,  4.  Darst.  Gcom.,  tâ^lich.  —  Juxg:  Allf^emeine  Kurven- 
und  Flacheiitheorîe,  4.  —  Schllze:  Hydrodynamik  iiiul  Akustik, 
2.  Anleiluiigxuni  Berechnen  einfaohor  physikalischer  Aufgîibon,  1. 

Munster  i.W.;  Dniversitàt  ivom  15.  Okt.  1904;  15.  April  1905.— 
KiLLixG  :  Analyt.  (ieom.,  2.  Klliptische  Funktionen,  3.  Uebgii.,  1. 
vox  Lilienthal:  Analyt.  Mechanik,  3.  Differentialgleichungen,  4. 
Math.  Oberseminar,  1.  —  Dr.  Dehx  :  Darst.  Geom.,  2.  Diiï'.-  und 
Integralreohniing,  4.  Ucbgn.  1.  —  Plassmaxx  :  Popultire  Astr. 
Bahnbestiinmung  bei  Planeten  und  Komelen.  Uebgn. 

Rostock;  Dniversitàt  vom  21.  Okt.).  —  Staude  :  DifFerential-  und 
Integrah'echnung,  4.  Anwendung  der  Differentialreclinung  auf 
Géométrie,  4.  Math.  Seminar,  2.  —  Wachsmith  :  Mechanische 
Warmetheorie,  3.  Einf.  in  das  phys.  Praktikum,  2.  Uebgn.  liig- 
lich. 

Stuttgart;  Technische  Hochschule  ivom  7.  Okt.  an  .  ~  Bket- 
schxeider  :  Niedere  Mathematik.  —  Hohexxer  :  Trigonométrie. 
Katasterniessungen.  Markscheidekunst.  —  Stibler:  Niedere  Ana- 
lysis.  —  WoLFFixc  :  Hohere  Algebra.  Diff.-und  Integralrechnung. 

—  Reuschle:  Kurvendiskussion.  Analyt.  Géométrie.  —  Mehmke  : 
Darst.  Géométrie.  Vcktorcn  und  Punktrcchnung.  Math.  Seminar. 

—  RoTH  :  Schattenkonstruktionen  und  Beleuchtungskunde.  — 
lloHEXNKR  und  Iïeer;  Plan-  und  Gelândezeichnen.  —  Hammer  : 
Praktische  Géométrie.  Ausgleichungsrechnung.  Kartenprojek- 
lionen.  Astronomischc  Zeit-  und  direkte  geographisclie  Ortsbe- 
stimmung.  —  v.  Altexrieth:  Technische  Siechanik. 

Tùbingen  ;  Universitàt  (vom  17.  Okt.  1904;  14.  Marz  1905.  ~ 
V.  Brill:  Kinf.  in  die  hohere  Mathematik,  4.  Ueber  nicht  starre 
Système  und  die  Mechanik  von  Hertz,  3.  Uebgn.,  2.  —  Stahl  : 
Hohere  Algebra,  2.  Anwendgn.  der  Funktionenlheorie,  3.  Uel)gn. 
îm  math.  Sem.,  2.  —  Waitz  :  Théorie  der  Klektrizitiit  und  des 
Magnetismus,  3.  Uebgn.,  2.  Météorologie,  1.  —  Mairer  :  llohere 
Analysis,  3.  Uebgn.,  2.  Potentialtheorie,  2.  —  Gans:  Partielle 
Dinerentialgleichungen  der  mathematischen  Physik,  2. 

Wûrzburg;  Universitàt.  —  Prym  :  Th.  der  Funktionen  einer  kom- 
plexen  Verandcrlichen,  4.  Einf.  in  die  Zahlenlheorie,  2.  Seminar 
;Funktionentheorie),  2.  —  [.ellixc,  :  Dilf.-  u.  Integralrechnung,  4. 
Th.  der  Planetenbewegung,  3.  Beschreibende  Astronomie,  1.  — 
Rost:  Darst.  Geom.  f.  4.  Anal.  Mechanik  ï,  4.  Algebra,  4.  Pro- 
seminar:  Kinf.  in  die  analyt.  Geom.  der  Kbene.  Klem.  der  Deter- 
minantentheorie.  Uebgn.  in  der  darst.  Géométrie. 
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ÉTATS-UNIS  D'AMÉRIQUE 

Johns  Hopkins  Dniversity.  (Baltimore,  Maryland).  ~  By  Pro- 
i'ossor  F.  MoRLEY  :  lli^her  geonietry,  two  hours  ;  Theory  <if* 
croups,  first  scmestcr,  two  hours;  Vcctor  analysis,  second  se- 
inester,  two  hours  ;  Classic  authors,  one  hour.  —  By  Dr.  A.  Cohen  : 
Elementary  theory  of  functioiis,  two  hours;  Ordinary  diiTercntial 
équations,  two  hours;  Kational  mechanics,  fîrst  semcster,  two 
hours;  Calcuhis  of  variations,  second  semester,  two  hours.  —  By 
Dr.  A.  B.  (iioBBLE  ;  Theory  of  invariants,  two  hours.  —  By  Dr.  F. 
Franklin  :  Theory  of  probability,  second  semester,  two  hours. 

FRANCE 

Paris;  Faculté  des  sciences.  (Cours  du  T''  semestre;  à  partir  dw 

1  novembre  1004.)  —  G.  Darroux  :  Principes  généraux  de  la  géo- 
métrie infinitésimahî.  |2  hnjons  par  semaine).  —  Goursat  ;  Opéra- 
tions du  cah'ul  diflerentiel  et  intégral.  Applications  géométriques, 
,2  leçons).  — P.  Painlevé  :  Lois  générales  de  Féquilibreetdu  mou- 
vement. (2  leçons;  programme  du  certificat  de  mécanique  ration- 
nelle). —  P.  At»PELL  :  Kléments  de  mathématiques  préparatoires  à 
Tétude  de  la  mécanique  et  des  sciences  pliysicpies.  ;3  leçons.  — 
II.  PoiNCARÉ  :  Astronomie  mathématique  et  mécanique  céleste; 
Détermination  des  orbites.  ^2  leçons).  —  Boussinesq  :  Théo- 
rie do  lElasticité.  (2  leçons).  —  G.  Kœnigs  :  Cinématique  géné- 
rale; mécanismes  et  machines.  ,2  leçons).  —  Andoyer  :  Astronomie 
physique.  —  P.  Pliseux,  professeur  adjoint  :   Physi(jue  céleste. 

2  bacons).  —  Rafkv,  professeur  adjoint  :  (Conférences  de  géomé- 
trie supérieure.  —  J.  IIadamaru,  })rofesseur  adjoint  :  (Conférences 
de  calcul  différentiel  et  intégral.  2  conférences i.  —  P.  PtisKix. 
])rofesseur  adjoint  :  (Conférences  sur  le  programme  du  Certificat 
de  mécanique  rationnelle.  (1  leçon].  —  Blutel  :  (Conférence  pré- 
paratoire à  l'agrégation  des  sciences  mathématiques  il  conférence  . 
—  Servant,  chef  de  travaux  pratiques  :  Mécanicjue  physi<pie  et 
expérimentale.  ;i  conférence). 

ILES-RRITANNIQUES 

Cambridge;  University.  —  Lectures  proposed  by  the  spécial 
Board  for  Mathematics  ;  in  three  ternis  :  I,  the  Michaelmas  Terni 
begin  oct.  13;  11,  the  Lent  Terni,  January  10;  111,  the  Easter  Terni, 
April  24. 

Prof.  Forsyth  :  Continuons  Groups  (1,  3  h.);  DifTerential  Geo- 
nietry ill  et  IIL  3  h.;.  —  Prof.  Darwin  :  Figure  of  the  Earth  and 
Precession  il,  3  h.);  Dynamical  Astronomy  /elementary)  lU,  3  h.'. 
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—  Prof.  Sir  R.  S.  Ball  :  Planetary  Theory  ï,  3  h.).  Theory  of 
Honio^raphio  Transformation  (II,  3.  hJ.  —  Prof.  Ladmor  :  Klec- 
tricily  and  Magnelism  (I,  3  h.l  ;  Math.  Physics  ;I,  3  h.);  Klectrody- 
natnics  with  optical  applications  lïl,  3.  h.);  Kleni.  Math.  Physics 
ill,  3h.i;  Theory  of  (iases  and  Thermodynamics  111,  3.  h.i. — 
M.  HiNKs  :  Démonstrations  in  Pract.  Astronomy.  (1  et  lli;  Prac- 
lical  work  Observatory)  \\  et  lli.  —  Prof.  Tiiomsox  :  Properties 
of  Matter  1,  3  h.)  ;  Klectricity  and  Matter  ^1,  2  h.,  ;  Klectricily  and 
maj^netism  dl  et  lll,  31  ;  Discharge  of  Electr.  through  Gases  (II,  2). 

—  Prof.  lIopKiNsoN  :  Applied  Mathcniatics  il  et  II,  2  h.;;  Electricity 
I  et  II,  21.  —  M.  .l.-B.  Péage  :  Theory  of  Structures  ;I  et  II,  3  h.). 

—  M-^  C.  G.  Lamb  :  Applied  Electricity,  Cours  11  I,  11  et  111,  2  h.)  ; 
Cours  III  I,  II 111,  2  h.l.  —  D""  IIorsen  :  Theory  of  Aggregates  and 
Theory  of  Functions  of  a  real  Variable  il  et  11,  3  h.j;  Kllipsoidal 
Harmonies  llli.  —  D*"  Bakek  :  Introd.  to  Theory  of  Functions  (1,  3j  ; 
Th.  of  Functions  (Il  et  111,  31;  Solid  Geometry  il,  3 1  ;  Analysis 
\\\  et  III,  3).  —  M**  Mathews  :  Proj.  Geometry  (I,  3i  ;  Galois'  Theory 
ill,  3.. — M""  RicHMOND  :  Anal.  Geometry  of  Curves  (1,  3);  Geometry 
of  (ÀH'vcsand  Surfaces  (11,  31.  —  M**  Macdonald  :  Wawes  (espec. 
wawes  of  Lihgt;  ^1,  3i:  Aerial  Vibrations  (II,  3).  —  M""  Mollisox  : 
Th.  of  Potential  a.  Kiectrostatics  111,  3).  —  M""  Hehmaxx  :  Ilydro- 
mechanics,  cours  1  (11,  3i  ;  cours  II  ;11,  3).  —  M**  Whitehead  :  Sym- 
bolic  Logic  and  its  application  to  Cantor\s  Theory  of  Aggregates 
(1,  3;  Principles  of  Math.  (11);  Non-Euclidean  Geometry  (lllj.  — 
M"^  Berry  :  Elliptic  Functions  1,  II  et  111,  3).  ~  M.  Benxet  :  Line 
Geometry  ;ll,  3).  —  M*"  Muxro  :  llydrodynamics  and  Found  (1,3). 

—  M""  Grâce  :  Invariants  and  Geometrîcal  Applications  (letll,  3). 

—  M*"  WufTTAKER  :  The  Problem  of  three  bodies  ;1,  2);  Ilansen's 
Lunar  Theory  and  related  planetary  théories  ill.  —  M*"  Barxes  : 
Linear  Différence  Equations  of  thc  first  order  and  certain  Func- 
tions definedthereby    11,  3i.  —  M'  Hardy  :  Intégral  Functions  HT. 


SUISSE 

Bern;  Dniversitat.  —  Graf:  Kugelfunktionen  m.  Reptrm.,  3. 
BesselscheFunkln.,3.Ganimafunktn.undBernoulli'schenFunkln. 
m.  Rept.,  3.  Ellipt.  Funktn.,  3.  Diil'.-  und  Integralrechnung,  2. 
Diiferentialgleichn.,  2.  Renten-  und  Versicherungsrechnung,  2. 
Seminar  mit  Prof.  Murer  un<l  Moser,  4.  —  Ott:  Integralrechnung, 
2.  Analyt.  Geom.,  2.  Differentialgleichungen,  1.  —  IIuber  :  Sphar. 
Astronomie,  2.  Théorie  der  Enveloj)pen  und  Brennlinien,  2.  -— 
Bexteli  :  Darst.  Géométrie  und  Perspektive,  5.  —  Gruxer  :  Théorie 
der  Elektrizitiit  und  des  Magnetismus,  3.  Théorie  der  neuen  Strahl- 
ungen,  1.  Beschreibung  der  Gestirne,  1.  —  Crelier  :  Répétitions 
de  Géométrie,  2.  Synth,  (ieom.  des  Raum<*s. 

L'En^teignement  mnlhém.,  6«  année  j  190%.  28 
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Genève;  Université.  l'A  partir  du  15  octobre  lîK)'i.:  —  C.  (Iailler  : 
(^aliul  diir.  rt  intégral,  3.  Mécanique  rationnelle,  3.  Analyse  supé- 
rieure, 2.  —  Fehr  :  Aljj^èhre,  2.  Géoni.  analyt.,2.  (Calcul  vectoriel  et 
applications,  1.  Seni.  de  géoni.  supérieure, 2. —  Cailler  et  Fkhr  : 
Kx.  d'analyse,  2.  Ex.de  mécanique,  2.  Ex.  d'algèbre  et  de  fréom.,2. 

—  R.  (iAUTiER  :  Astronomie  phys.,  2.  —  Lyon  :  Déterminants, 
1.  —  MiRLMAXOKF  :   Kquations  de  la  phys.  matli.,  2. 

Lausanne;  Université.  A  partir  du  15  octobre  1904.)  — Amsteix  : 
Calcul  difr.  et  intégral,  8.  Exercices,  3.  Théorie  des  fonctions,  3. — 
,]oLY  :  Géom.  descript.,  5.  Epures,  1.  Gé(mi.  analyt.,  2.  Géom.  de 
position,  2.  Courbes  planes,  2.  —  Mayoh  :  Mécan.  rationnelle,  5. 
Exercices,  1.  Phys.  math.,  2.  Statique  graph.,  4.  Epures,  2.  — 
Maillard  :  Calcul  inf.  avec  application  aux  sciences,  3.  Astrono- 
mie, mécanique  céleste  et  exercices,  8.  —  Dommer  :  Résistance  des 
matériaux,  3.  Ponts  en  fer,  3.  Ponts  et  charpentes  métalliques,  3. 
Exercices  et  projets,  2. 

Zurich  ;  Ecole  polytechnique.  Section  normale  des  sciences  ma- 
thématiques. ^1"  octobre  1904;  25  mars  1905).  —  Première  année. 
HiRscH  :  Differentialrechn.,  4.  Repet.,  1.  Uebgn.,  2.  —  Fraxel  : 
Cale,  diflërentiel,  4.  Répét.,  1  ;  Exercices,  2.  —  Geiser  :  Anal. 
Geom.,  4.  Repet.  1.  —  W.  Fiedler  :  Darst.  Geom.,  4.  Repet.,  1. 
Ueb^n.,  4.  —  Lacombe  :  Géom.  descript.,  4.  Répét.,  1.  Flxerc,  4. 

Les  3  années  suivantes.  —  IIvr^vitz  :  Difï'erential^leich.,  4. 
Ueb.,  1.  Aus^ew.  Kap.  aus  der  Algebra,  2.  —  Franel  :  Th.  des 
équal.  diff.,  4.  Repet.,  1.  —  W.  Fiedler  :  Geom.  d.  Lage,  4.  — 
Lacombe  :  Géom.  de  position  avec  exerc.,3. —  Fraxel  et  Hurwitz: 
Math.  Seminar.  —  IÏerzog  :  Mechanik.,  H,  4.  Repet.,  1.  Uebgn..2. 

—  lIiRscH  :  Ellipt.  Funktionen,  4.  —  Rosexmund  :  Vermessungs- 
kunde,  5.  Repet.,  1.  Uebgn.,  2.  Erdmessung,  2.  Geodât.  Prakti- 
kum,  2.  —  WoLFER  :  Einl.  in  die  Astronomie,  3.  Uebgn.,  2.  Théo- 
rie der  Finsternisse,  2. 

Beyel  :  Geom.  Einleitung  in  die  graph.  Statik,  2.  — der  Rechen- 
schi(*ber,  1.  Darst.  Geom.,  2.  Flâchen  2.  Grades,  2.  —  Kraft  : 
Theoret.  Mechanik,  4.  Graph.  Rechnen,  2.  Geom.  Kalkûl,  2.  — 
Rebsteix  :  Kartenprojektion,  1. 

Zurich;  Universitât.  —  Burkhardt  :  Elem.  d.  diff.  u.  Int.-rechn.  4. 
Analyt.  Mech.,4.  Math.  Seminar,  2.  —  Wolfer  (Voir  ci-dessus). — 
Weiler  :  Darst.  (ieom.  mit  Uebgn.  1,  3-4;  Analyt.  Geom.  ni. 
Uebgn  ï,  3-4.  Math.  Geog.,  2.  Analyt.  Geom.  mit  Uebgn.,  f.  Lehr- 
amtskand.,  2.  Alg.  Analysis  mit  Uebgn.  f.  [ichranitskand.,  2.  — 
GuBLER  :  Polit.  Arithm.  mit  Uebgn,  2.  Der  math.  Unterricht  in 
der  Mitteischule,  1.  sphar.  Trigonométrie,  1. 
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J.  Classen.  —  Théorie  der  Elektrizitât  und  des  Magnetismus.  —  I.  Baud. 
Elektrostatik  und  Elektrokmetik.  Sammlung  Schubert  XLI.  —  1  vol. 
cart.  in-8o,  X.  184  pages;  prix  :  Mk.  5;  Gocsrhen,  Leip7.ig.  1903. 

Ce  nouveau  volume  de  la  rollection  Schubert  est  destiné  aux  étudiants 
en  sciences  physiques;  ils  y  trouveront  les  notions  les  plus  essentielles  a 
connaître  en  Electrostatique  et  en  Electrocinétique.  L'auteur  suppose  que 
ses  lecteurs  ne  possèdent  que  peu  de  connaissances  de  mathématiques  supé- 
rieures. Son  exposition,  sans  être  tout  à  fait  nouvelle,  séloigne,  en  plu- 
sieurs endroits,  de  l'exposition  traditionnelle.  En  effet  il  n'a  pas  suivi  une 
méthode  exclusivement  mathématique,  qui  Taurait  forcé  à  donner  avant  tout 
la  théorie  de  la  fonction  potentielle  suivant  la  méthode  analytique  bien 
connue,  ou  d'après  la  méthode  vectorielle  dont  on  a  un  modèle  célèbre  dans 
la  Teoria  geometrica  dei  campi  vettoriali  de  Ferraris. 

La  base  de  l'exposition  de  M.  Classen  est  expérimentale;  une  hypothèse 
fondamentale  sur  les  tubes  d'induction,  c'est-à-dire  la  proportionnalité  de  la 
section  à  l'induction,  équivalente  au  fond  à  la  loi  de  Coulomb,  permet  de 
faire  une  comparaison  parmi  la  distribution  de  l'induction  et  le  mouvement 
d'un  fluide  incompressible;  dès  lors  on  peut  construire,  suivant  les  idées 
de  Hertz,  un  modèle  des  plus  simples  phénomènes  électriques  et,  par  consé- 
quent, une  théorie  mathématique,  qui,  dans  le  petit  volume  que  nous  exami- 
nons, est  réduite  à  ses  lignes  les  plus  essentielles.  Dès  qu'on  a  obtenu  les 
équations  fondamentales,  on  va  de  nouveau  examiner  les  hypothèses  intro- 
duites pour  les  contrôler  avec  l'expérience;  mais  tandis  que  la  première 
(loi  de  Coulomb)  montre  un  accord  très  satisfaisant,  ce  n'est  pas  la  même 
chose  pour  ce  qui  regarde,  par  exemple,  l'influence  des  diélectriques  sur 
l'induction;  donc  le  modèle  représente  seulement  à  une  première  approxi- 
mation les  phénomènes  qu'on  doit  étudier. 

Les  considérations  mathématiques,  nous  l'avons  déjà  dit,  sont  réduit(*s  au 
nombre  minimum;  ainsi  M.  Classen  ne  croit  pas  devoir  traiter  aucun  des 
problèmes  spéciaux  et  pourtant  si  intéressants  delà  théorie  de  l'électricité; 
ni  mettre  en  évidence  les  liens  entre  ces  théories  et  les  problèmes  de  Diri- 
chlet,  de  Green,  etc.  ;  cela  est,  peut-être,  une  lacune  grave. 

L'électrocinétique,  qui  est  développée  en  suivant  la  même  méthode,  com- 
prend deux  chapitres  relatifs  aux  phénomènes  électro-chimiques  et  thermo- 
électriques. 

Ce  petit  volume  ne  manque  pas  d'être  intéressant  et  utile  à  plus  d'un  titre. 

R.   Marcolongo  (Messine). 

Klrt  Geissler.  —  Antchaoliche  Grandlagen  der  mathematischen  £rd- 
kunde  zum  Selbstverstehen  und  zur  Untersti'itzung  des  l'nterriclils.  —  Un 
vol.  cart.  8«,  52  fig.,  prix  :  Mk,  3.  50  ;  B.  (i.  Teubner.  Leipzig,  1904. 

«  La  géographie  mathématique  a  pour  but  de  <lécrire  exactement  la  Terre 
et  ses  relations  avec  l'Univers  »,   paroles  de  l'auteur  qui  sont  bien  connues. 
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La  chose  est  toutefois  bien  difficile  comme  on  le  voit  en  lisant,  ou  plutôt  en 
étudiant  un  livre  tel  que  celui-ci. 

L'auteur  part  toujours  de  ce  qui  esl  ie  plus  immédiatement  connu  et.  dans 
un  langage  populaire  et  Frappant,  les  expériences  les  plus  triviales  sont 
employées  à  la  définition  des  notions  et  à  la  formation  de  nouvelles  concep- 
tions. Des  figures  nettes,  caractéristiques  et  bien  dessinées  viennent  eu  aide 
à  la  pensée,  et  de  chapitre  en  chapitre,  des  questions  sont  posées  pour 
affermir  ce  qui  vient  d'être  trouvé,  questions  qui  souvent  mettent  à  épreuve 
sérieuse  les  facultés  perceptives  du  lecteur. 

L'auteur  a  bien  fait  de  représenter  d'abord  la  cosmographie  ptoléméenne 
comme  autorisée  au  même  degré  que  celle  de  Copernic,  et  de  ne  concéder 
à  celle-ci  que  la  supériorité  d'une  plus  grande  simplicité  en  l'appuyant  en- 
suite du  résultat  des  épreuves  qui  en  font  une  vérité.  De  même  le  §  *- 
(a  Kartengradnelze  »)  nous  plaît  bien,  où  dans  un  abrégé  très  clair,  il  expose 
les  plus  importantes  projections  cylindriques,  planes  et  coniques,  de  même 
que  les  projections  de  Bonne  et  de  Flamsteed. 

L'auteur  a  inventé  des  appareils  servant  à  la  démonstration  des  notions 
géographiques,  et  il  les  a  décrits  dans  son  livre;  ce  sont  a}  le  «  Zonenap- 
parât  ».  pour  la  première  fois  indiqué  dans  les  Cahiers  trimestriels  pour 
l'enseignement  géographique  par  Heiderich  (Vienne,  Ed.  Hôlzel,  2e  auuéei; 
b)  le  «  Schwingungskreuz  >;.  décrit  pour  la  première  fois  dans  le  Journal  pour 
l'enseignement  physique  et  chimique  par  Poske  (Berlin,  Springer.  9*  annexe); 
le  dernier  appareil  sert  à  la  démonstration  du  mouvement  d'une  toupie. 
Généralement  pour  la  démonstration  élémentaire  de  notions  difficiles,  des 
avis  très  pratiques  sont  donnés. 

Nous  sommes  moins  charmés  des  o  règles  en  vers  »  (p.  'i8  et  91)  ;  en  vue 
du  §  22,  où  l'auteur,  en  dépit  de  tous  ses  efforts,  réussit  à  peine  à  inter- 
préter clairement  le  problème  difficile  de  l'orbite  de  la  lune,  ces  vers  sont 
décidément  trop  naïfs.  Ce  que  l'auteur  nomme  a  un  pendule  o  (p.  6.  39,  103) 
est  plutôt  a  un  fil  à  plomb  ».  Ce  n'est  pas  «  sur  un  corps  de  la  grandeur 
du  soleil  »,  mais  «sur  le  soleil  lui-même»,  que  nous  pèserions  28  fois  plus. 

Le  livre  (qui  est  pourvu  d'un  registre  détaillé}  rendra  de  bons  services 
non  seulement  à  l'élude  privée,  mais  aussi  à  l'enseignement.  Les  professeurs 
de  géographie  en  profiteront  beaucoup. 

Krust  Kallkr  (Vienne,  Aulr.i. 

Ch.  Michkl.  —  Cours  de  Mécanique,  à  l'usage  des  candidats  à  l'Ecole  Po- 
lytechnique, —  1  vol.  in-12  de  130  pages;  prix  :  3  fr.  ;  F.  R.  de  Rudeval. 
Paris. 

Ce  petit  volume,  destiné  aux  candidats  de  l'Ecole  Polytechnique  de  Paris, 
parait  rédigé  avec  le  plus  grand  soin.  Son  auteur  y  a  fait  tenir  beaucoup  de 
choses  et  en  certains  endroits,  comme  par  exemple  dans  le  développement 
ingénieux  qu'il  donne  à  propos  de  l'accélération,  il  montre  qu'il  voit  les 
choses  d'un  point  de  vue  élevé,  ce  dont  naturellement  le  candidat  ne  s'aper- 
cevra pas  directement  mais  ce  dont-il  profitera  tout  de  même 

Dès  le  début  de  la  cinématique  nous  passons  de  la  vitesse  à  l'accélération 
par  la  considération  de  l'hodographe  et  l'auteur  introduit  ensuite  les  </ia- 
grammes  du  mouvement.  Le  temps  porté  en  abscisse  et  l'espace  parcouru 
en  ordonnée  nous  donnent,  quant  au  mouvement  d'un  point,  le  diagramme 
des  espaces.  De  même  en  portant  la  vitesse  en  ordonnée  nous  avons  le  dia~ 
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gramme  des  vitesses.  A  coup  sûr  il  n'est  pas  absolument  indispensable  de 
passer  par  ces  représentations,  mais  cette  façon  tangible  d  interpréter  les 
choses  est  bien  dans  l'esprit  du  nouveau  prog^ramnie.  Il  y  a  à  craindre  seu- 
lement que  l'élève  veuille  se  représenter  toujours  ainsi  les  différents  mou- 
vements qu'il  peut  avoir  à  considérer  et,  au  point  de  vue  pratique,  il  pour- 
rait en  résulter  une  maladresse  analogue  à  celle  qui  consisterait  à  ne  jamais 
faire  de  la  Géométrie  qu'en  coordonnées  cartésiennes.  Ainsi  je  regrette  un 
peu  que  le  raouvemeni  rectiligne  s  zz:  a  cos  cat  ne  soit  pas  représenté  comme 
celui  de  la  projection  orthogonale  sur  une  droite  d'un  point  qui  décrit  un 
cercle  d'un  mouvement  uniforme. 

Quoiqu'il  en  soit  l'ouvrage  est  net  :  les  définitions  sont  bien  assises  et  des 
problèmes  intéressants  sont  traités.  Ainsi  du  simple  énoncé  des  lois  de  Ke- 
pler nous  passons  A  la  loi  de  la  gravitation  universelle  ;  un  élève  intelligent 
qui  comprend  la  beauté  du  résultat,  sera  certainement  frappé  de  l'extrême 
simplicité  de  son  obtention  et  peut-être  dans  quelques  réflexions  de  ce 
genre  que  lui  fera  faire  l'ouvrage  de  M.  Michel  trouvera-l-il  le  désir  d'ap- 
profondir les  beautés  de  la  mécanique  rationnelle.     A.  Bihl  (Montpellier). 

Seliwaxoff  (Dem.).  —  Lehrbuch  der  Differenzenrechaung.  —  l  vol.  in-S». 
cart.,  92  p.;  prix:  Mk.  'i.  — ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig,  I90'i. 

Le  volume  de  M.  Seliwauoff  forme  le  tom^  XIII  de  la  collection  des 
Manuels  é<lilés  par  la  librairie  Teubner  sur  le  plan  de  l'Encyclopédie  des 
sciî'uces  mathématiques  et  destinés,  comme  on  le  sait,  à  donner  les  dévelop- 
pements que  celle-ci  ne  comporte  pas.  C'est  ainsi  que  le  présent  opuscuh*. 
renfei-nie  un  exposé  assez  complet  du  calcul  des  différences  sur  lequel 
l'Auteur  avait  publié  une  notice  dans  TEncyclopédie,  mais,  pour  éviter  un 
<loul)le  emploi,  aucune  indication  bibliographique  n'y  est  nientioimée. 

Ainsi  que  M.  ScHwanoif  le  fait  observer  dans  sa  préface,  les  anciens 
ouvrages  sur  le  calcul  des  différences  sont  tout  à  fait  dépourvus  de  la 
rigueur  coutumière  à  notre  époque.  Le  beau  traité  de  Markoff  marque  à  ce 
point  de  vue  un  progrès  considérable,  et  c'est  de  ce  modèle  que  l'Auleur 
s'est  inspiré  pour  composer  son  abrégé  dont  le  but  est  surtout  de  faciliter 
la  tâche  de  l'étudiant.  Pour  cette  raison.  M.  Seliwanoff  a  laissé  de  coté  les 
quf^stions  d'un  caractère  trop  spécial,  et  s'est  attaché  à  présenter  les  prin- 
cipes essentiels  de  la  théorie  sous  une  forme  élémentaire,  en  améliorant  ou 
simplifiant  çà  et  là  les  démonstrations  ordinaires.  Ce  qui  distingue,  en  effet, 
cet  excellent  manuel,  c'est  sa  bonne  ordonnance,  son  plan  commode  et  clair; 
aussi,  sa  lecture  est-elle  singulièrement  agréable  sans  cesser  jamais  d'être 
instructive.  En  voici,  d'ailleurs,  le  sommaire  :  différences  (généralités,  inter- 
polation, calcul  approché  des  intégrales  définies).  —  Sommes  (généralités, 
fonctions  de  Bernoulli,  formule  d'Euler  et  applications).  — -  Equations  aux 
différences  igénéralités,  équations  linéaires  du  premier  ordre,  équations 
linéaires  à  coefficients  constants). 

M.  G  ou  ti  ROT  (Marseille). 
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1.  Souiiiiaii*e  des  pi»incipaux  périodiques: 

I  Acta  mathematica,  Journal  dirigé  par  G.  Mittag-Lefflek;  édité  par  Beijc-r. 


I 


Stockholm  ;  Mayer  u.  Millier,  Berlin  ;   Hermann,  Paris 

Tome  XXVIII  (1904).  —  Boutroux,  P.  :  Sur  quelques  propriétés  des  fouc- 
tions  entières.  —  Brodèn,  T.  :  Sur  l'emploi  d'un  théorème  d'Abel  dans  la 
théorie  de  l'intégrale  de  Dirichlet.  —  Burnside,  \V.  :  On  the  réduction  of  a 
group  ol*  homogeneous  linear  substitutions  of  finitc  order.  —  Gegekbaufr, 
Léopold.  :  Note  iiber  die  symmetrischen  Funktionen  der  zwei  algebraisrhen 
(Tleichungen  gcnieinsamen  Wurzeln.  —  Markoff.  A.  :  Recherches  sur  les 
valeurs  (>xtrémes  des  intégrales  et  sur  l'interpolation.  —  Mellin,  Hj.  :  Die 
Dirichlet'schen  Reihen.  die  zahlentheoretischen  Funktionen  und  die  un- 
endlichen  Produkte  von  endlichem  Geschlecht.  —  Phragméx.  K.  :  Sur 
une  extension  d'un  théorème  classique  de  la  théorie  des  fonctions.  — 
PiNCHKRLE,  S.:  Sur  une  s^rie  dAbel.  —  Pringsheim,  Alfred:  Ueber  den 
Divergen/.-Character  gewisser  Potenzreihen  au  der  Convergenz-Grenze.  — 
ScHEi  FERK,  Gkokg  :  I)as  Abel'sche  Theorem  und  das  Lie'sche  Theorem  iVi>er 
Translationsflachen.  —  Stolz.O.  :  Die  Brdeulung  der  AbePschen  Abhandlung 
liber  diobinomische  Reihe  Fiir  die  Funktionentheorie.  —  Teixeira,  F.  Gomes  : 
Notes  sur  deux  travaux  d'Abel  relatifs  à  l'intégration  des  différences  finies. 
Vessiot,  E.  :  Sur  l'intégration  des  systèmes  différentiels  qui  admettent  des 
groupes  continus  d(^  transformations. 

Annales  de  la  Société  scientifique  de  BmzelleSi   28«  année,    i903-t90«. 

Secrétariat  de  la  Soc.  Scient.,  Louvain. 

Fasc.  3.  —  Vie.  de  Salvert:  Mémoire  sur  une  classe  de  quadrature  de 
fonctions  elliptiques  par  rapport  à  leur  module.. 

Balletin  de  la  Classe  des  Sciences  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  Année 

1904.  Hayez.  Bruxelles. 

N«*  l  à  \.  —  Ch.  Lagrangk  :  1.  Réponse  à  une  objection  d  un  de  mes 
confrères  concernant  l'infiniment  petit  absolu.  2.  Sur  une  démonstration 
du  Postulatum  d'Kudide.  — F.  Folie:  Dernière  réplique  à  M.Ch.  Lagrange. 

—  (^H.  Lagrange:  L'argument  du  millionnaire  et  de  l'infiniment  petit  absolu. 

—  P.  Mansio?(  :  Sur  une  intégrale  considérée  en  calcul  des  probabilités  — 
F.  Foi.iK  :  Sur  de  nouveaux  termes  du  second  ordre  provenant  du  mou%*enient 
systématique.  —  F.  Folie  :  Un  fait  physique  nouveau  d'une  importance 
capitale  pour  la  Géophysique  et  l'Astronomie  sphérique. 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  publiés 

par  les  secrétaires  perpétuels.    Gauthier-Villars,   Paris.  Tome   138.  1904. 

5  avril,  —  P.  Dvhem  :  D'une  condition  nécessaire  pour  la  stabilité  d'un 
milieu  vitreux  illimité.  —  J.  Guillaume:  Observations  du  soleil. —  P.  Bou- 
troux :  Sur  une  classe  de  transcendantes  multiformes. 

11  avril.  —  II.  Poinc:ark  :  Théorie  de  la  balance  azimutale  quadrifilaire.  — 
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li.  Mittac-Leffler  :  Un  nouveau  thôorènic  général  do  la  théorie  des  fonc- 
tions analytiques.  —  D.  Th.  Ecorov  :  Sur  une  classe  particulière  de  systèmes 
conjugués  persistants.  —  G. -A.  Miller  :  Sur  les  groupes  d'opérations.  — 
Ed.  Maillet  :  Sur  les  équations  de  la  géométrie  et  la  théorie  des  substitu- 
tions. —  V.  Crémieu  :  Balance  aziniutale  quadrifilairc. 

18  avril.  —  H.  Poincaré  :  Sur  la  méthode  horistique  de  Gyldén.  —  (i. 
Mittac-Leffler  :  Une  nouvelle  fonction  entière.  —  P.  Duhem  :  Modifica- 
tions permanentes.  Sur  les  propriétés  des  systèmes  affectés  à  la  fois  d'hys- 
térésis et  de  viscosité.  —  M.  Considère  :  Influence  des  pressions  latérales  sur 
la  résistance  des  solides  à  l'écrasement.  —  S.  Bernsteik  :  Sur  certaines  équa- 
tions différentielles  ordinaires  du  second  ordre.  —  M.  Uercu  :  Sur  une 
série  analogue  aux  fonctions  modulaires.  —  L.  Schlesinger  :  Sur  la  théorie 
des  systèmes  d'équations  différentielles  linéaires. 

25  avril.  —  Rapport  présenté  au  nom  de  la  commission  chargée  du  con- 
trôle scientifique  des  opérations  géodésiqucs  de  l'Equateur.  —  P. 
Chofardet  ;  Salet  :  G.  Fayet  :  Observation  de  la  comète  190'i  a  (Brooks^  — 
M.  Farmaxx;  Em.  Touchkt  ;  H.  Chrétien  :  Les  Léonides  en  1903.  —  L; 
Zoretti  :  Sur  les  irrégularités  des  fonctions  analytiques.  —  P.  Ditishelm  . 
Essaf  d'une  détermination  de  différence  de  longitude  par  transport  de  l'heure. 
—  Ed.  Maillet  :  Sur  les  décrues  des  rivières. 

2  mai.  —  P.  DvheM  :  Effet  des  petites  oscillations  de  l'action  extérieure 
sur  les  systèmes  affectés  d'hystérésis  et  de  viscosité.  —  J.  Guillaume  : 
Observation  de  la  comète  1904  a  (Brooks).  —  V.  Crémieu  :  Sensibilité  de  la 
balance  azimutale.  —  B.  Brunhes  :  Sur  le  rôle  de  la  force  centrifuge  com- 
posée dans  la  détermination  du  sens  de  rotation  des  cyclones  et  tourbillons. 

9  mai.  —  J.  Boussinesq  :  Pouvoir  refroidissant  d'un  courant  fluide,  faible- 
ment conducteur,  sur  un  cylindre  indéfini  de  section  droite  quelconque  et 
dont  l'axe  est  normal  au  courant.  —  Rambaud  et  St  :  Observation  de  la 
comète  Brooks  (a  190'*).  —  L.  Autonxe  :  Sur  le  cou  nexe  linéaire  dan 
l'espace  à  n-1  dimensions. 

16  mai.  —  J.  Boussinesq  :  Pouvoir  refroidissant  d'un  courant  fluide,  fai- 
blement conducteur,  sur  un  corps  limité  en  tous  sens.  —  P.  Duhem  :  Effet 
des  petites  oscillations  de  la  température  sur  un  système  affecté  d'hystérésis 
et  de  viscosité. 

24  mai.  —  E.  Soi.vay  :  Sur  l'énergie  enjeu  dans  les  actions  dites  statiques, 
sa  relation  avec  la  quantité  de  mouvement  et  sa  différenciation  du   travail. 

30  mai.  —  P.  I>uhe.m  :  Effets  des  petites  oscillations  des  conditions  exté- 
rieures sur  un  système  dépendant  de  deux  variables.  —  N.  Nielsen  :  Sur 
les  fondements  d'une  théorie  systématique  des  fonctions  sphériques.  —  L. 
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Note  de  la  Rédaction.  —  Les  idées  contenues  dans  cet  article  méritent 
d*ètre  examinées  de  près  à  la  fois  par  les  physiciens  et  les  mathématiciens. 
Nous  publierons  dans  un  prochain  numéro,  éventuellement  sous  forme  d'ex- 
traits ou  de  résumés,  les  notes  ou  lettres  qui  nous  seraient  adressées  pour 
critiquer  ou  pour  approuver  la  thèse  de  M.  Hartmann. 

Il  est  utile,  à  cette  occasion,  de  rappeler  que  V  Enseigne  ment  mathémati- 
que ouvre  largement  ses  colonnes  à  l'exposition  de  toutes- les  idées  nouvelles, 
de  toutes  les  doctrines,  mais  que  la  Rédaction  ne  saurait  se  solidariser  avec 
les  auteurs,  dont  la  liberté  est  entière,  et  dont  la  responsabilité  scientifique 
est  seule  engagée. 

Quand  le  contact  d'un  corps  nous  fait  éprouver  une  sen- 
sation de  chaleur,  nous  considérons  comme  évident  que 
l'antécédent  immédiat  de  notre  sensation  réside  dans  le  corps 
lui-même  et  consiste  dans  l'énergie  thermique  emmagasinée 
par  hii. 

Nous  partons  de  la  même  conception  pour  Tétude  des  phé- 
nomènes lumineux,  électriques,  magnétiques.  Qu'il  s'agisse 
de  l'un  ou  Taulre  de  ces  phénomènes,  nous  en  plaçons  la 
cause  à  Tintérieur  des  corps,  et  quand  nous  observons  en 
ceux-ci  des  propriétés  nouvelles,  nous  les  attribuons  à  des 
changements  survenus  dans  Tétat  de  la  matière  qui  les  cons- 
titue. 

La  Science  du  mouvement,  seule,  échappe  à  l'application 
de  cette  formule  objective.  Quand  on  nous  demande  ce  qui 
se  passe  dans  le  mobile  qui  se  meut  sous  nos  yeux,  nous  ré- 
pondons que  ce  n'est  pas  là  de  la  Physique,  et,  négligeant  la 
sensation  que  nous  éprouvons  en  arrêtant  ce  mobile  dans 
son  trajet,  nous  le  tenons  pour  physiquement  identique  à  ce 
qu'il  était  dans  la  position  de  repos.  Pour  nous,  s'il  se  dé- 
place, c'est  qu'il  a  subi  l'action  d'une  cause  extérieure,  la 
force,  préexistant  au  mouvement  et  indépendante  de  lui. 


*  Communication  faite  par  M.  le  colonel  Hartmann  ru  2"*"  Congres  international  de  Philo- 
sophie, tenu  à  Genève  du  4  au  8  septembre  1904. 

L'Enseignement  mathcm.,  6*  année  ;  190).  29 
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Dérogeant  ainsi  à  la  règle  que  nous  nous  imposons  pour 
la  chaleur,  la  lumière,  Télertricité,  le  magnétisme,  nous  sé- 
parons la  cause,  qui  est  la  force,  de  Teffet  qui  est  le  mouve- 
ment. Nous  faisons  de  cette  cause  une  sorte  d'agent  sans  ma- 
térialité, et  finalement  nous  donnons  à  la  Mécanique,  comme 
fondement,  une  conception  toute  idéale,  analogue  à  celle  qui 
consisterait  à  considérer  la  chaleur  comme  existant  à  part  du 
corps  chaud,  la  lumière  comme  sans  relation  avec  le  corps 
lumineux,  Télectricité  comme  séparée  du  corps  électrisé. 

On  comprend  dès    lors    Topinion   émise    à    ce   sujet    par 

M.  POINGARÉ  : 

«  Quand  on  dit  que  la  force  est  la  cause  du  mouvement,  on 
«  fait  (le  la  métaphysique.  » 

L'objet  de  cette  communication  est  de  montrer  que  la 
Science  du  mouvement  peut  être  traitée  d'après  les  méthodes 
admises  par  les  autres  Sciences  naturelles,  en  particulier 
pour  la  Science  de  la  chaleur,  et  de  faire  connaître  les  résul- 
tats, assez  inattendus  pour  quelques-uns,  auxquels  on  se 
trouve  ainsi  conduit. 


l.  —  Le    MOL'VEiMENT    DES    CORPS    Dll    A    UNE   CAUSE    PHYSIQUE 

INTERNE. 

1.  Je  partirai  de  cette  idée  que,  quand  un  corps  se  meut,  il 
renferme  en  lui-même  la  cause  de  son  mouvement,  par  suite 
d'une  modification  intervenue  dans  Tétat  correspondant  à  la 
position  de  repos. 

Je  désignerai  par  la  dénomination  d'action  Télat  physique 
spécial,  cause  du  mouvement  des  corps. 

Je  dirai  qu'un  corps  qui  se  déplace  suivant  une  direction 
donnée  contient  de  V action  suivant  cette  direction. 

Cet  état  spécial  est  susceptible  d'augmentation  et  de  dimi- 
nution :  d'où  la  notion  de  la  quantité  d'action. 

Chaque  élément  du  corps  possède  une  quantité  d'action 
déterminée  suivant  la  direction  du  déplacement  à  l'instant 
considéré,  c'est-à-dire  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire;  le 


DÉFINITION  DE  LA  FORCE  t^Tj 

corps  possède  une  quantité  d'action  totale  égale  à  la  somme 
des  quantités  d'action  élémentaires. 

2.  Quand  la  quantité  d'action  d'un  corps  est  maintenue 
constante,  sa  vitesse  est  également  constante,  et  réciproque- 
ment. C'est  un  fait  de  même  ordre  que  la  constance  du  vo- 
lume, quand  la  quantité  de  chaleur  est  constante. 

La  quantité  d'action  est  donc  fonction  de  la  vitesse. 

3.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'entrer  dans  le  détail  des  quel- 
ques propositions  au  moyen  desquelles  on  établit  les  rela- 
tions existant  entre  l'action,  cause  du  mouvement,  la  masse 
et  la  vitesse.  Aussi  bien  le  temps  me  manquerait-il  à  cet  effet. 

Je  dois  me  borner  à  dire  que  ces  propositions  se  démon- 
trent par  l'expérience  et  qu'elles  aboutissent  aux  deux  théo- 
rèmes fondamentaux  suivants  : 

1**  A  tout  moment  du  mouvement  d'un  corps,  la  quantité 
d'action  qu'il  renferme  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire 
est  égale,  en  unités  d'action,  au  produit  de  la  masse  par  la  vi- 
tesse. 

2^  Quand  un  corps  reçoit  simultanément  de  l'action  suivant 
plusieurs  directions,  il  acquiert  une  quantité  d'action  repré- 
sentée en  grandeur,  direction  et  sens,  par  la  résultante  des 
quantités  d'action  composantes. 

J'ajouterai  que  l'unité  d'action  choisie  est  la  quantité  d'ac- 
tion donnant  dans  le  vide  au  décimètre  cube  d'eau  distillée 
ayant  la  température  du  maximum  de  densité  une  vitesse 
égale  à  la  valeur  de  l'accélération  de  la  pesanteur  à  Paris, 
soit  9™,8088  par  seconde. 


II.  —  Ce  que  représente,  au  point  de  vue  physique, 

LA  FORCE  DE  LA  MÉCANIQUE. 

4.  La  cause  du  mouvement  des  corps,  c'est-à-dire  la  véri- 
table force,  étant  ainsi  l'action  qu'ils  renferment,  qu'est-ce 
que  la  force  de  la  mécanique? 

Envisageons  la  variation  de  l'action  en  fonction  du  temps. 

Si  le  mouvement  est  rectiligne,  du  moment  que,  pour  toute 
position  du  corps,  la  (|uantilé  d'action  est  égale  au   produit 
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de  la  masse  par  la  vitesse,  la  dérivée  de  cette  quantité  d'ac- 
tion prise  par  rapport  au  temps  est  égale  au  produit  de  la 
masse  par  Taccélération,  c'est-à-dire  à  la  force  de  la  Méca- 
nique. 

La  force  de  la  Mécanique  est  donc  alors  la  vitesse  de  va- 
riation de  l'action  suivant  la  direction  du  déplacement. 

Si  le  mouvement  est  curviligne  on  sait  que  la  force  de  la 
Mécanique  est  dirigée  suivant  l'accélération  totale  et  qu  Vile 
est  égale  au  produit  de  la  masse  par  la  valeur  de  cette  accé- 
lération. On  sait  aussi  que  si  le  mouvement  est  rapporté  à 
des  coordonnées  rectilignes,  elle  est  la  résultante  des  forces 
afférentes  aux  mouvements  composants  suivant  les  trois  axes. 
La  force  de  la  Mécanique  est  donc  alors  la  résultante  des 
vitesses  de  variation  de  Faction  suivant  les  axes  de  coordon- 
nées, c'est-à-dire  qu'elle  consiste  dans  la  vitesse  de  variation 
de  l'action  suivant  l'accélération. 

L'énoncé  général  est  donc  le  suivant  : 

La  force  de  la  Mécanique  est  la  vitesse  de  variation   de 
l'action  suivant  la  direction  de  l'accélération  totale. 

C'est  un  facteur  analogue  à  la  vitesse  de  refroidissement 
ou  de  réchauffement  des  corps. 

5.  La  cause  du  mouvement,  en  chaque  pointde  la  trajectoire, 
est  la  quantité  d'action  que  le  corps  possède  suivant  la  tan- 
gente. La  valeur  de  cette  quantité  d'action  est  le  produit  de 
la  masse  par  la  vitesse,  et  sa  dérivée  prise  par  rapport  au 
temps  est  la  force  tangenlielle  de  la  Mécanique. 

La  cause  de  la  modification  du  mouvement  en  chaque 
point  est  la  variation  élémentaire  de  l'action  suivant  Taccélé- 
ration  totale,  ou  encore  la  différentielle  de  l'action  introduite 
suivant  cette  direction. 

La  force  de  la  Mécanique,  qui  n'est  ni  l'un  ni  l'autre  de  ces 
facteurs,  n'est  donc  ni  la  cause  du  mouvement  ni  la  cause  de 
la  modification  du  mouvement  ;  elle  exprime  seulement  la 
vitesse  avec  laquelle  la  modification  de  l'action  se  produit 
suivant  l'accélération. 

La  dénomination  de  force,  donnée  par  la  Mécanique  à  ce 
(|ui  n'est  en  réalité  que  la  vitesse  de  variation  de  la  véritable 
force, /est  donc  impropre. 
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III. — Le  concept  de  l'action,  base  dYne  Mécanique  objective. 

6.  Puisque  la  relation  existant  entre  la  quantité  d'action  et 
la  vitesse  donne  par  une  difTérentiation  la  relation  existant 
entre  la  force  de  la  Mécanique  et  Taccélération,  on  est  en 
droit  de  prendre  Tune  ou  Tautre  de  ces  deux  relations  pour 
point  de  départ  de  la  Science  du  mouvement. 

7.  Le  système  qui  dérive  du  concept  de  l'action  est  émi- 
nemment rationnel,  étant  donné  que  la  notion  la  plus  immé- 
diate est  celle  du  fait  physique,  cause  du  mouvement. 

Il  est  objectif,  l'action  représentant  un  phénomène  dont  le 
corps  est  réellement  le  siège  et  qu'on  peut  suivre  expérimen- 
talement dans  ses  variations. 

Il  simplifie  les  opérations  de  calcul;  la  vitesse  s'intro- 
duisant  à  la  place  de  l'accélération  dans  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement,  celles-ci  descendent  du  second 
ordre  au  premier,  toutes  les  fois  qu'on  peut  déterminer  la  loi 
suivant  laquelle  varie  l'action. 

Pour  la  même  raison,  les  théorèmes  sont  moins  complexes; 
le  théorème  de  la  quantité  de  mouvement  projetée  constitue 
une  identité;  il  en  est  de  même  pour  le  théorème  de  la  force 
vive;  la  quantité  de  mouvement  et  l'impulsion  se  confondent 
avec  la  quantité  d'action. 

Enfin,  pas  plus  que  pour  la  chaleur,  on  n'a  besoin  de  re- 
courir à  des  postulats  initiaux,  la  relation  fondamentale 
—  à  savoir  la  proportionnalité  des  quantités  d'action  aux  vi- 
tesses —  se  déduisant  de  l'expérience.  En  particulier, 
l'inertie  d'un  corps  en  mouvement  consiste  dans  ce  fait  évi- 
dent qu'une  quantité  d'action  maintenue  constante  donne 
lieu  à  une  vitesse  constante.  La  Physique  n'invoque  pas  de 
principe  d'inertie  pour  énoncer  qu'un  corps  ne  change  pas 
de  volume,  quand  la  quantité  de  chaleur  qu'il  renferme  con- 
serve sa  valeur. 

Dans  ces  conditions,  la  Mécanique  cesse  d'être  une  Science 
déductive;  elle  devient,  comme  les  autres  Sciences  naturelles. 
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une  l)ranche  de  la  Physique,  ou  plutôt  elle  en  est  le  premier 
chapitre. 


IV.  —  Autres  systèmes  de   méga^nique,  dérivés  du  concept 

DE  l'action. 

8.  D'après  ce  qui  précède,  la  Mécanique  classique,  en  par- 
tant de  la  vitesse  de  variation  de  l'action,  improprement  ap- 
pelée force,  est  une  filiale  de  la  mécanique  de  Faction,  analo- 
gue à  ce  que  serait  la  Science  de  la  chaleur,  relativement  à 
ce  qu'elle  est  actuellement,  si  la  Physique  était  partie  de  la 
vitesse  de  refroidissement  des  corps,  et  non  de  la  chaleur 
qu'ils  renferment. 

Il  est  aisé  de  voir  que  du  concept  de  l'action  dérivent  une 
infinité  d'autres  systèmes  que  Ton  serait  en  droit  d'adopter 
pour  l'étude  du  mouvement  tout  aussi  bien  que  celui  de  la 
vitesse  de  variation  de  l'action. 

9.  Tout  d'abord,  nous  pourrions  prendre  pour  point  de 
départ,  également  sous  la  dénomination  impropre  de  forces, 

au  lieu  de  la  vitesse  de  variation  de  l'action  -r- ,  qui  est,  je 
le  répète,  la  force  de  la  Mécanique,  l'accélération  de  la  varia- 
tion  ^,  ou  encore  une  suraccélération  d'un  ordre  quelcon- 
que   -T—,  Nous  en  serions  quittes  pour  poser   au  seuil  des 

mécaniques  correspondantes  des  postulats  dont  la  formule 
générale  serait  la  suivante  : 

Principe  de  l'inertie.  Un  corps  qui  n'est  soumis  à  l'action 
d'aucune    force  ne  peut  avoir  qu'un    mouvement  rectiligne 

dont  l'équation  est  ^  =  0. 

Principe  de  l'indépendance  des  effets  des  forces.  Même 
énoncé  que  pour  la  force  de  la  mécanique,  étant  entendu  que 
l'effet  correspondant  au  mouvement  représenté  par  l'équation 

—^z=iO  est  l'accélération  d'ordre  n, 

ai" 

Dans    ces    conditions,  la    relation  fondamentale  serait  la 
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suivante  :  La  force  est  égale  au  produit  de  la  masse  par  Vac- 
célération  d'ordre  n  -{-  \, 

10.  En  second  lieu,  à  tous  ces  systèmes  déduits  de  l'action 
envisagée  dans  ses  variations  en  Ibnction  du  temps,  viennent 
s'ajouter  d'autres  systèmes  parallèles,  obtenus  en  partant  de 
Faction  envisagée  dans  ses  variations  en  fonction  de  Tespace 
parcouru. 

Le  premier  de  ces  systèmes,  a  pour  base  la  dérivée  de  la 
quantité  d'ach'on  prise  par  rapport  au  [)arcours,  c'est-à-dire 
le  nombre  d'unités  à  raison  duquel  l'action  varie  par  mètre. 
C'est  ce  qu'on  peut  appeler  la  vitesse-espace  de  variation  de 
faction,  en  attribuant  dès  lors  à  la  précédente  la  dénomina- 
tion de  vitesse-temps,  pour  éviter  toute  ambiguïté. 

11  existe  d'ailleurs  entre  ces  deux  facteurs  une  relation  évi- 
dente :  A  tout  instant,  la  vitesse-e*^pace  de  variation  de  l'ao 

tion  est  égale  au  quotient  de  la  vitesse-temps  F  par  la  vitesse 

p 
du  corps,  c'est-à-dire  (|ue  sa  valeur  est  -. 

La  vitesse-espace  pourrait  être  prise  comme  base  de  la 
mécanique,  comme  la  vitesse-temps,  moyennant  l'adoption 
de  postulats  ayant  exactement  le  même  énoncé  qu'en  par- 
lant de  celle-ci.  On  arriverait  alors  à  la  relation  suivante  : 
La  force  est  égale  au  produit  de  la  masse  par  l'accélération^ 
divisé  par  La  vitesse,  qui,  avec  la  considération  de  l'accéléra- 

lion-espace  j-  [irendrait  cette  forme  :  la  force  est  égale  au 

produit  de  la  masse  par  Taccélération  espace). 

En  outre,  comme  pour  l'action  fonction  du  temps,  on  a  le 
moyen  de  constituer  des  systèmes  de  mécanique  en  adoptant 
comme  point  de  départ  l'accélération-espace  de  la   variation 

-^-i  ou  les  suraccelerations-espace  de  divers  ordre  -r-. 

Le  postulat  de  l'indépendance  des  efl'ets  des  forces  con- 
serve encore  dans  ce  cas  son  énoncé  actuel  ;  celui  de 
l'inertie  ne  diffère  de  l'énoncé  relatif  aux  accélérations-temps 

que  par  l'équation  du  mouvement  qui  est  j-^=^  0. 

D'autre  part,  à  tout  moment,  l'accélération-espace  d'ordre 
n  est  égale  au  quotient  de  l'accélération-temps  de  même  or- 
dre par  la  puissance  w™**  de  la  vitesse. 
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11.  D'une  manière  générale,  la  Mécanique  peut  recevoir 
connme  point  de  départ  : 

1®  L'action,  cause  physique  du  mouvennent  des  corps,  cons- 
tituant la  véritable  force,  et  à  laquelle  j'aurais  donné  cette 
dénomination,  si  la  Mécanique  n'appelait  ainsi  la  vitesse  avec 
laquelle  elle  varie  en  fonction  du  temps.  C'est  le  système 
fondamental,  le  seul  logique  et  exempt  de  postulats. 

2®  Soit  la  dérivée  de  l'action  prise  par  rapport  au  temps 
ou  la  vitesse-temps  de  variation  de  l'action. 

Soit  la  dérivée  de  l'action  prise  par  rapport  à  l'espace  par- 
couru ou  la  vitesse-espace  de  variation  de  l'action. 

3®  Soit  la  dérivée  seconde  par  rapport  au  temps,  ou  l'accé- 
lération-temps  de  variation  de  Faction. 

Soit  la  dérivée  seconde  par  rapport  à  l'espace  parcouru  ou 
l'accélération-espace  de  variation  de  l'action. 

Etc.,  etc. 

On  est  en  présence  d'une  infinité  de  systèmes  possibles, 
conduisant  tous  aux  mêmes  résultats  définitifs,  avec  des 
complications  plus  ou  moins  grandes. 

La  Mécanique  classique  se  trouve  avoir  adopté  Tun  des 
deux  systèmes  secondaires  du  second  échelon,  celui  de  la 
vitesse-temps  de  variation  de  l'action. 

La  recherche  des  causes  qui  ont  déterminé  ce  choix  cons- 
titue un  problème  des  plus  intéressants  pour  la  Philosophie 
des  sciences. 

Une  remarque  essentielle,  c'est  que,  quel  que  soit  l'ordre 
du  système  de  mécanique  considéré,  il  jouit  de  cette  pro- 
priété que  ses  postulats  se  trouvent  vérifiés  par  la  concor- 
dance de  leurs  conséquences  avec  les  mouvements  réels  ob- 
servés, et  que  les  postulats  de  la  vitesse-temps  de  varia- 
tion de  l'action,  c'est-à-dire  les  principes  de  Kepler  et  de 
Galilée,  n'ont  pas  à  cet  égard  de  privilège  particulier. 

Une  autre  remarque  importante,  c'est  que  la  force  de  la 
Mécanique  n'est  que  l'un  des  facteurs  conventionnels  qui, 
sous  la  dénomination  impropre  de  forces^  peuvent  être  pris, 
en  nombre  illimité,  comme  base  de  la  Science  du  mouve- 
ment, et  qu'on  n'est  pas  en  droit,  par  suite,  de  la  considérer 
comme  un  agent  unique  en  son  genre,  et  nécessaire. 
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V.  —  DÉFAUT    DE    SENS,    AU    POINT    DE    VUE    PHYSIQUE, 
DE    LA    FORCE   VIVE   ET  DU    TRAVAIL    DE  1a   MÉCANIQUE   CLASSIQUE. 

12.  Je  n'ai  pas  eu  à  signaler  jusqu'ici  de  désaccord  entre  la 
mécanique  de  l'action  et  la  mécanique  classique  de  la  force  ; 
el,  en  effet,  il  ne  saurait  en  exister,  au  point  de  vue  pure- 
ment mathématique,  puisque  la  seconde  de  ces  mécaniques 
se  déduit  de  la  première  par  une  différentiation  de  sa  formule 
fondamentale. 

J'ai  à  montrer  maintenant  que  les  deux  systèmes  divergent, 
au  contraire,  et  sont  incompatibles  en  ce  qui  concerne  la  dé- 
finition des  effets  subis  par  les  corps  en  mouvement. 

13.  Considérons  d'abord  le  mouvement  rectiligne.  Quand  le 
corps  passe  d'une  position  à  une  autre  position,  l'effet  qu'il 
subit  dans  l'intervalle  consiste  dans  la  variation  de  sa  quan- 
tité d'action.  L'effet  élémentaire  en  chaque  point  est  la  diffé- 
rentielle de  la  quantité  d'action.  . 

L'analogie  est  complète  avec  ce  qui  se  passe  quand  le  corps 
s'échauffe  ou  se  refroidit;  l'effet  produit  entre  deux  instants 
successifs  est  la  variation  de  la  quantité  de  chaleur;  l'effet 
élémentaire  est  la  différentielle  de  la  quantité  de  chaleur. 

La  différentielle  de  la  quantité  d'action  a  indifféremment 
pour  valeur,  soit  ¥dt,  produit  de  la  vitesse-temps  de  varia- 

F 

tion  de    l'action  F  par  le  temps  élémentaire   rf/,   soit  -  de, 

facteur  produit  de  la  vitesse-espace  de  variation  de  l'action 
par  le  parcours  élémentaire  de, 

La  concordance  la  plus  absolue  existerait  donc  entre  la 
mécanique  de  l'aclion  et  la  mécanique  classique,  si  cette  der- 
nière avait  défini  l'effet  des  forces  par  le  produit  Frf/,  qui  est 
la  quantité  d'action  de  Descartes,  auquel  j'ai  emprunté  cette 

F 

dénomination,  ou  par  le  produit  égal  -;  de. 

Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  ;  la  Mécanique  a  adopté  comme 
valeur  du  travail  élémentaire  le  facteur  Fûfe,  produit  de  la 
vitesse-temps  de  variation  de  l'action  par  le  parcours  élé- 
mentaire de. 
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Or,  de  toute  évidence,  du  moment  que  la  quantité  d'action 
varie  à  raison  de  F  unités  par  seconde,  ou  ce  qui  revient  au 

F 

même,  à  raison  de  -  unités  par  mètre,  sa  variation,  pour  le 

F 

parcours  de  est  égal  à  -  rfe  et  non  à  Fde. 

La  Mécanique  en  prenant  néanmoins  Vde   pour  valeur  du 

travail  à  la  place  de  -  rfe  a  considéré  implicitement  comme 

égales  entre  elles  la  vitesse-temps  de  variation  de  Taction  F 

et  la  vitesse-espace   -,  tandis  que  ces  deux  facteurs,  dont  le 

rapport  est  égal  à  la  vitesse,  ne  s'identifient  que  dans  le  mou- 
vement uniforme,  étant  alors  tous  deux  nuls. 

En  raison  de  Terreur  ainsi  commise,  le  travail  élémentaire  de 
la  Mécanique  correspond,  non  à  Teffet  réel  subi  par  le  corps, 
qui  est  rfA  différentielle  de  la  quantité  d'action  A,  mais  à  cet 
effet  multiplié  par  la  vitesse  au   moment  considéré,  c'est-à- 

A' 

dire  à  c^ûJA,  qui  est  la  différentielle  du  facteur   ^. 

Ce  n'est  pas  un  facteur  physique  effectif,  le  carré  de  la 
quantité  d'action  ne  pouvant  pas  plus  correspondre  à  une 
|)ropriété  réelle  des  corps  que  le  carré  de  leur  quantité  île 
chaleur,  et  ne  constituant  dès  lors  qu'un  nombre  abstrait. 

14.  Quand  le  mouvement  est  curviligne,  l'effet  dynamique 
subi  par  le  corps  entre  deux  positions  est  représenté  par 
la  résultante  géométrique  des  quantités  d'actions  en  ces  deux 
points.  L'effet  élémentaire,  en  chaque  point,  est  représenté 
par  la  différentielle  de  la  quantité  d'action  introduite  suivant 
l'accélération  totale. 

La  mécanique  classique  définit  alors  le  travail  élémentaire 
au  moyen  du  produit  de  la  force  tangentielle  Ai  par  le  par- 
cours élémentaire  de;  elle  substitue  ainsi  à  l'effet  réel  l'ex- 

a" 

pression  cr/At,  c'est-à-dire  la  différentielle  du  facteur   ^. 

On  aboutit  encore  à  une  abstraction,  et  ce  résultat  est  dû 
aux  deux  causes  suivantes  : 

1®  En  rapportant  l'effet  à  la  force  tangentielle  seule,  la 
mécanique  classique  admet  que  l'action,  cause  de  la  modifi- 
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cation  du  mouvement,  varie  suivant  la  tangente,  alors  qu'en 
réalité,  la  variation  se  Tait  suivant  Taccélération  totale. 

2°  En  évaluant  Teffet  produit  par  TintroducUon  de  l'action 
suivant  la  tangente,  elle  admet,  comme  pour  le  mouvement 
rectiligne,  qu'à  tout  instant  la  vitesse-temps  et  la  vitesse- 
espace  de  variation  de  l'action  sont  égales  entre  elles. 

Par  suite,  la  mécanique  n'est  pas  en  droit  d'attribuer  à  la 
force  vive  une  signification  physique;  elle  n'est  pas  en  droit 
non  plus  de  représenter  par  la  différence  de  deux  forces  vi- 
ves Teffet  subi  par  le  corps  entre  deux  positions,  qui  est  égal 
à  la  résultante  de  deux  quantités  d'action. 

Toutes  les  déductions  de  la  mécanique  concernant  la  force 
vive,  le  travail  et  le  potentiel,  si  elles  présentent,  au  point  de 
vue  mathématique,  une  exactitude  rigoureuse,  sont,  au  point 
de  vue* physique,  des  abstractions  qu'il  y  a  lieu  de  remplacer 
par  les  réalités  concrètes  correspondantes. 


VI.   —    CONSKKVATION    DE    LA    QUANTITÉ    d'aCTION. 

15.  Puisque  la  force  vive  ne  correspond  pas  à  l'ellet  réelle- 
ment subi  par  les  corps  en  mouvement,  elle  ne  saurait  repré- 
senter Ténergie  cinétique  de  ces  corps. 

Quel  est  donc  le  facteur  physique  jouissant  de  celte  pro- 
priété ? 

L'expérience  monlre  que  ce  facteur  n'est  autre  que  la 
quantité  d'action  prise  avec  le  signe  de  la  vitesse. 

Dans  quelque  condition  que  se  trouvent  les  corps  qu'on 
considère,  ils  appartiennent  à  un  système  animé  d'un  mou- 
vement général,  qu'à  un  instant  donné  on  peut  regarder 
comme  un  mouvement  de  translation  de  vitesse  a,  celte  vi- 
tesse étant  d'ailleurs  considérable.  C'est  dire  que  ces  corp^, 
même  quand  ils  sont  en  repos  relatif  dans  le  système  dont 
ils  font  partie,  renferment  des  quantités  d'action,  que  j'ap- 
pellerai quantités  d'action  d'entraînement. 

Nos  observations  ne  portent,  bien  entendu,  que  sur  l»*s 
quantités^d'action  relatives. 
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Quand  une  masse  Mi  se  meut  suivant  la  même  direction  et 
dans  le  même  sens  que  tout  le  système  avec  une  vitesse  re- 
lative (^1,  sa  quantité  d'action  subit  une  augmentation  ;  elle 
devient  égale  à  la  somme  de  la  quantité  d'action  d'entraîne- 
ment Mia,  et  de  la  quantité  d'action  afférente  à  la  vitesse  ci 
qui  est  Mi<i.  Sa  valeur  est  donc  Mi  (a  +  vi). 

Quand  cette  même  masse  Mi  se  meut  avec  la  vitesse  rela- 
tive i>i  en  sens  inverse  du  mouvement  général,  sa  quantité 
d'action  subit  une  diminution  et  elle  devient  Mi  (a  —  vi). 

Les  quantités  d'action  relatives  sont  donc,  soit  une  aug- 
mentation, soit  une  diminution  de  la  quantité  d'action  d'en- 
traînement, suivant  qu'elles  ont  le  sens  du  mouvement  géné- 
ral ou  le  sens  opposé. 

Considérons  maintenant  deux  corps  Mi  et  M»  ayant  respec- 
tivement des  vitesses  (^  et  (^,  soit  dans  le  sens  du  mouvement 
général,  soit  en  sens  contraire.  La  quantité  d'action  totale 
du  système  est  égale  à  2Ma  -H  Mit^i  -f  Msc^s,  les  vitesses  i/i 
et  v%  étant  prises  avec  leur  signe. 

Or,  les  expériences  effectuées  sur  le  choc  des  corps  élas- 
tiques démontrent  que  la  somme  algébrique  Mit^  +  Msc^s  est 
la  même  avant  et  après  le  choc. 

La  signification  physique  de  ce  résultat  expérimental  est 
X|ue  la  quantité  d'action  totale  du  système  conserve  toujours 
la  même  valeur;  on  peut  dire  aussi  que  la  somme  des  quan- 
tités d'action  relatives  des  corps  Mi  etM«  se  conserve,  quelles 
que  soient  leurs  réactions  mutuelles.  On  peut  dire  encore 
que  chaque  quantité  d'action  relative  se  conserve,  en  ce  sens 
que  si  elle  subit  une  diminution,  à  cette  diminution  corres- 
pond une  augmentation  égale  pour  d'autres  corps,  sous  des 
formes  diverses. 

Si  nous  considérons  une  quantité  d'action  relative  inclinée 
sur  la  direction  de  l'entraînement,  nous  pouvons  lui  subs- 
tituer ses  composantes  suivant  trois  axes  rectangulaires,  dont 
l'un  coïncide  avec  la  direction  de  l'entraînement;  les  quan- 
tités d'action  composantes  se  conservant,  il  en  est  de  même 
de  la  résultante  qui  est  la  quantité  d'action  du  corps. 

16.  La  somme  Mici  -f  Mat»»  est  ce  que  Leibniz  appelle  la 
quantité  de  progrès',  mais,  d'après  lui,  ce  n'est  pas  la  conser- 
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vation  de  ce  facteur  qu'il  faut  admettre,  en  tant  que  conser- 
vation de  quelque  chose  d'absolu: 

«  Or,  il  se  trouve,  dit-il,  que  le  progrès  total  se  conserve, 
«  ou  qu'il  y  a  autant  de  progrès  de  même  costé  avant  ou  après 
«  le  choc.  Mais  il  est  visible  encore  que  cette  conservation  ne 
«  répond  pas  à  celle  qu'on  demande  de  quelque  chose  d'ab- 
«  solu,  car  il  se  peut  que  la  vistesse,  quantité  de  mouvement 
«  et  force  des  corps  estant  très  considérables,  leurs  progrès 
«  soit  nuls.  Cela  arrive  lorsque  les  deux  corps  opposés  ont 
«  leurs  quantités  de  mouvement  égales.  En  quel  cas,  selon  le 
«  sens  que  Ton  vient  de  donner,  il  n'y  a  point  de  progrès 
«  total  du  tout...  » 

Ces  considérations  perdent  leur  valeur,  quand  les  quan- 
tités d'action  relatives  des  corps  sont  envisagées  comme  des 
augmentations  et  des  diminutions  des  quantités  d'action 
d'entraînement.  En  particulier,  dans  l'exemple  cité  par  Leib- 
niz, les  deux  corps  opposés  ont  avant  le  choc,  des  quantités 
d'action  relatives  égales  et  de  signes  contraires  +  Mt^  et 
—  Ml';  leurs  quantités  d'action  effectives,  dans  le  système 
considéré,  sont  M  (a  -f-  i')  et  M  (a  —  v).  Après  le  choc,  leurs 
quantités  d'action  relatives  sont — Mv  et  +  TAv\  leurs  quan- 
tités d'action  effectives  sont  M  (a  —  v)  et  M  (a  -f  v).  Le  pre- 
mier corps  a  perdu  la  quantité  d'action  2Mf,  le  second  a  ga- 
gné la  quantité  d'action  2Mc. 

Par  suite,  1**  la  quantité  d'action  totale  qui  est  2Ma  s'est 
conservée; 

2**  Les  quantités  d'action  relatives  -f  Mp  et  —  VLv  se  sont 
conservées  chacune,  chaque  corps  ayant,  après  le  choc,  le 
mouvement  qu'avait  l'autre  avant  le  choc. 

3°  Leur  somme,  qui  est  nulle,  s'est  conservée  aussi,  l'aug- 
mentation subie  par  l'un  des  corps  étant  égale  à  la  diminu- 
tion subie  par  l'autre. 

Tout  concourt  donc  pour  montrer  que,  (contrairement  à 
l'opinion  de  Leibniz,  la  conservation  absolue  porte  sur  la 
quantité  de  mouvement  prise  avec  le  signe  de  la  vitesse,  qui 
est  la  quantité  d'action  relative,  cause  physique  du  mouve- 
ment du  corps  dans  le  système  auquel  il  appartient. 

17.  Je  rappellerai  à  ce  sujet  que  l'unique  point  de  départ 
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adopté  par  Leibniz  pour  soutenir  la  thèse  de  la  conservation 
de  la  force  vive  contre  ce  qu'il  appelle  Terreur  mémorable 
de  Descartes  est  la  proposition  suivante  : 

//  revient  au  même  d'élever  1  livre  à  k  pieds  de  hauteur  et 
d'élever  4  livres  à  1  pied  de  hauteur. 

Ce  que  j'ai  dit  au  sujet  de  Teffet  réellement  subi  par  les 
corps  en  mouvement  montre  que  cette  proposition  est  in- 
exacte. ^ 

Quand  un  corps  tombe  en  chute  libre  dans  le  vide,  Teflet 
de  la  pesanteur,  évalué  à  partir  de  Torigine  du  mouvement, 
est  représenté  par  la  quantité  d'action  ^Iv  acquise  par  le 
corps,  c'est-à-dire  qu'il  est  proportionnel,  non  à  la  hauteur 
de  chute,  mais  à  la  racine  carrée  de  cette  hauteur. 

Inversement,  si  l'on  veut  faire  remonter,  en  une  fois,  un 
corps  pesant  d'un  niveau  donné  correspondant  à  la  position 
de  repos  à  un  niveau  supérieur,  la  quantité  d'action  qu'on 
doit  lui  fournir  de  bas  en  haut  est  proportionnelle,  non  à  la 
hauteur  de  remontée,  mais  à  la  racine  carrée  de  cette  hau- 
teur. 

Il  faudrait,  par  suite,  une  quantité  d'action  deux  fois  plus 
grande  pour  élever,  sans  relai,  4  livres  à  1  pied  de  hauteur, 
que  pour  élever,  également  sans  relai,  l  livre  à  4  pieds. 

Le  postulatum  de  Leibniz  n'est  exact  que  si  l'on  considère 
des  mouvements  uniformes,  comme  on  le  fait  dans  les  expé- 
riences relatives  à  la  détermination  de  l'équivalent  mécanique 
de  la  chaleur. 

18.  En  résumé,  j'ai  eu  pour  objet  d'établir  les  propositions 
sm'vanles  : 

1**  La  cause  du  mouvement  réside  dans  les  corps;  elle  con- 
siste dans  un  état  physique  spécial  suivant  la  direction  du 
déplacement.  C'est  la  véritable  force. 

2**  La  force  de.  la  mécanique  classique  est  la  vitesse  avec 
laquelle  cet  état  physique  se  modifie  suivant  la  direction  de 
l'accélération  totale;  elle  n'est  ni  la  cause  du  mouvement,  ni 
la  cause  de  la  modification  du  mouvement. 

3®  En  prenant  pour  point  de  départ  le  fait  physique,  cause 
du  mouvement,  on  a  le  moyen  de  constituer  une  mécanique 
objective  et  expérimentale,  branche  de  la  Physique. 
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4**  En  prenant  pour  point  de  départ,  soit  la  vitesse,  soit 
Taccélération,  soit  l'accélération  seconde,  etc.  suivant  les- 
quelles la  cause  du  niouvement  varie  par  rapport  au  temps 
ou  à  Tespace  parcouru,  on  peut  constituer  une  infinité  de 
systèmes  de  mécanique,  dont  Tun  est  la  mécanique  actuelle, 
mais  moyennant  le  recours  préalable  à  des  postulats  initiaux. 

Si  Ton  donne  à  ces  facteurs,  ainsi  pris  comme  points  de 
départ,  la  dénomination  purement  conventionnelle  de  forces, 
il  y  a  une  infinité  d'espèces  de  forces,  et  la  force  de  la  méca- 
nique qui  est  Tune  d'elles,  apparaît  comme  n'ayant  pas  le 
caractère  d'agent  unique  en  son  genre  qui  lui  est  actuelle- 
ment attribué. 

Les  principes  de  Kepler  et  Galilée  ne  sont  qu'une  ap- 
plication de  principes  plus  généraux  au  cas  particulier  traité 
par  la  mécanique  classique. 

5®  Pour  définir  l'effet  des  forces,  la  mécanique  actuelle 
identifie  implicitement  les  vitesses  avec  lesquelles  la  cause 
du  mouvement  varie,  d'une  part  en  fonction  du  temps,  d'au- 
tre part  en  fonction  de  l'espace  parcouru,  alors  que  le  pre- 
mier de  ces  facteurs  est  le  produit  du  second  par  la  vitesse. 

Elle  se  trouve  ainsi  substituer  à  l'effet  réellement  subi  par 
le  corps,  qui  est  la  variation  de  la  cause  physique  du  mouve- 
ment mdv^  le  produit  de  cet  effet  par  la  vitesse,  soit  mvdv, 

ou  la  différentielle  de  -y"  • 

Comme  conséquence  de  celte  erreur,  elle  introduit  dans 
ses  développements  la  notion  de  la  force  vive  et  du  travail, 
qui,  tels  qu'elle  les  définit,  sont  des  abstractions  ne  répon- 
dant à  rien  de  réel  dans  la  nature. 

6®  Le  facteur  cinétique  qu'il  y  a  lieu  de  considérer  dans  la 
conservation  de  l'énergie  n'est  pas  la  force  vive  :  ce  facteur 
est  la  quantité  d'action,  produit  de  la  masse  des  corps  par 
leur  vitesse  prise  avec  son  signe. 

Lient. -colonel  Hartmann  (Paris). 
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L  Première  enfance. 

(De  1  à  6  ans). 

Quand  faut-il  faire  commencer  aux  enfants  l'étude  du  cal- 
cul, et  comment  doit-on  s  y  prendre.. 

A  notre  avis  cette  étude  doit  être  commencée  aussitôt  que 
Tenfant  sait  parler,  car  dès  le  moment  que  Tenfant  sait  dire 
un  cheval,  des  chevaux,  il  s'ait  distinguer  Tunité  d'une  plura- 
lité, ce  qui  est  déjà  une  première  notion  arithmétique,  et  il 
ne  doit  pas  être  difficile  à  une  mère  de  donner  à  Tenfant 
ridée  du  nombre  deux  en  lui  faisant  dire  combien  il  a  de  nez 
et  d'yeux,  de  bouche  et  d'oreilles.  Mais  à  ce  premier  degré 
d'initiation  on  doit  marcher  très  lentement  et  ne  passer  à 
Tétude  d'un  nouveau  nombre  qu'après  avoir  passé  trois  se- 
maines ou  même  un  mois  sur  celui  qui  précède.  Il  ne  faut 
pas  user  de  chiffres  :  non  seulement  les  enfants,  mais  même 
des  personnes  d'un  certain  âge  ne  sont  que  trop  portées  à 
confondre  le  signe  avec  l'objet  qu'il  symbolise  ;  mais  faire 
compter  à  l'enfant  le  nombre  de  pieds  de  divers  meubles, 
depuis  la  sellette  du  paveur  jusqu'à  la  grande  table  de  la  salle 
à  manger,  le  nombre  de  roues  de  divers  véhicules,  depuis  la 
brouette  jusqu'à  la  voiture  pour  arriver  au  nombre  qua- 
tre. Les  doigts  d'une  main  lui  serviront  à  avoir  l'idée  nette 
du  nombre  cinq.  Le  nombre  de  pétales  et  de  sépales  de  fleurs 
simples  et  des  lobes  du  feuillage  de  diverses  plantes  le  fe- 
ront arriver  au  nombre  sept.  Là  on  peut  lui  apprendre,  pre- 
mier exemple  de  choses  comptables  non  palpables,  les  noms 
des  jours  de  la  semaine  et  à  les  compter.  Les  nombres  huit 
et  neuf  lui  deviendront  familiers  au  moyen  de  huit   cubes 
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lui  servant,  comme  premier  exercice  de  construction,  à  édi- 
fier un  cube  plus  grand  semblable  à  chacun  des  matériaux  de 
son  édifice  ;  et  par  les  neuf  quilles  qu'il  disposera  en  carré. 
Les  dix  doigts  de  ses  deux  mains  lui  donneront  le  nombre 
dix. 

Précaution  importante  :  ne  donner  à  l'enfant  un  nouveau 
nom  de  nombre  que  lorsqu'il  sait  déjà  faire  à  vue  Testima- 
tion  de  tout  nombre  d'objets  inférieur.  En  prenant  cette 
précaution  on  empêche  les  réponses  au  hasard  que  les  en- 
fants aiment  trop  employer,  et  dont  il  est  si  difficile  de  les 
débarrasser. 

Pour  mieux  réussir  on  peut  se  servir  de  cinq  jetons,  le 
premier  en  forme  de  disque,  vide  d'un  côté  et  portant  sur 
l'autre  un  seul  point,  qu'on  jettera  sur  la  table  demandant  à 
l'enfant  de  dire  zéro  ou  un,  selon  le  cas. 

Les  autres  seront  en  forme  de  dés  et  porteront  sur  leurs 
six  faces. 

Le  premier         0,     0,     1,     1,     2,     2,     points. 
Le  second 
Le  troisième 
Le  quatrième 

Pour  aller  jusqu'à  10  on  joint  successivement  au  quatrième 
dé  les  quatre  premiers  jetons. 

Ne  pas  permettre  aux  enfants  de  réciter  la  série  des  dix 
premiers  nombres  sans  lever  successivement  leurs  dix  doigts, 
ou  sans  compter  des  haricots,  des  billes,  des  noix,  etc. 

Voici  le  point  où  il  serait  désirable  de  faire  arriver  les  en- 
fants à  trois  ans,  âge  de  leur  entrée  à  Técole  enfantine  (im- 
proprement appelée  salle  d'asile  en  France).  Mais  ici  la  réa- 
lité ne  sera  pas  toujours  d'accord  avec  l'idéal  proposé,  la 
directrice  de  l'école  sera  obligée  de  suppléer  d'abord  à  la 
négligence  des  parents,  et  il  faudra  qu'elle  consacre  les 
premiers  mois  à  enseigner  d'après  les  méthodes  précéden- 
tes à  compter  jusqu'à  dix,  avant  d'enseigner  à  calculer  avec 
ces  mênies  nombres.  Mais  il  lui  sera  permis  d'aller  plus  vite 
avec  les  enfants  de  trois  ans  que  la  mère  de  famille  avec  des 
enfants  plus  jeunes. 

L'Enseignement  mathém.,  6*  année  ;  1904.  30 
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Passons  maintenant  à  nos  exercices  de  calcul. 

Pour  les  premiers  la  récitation  rythmée  jouera  un  rôle 
qu'on  empêchera  de  tourner  au  psittacisme  en  la  faisant  ac- 
compagner du  comptage  d'objets  réels.  C'est  ainsi  qu'on 
fera  lever  un  à  un  en  commençant  par  le  pouce  tous  les 
doigts  de  la  main  droite,  puis  de  même  tous  ceux  de  la  main 
gauche  en  rythmant  les  douze  mesures  à  deux  temps  qui 
suivent  : 


Un,  deux; 
Six,  sept; 


trois,  quat'; 
huit,  neuf: 


Cinq!., 
dix!.. 


Un' fois    I  cinq  fait 
deux  fois  j  cinq  font 


cinq 
dix  !. 


Puis  on  lèvera  successivement  et  deux  à  deux,  d'abord  les 
deux  pouces,  puis  les  deux  index,  etc.,  en  déclamant  rythmi- 
quement  les  25  mesures  à  2  temps  qui  suivent  : 


Un, 

deux  ! . . .  . 

une  fois  . . 

deux  fait. . 

deux  î . .  . . 

Trois,    ... 

quat'  ! 

deux  fois  . 

deux  font. 

quat' 

Cinq 

Six  ! 

Irois  

six. 

Sept 

huit! 

quatre  .  . . 

huit 

neuf 

dix  ! 

cinq 

dix 

Ne  jamais  oublier  la  gymnastique  des  doigts,  à  moins  qu'on 
ne  fasse  compter  des  objets  réels  qu'il  faudra  faire  disposer 
régulièrement  en  deux  groupes  de  cinq,  soit  en  cinq  grou- 
pes de  deux  unités. 

On  fera  déclamer  de  même  au  moment  de  leur  formation 
au  moyen  de  jetons  les  trois  priemiers  produits  de  trois,  et 
les  deux  premiers  de  quatre. 

11  y  a  plusieurs  manières  d'accoupler  ensemble  les  dix  pre- 
miers nombres  qu'il  faut  enseigner  aux  enfants  à  cause  de 
leur  utilité  subséquente  pour  le  calcul  mental  ;  il  y  en  a  trois 
qu'on  peut  leur  faire  étudier  au  moyen  des  doigts  levés  et 
des  doigts  rabattus  à  une  ou  deux  mains,  ce  sont  : 

1**  Les  nombres  dont  la  somme  est  cinq. 

2°  Les  nombres  dont  la  différence  est  cinq,  que  nous  ap- 
pellerons nombres  correspondants. 

3"*  Les  nombres  complémentaires  ou  dont  la  somme  est 
dix. 
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C'est  au  moyen  d'un  jeu  de  quilles  ou  de  neuf  jetons  d'une 
forme  quelconque  qu'on  étudiera  les  nombres  dont  la  somme 
est  neuf,  et  que  nous  appellerons  complémentogènes. 

Il  est  désirable  que. les  deux  faces  des  jetons  soient  de  cou- 
leurs différentes,  telles  que  le  rouge  et  le  vert.  Ci-dessous  le 
schéma  des  deux  nombres  complémentogènes  cinq  et  qua- 
tre. 

o   o   o 

o    o    • 

•   •   • 

Maintenant  qu'on  connaît  les  résultats  les  plus  utiles  pour 
le  calcul  mental,  faisons  trouver  aux  enfants  les  résultats  de 
toutes  les  additions  et  soustractions  possibles  à  celui  qui 
ne  connaît  que  les  dix  premiers  nombres.  Nous  nous  y  pren- 
drons de  manière  à  faciliter  plus  tard  l'étude  des  livrets 
d'addition  et  de  soustraction,  et  de  multiplication  pour  le 
calcul  en  général. 

Pour  cela  nous  procéderons  par  couples  de  nombres 
complémentaires  1  et  9,  2  et  8,  etc.  Par  exemple  pour  3 
et  7  on  fera  agir  les  enfants  de  la  manière  suivante  : 

Zéro  et  trois  font  ooo  ooo  ooo 

Trois  et  trois  font  ooo  ooo 

Six  et  trois  font  ooo 
Neuf 


moins  sept  font  o   o  o   o  o   o 

Deux  et  trois  font  ooo  ooo 

Cinq  et  trois  font  ooo 
Huit 

moins  sept  font  ooo 

Un  et  trois  fout  ooo  ooo 

Quatre  et  trois  font  ooo 


moins  sept  font  zéro. 


Sept 
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Puis  la  contrepartie  : 

Zéro  et  sept  font  o  moins  trois  o  moins  trois         o 

o   o   o  o   o  o 

o   o   o 

plus  sept  o   o  moins  trois      o   o  moins  trois    o   o 

o   o   o  o   o  o 

o   o   o 

plus  sept  o   o   o  moins  trois  o   o   o  moins  trois  o   o   o 

o   o   o  o   o   o 

o   o   o 

moins  Irois  reste  zéro. 

On  obtient  en  faisant  les  mêmes  opérations  sur  les  com- 
plémentaires 1  et  9;  2  et  8;  4  et  6;  5  et  5,  d'abord  en  com- 
mençant par  0,  puis  en  commençant  par  un  autre  nombre, 
les  suites  de  nombres  suivantes  qui  peuvent  au  besoin  rem- 
placer les  livrets  d'addition  et  de  multiplication. 

0,   1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9;  0. 

0,  2,  4,  6,  8;  0.  i,  3.  s,  7;  sj  i. 

0,  :K  6,  9;  2,  5,  8;  1,  4,  7;  0. 

0,  4,  8;  2,  6;  0.  i,  5, 9;  3. 7;  i. 

0  ,     5  ;    0  .  1,  6;  1  2,  7;  2  3,  8;  3  4,  9j  4. 

On  profitera  de  ces  exercices  pour  faire  classer  par  les  en- 
fants les  nombres  en  pairs  et  impairs;  les  pairs  en  simplement 
pairs  et  quadruples;  les  impairs  en  préquadruples  (3,  7)  et 
transquadruples  (l,  5,  9)  ;  en  nombres  triples  (0,  3,  6, 9)  ;  pré- 
triples (2,  5,  8)  et  transtriples  (l,  4,  7).  Mais  pour  opérer  ces 
classifications  il  faut  toujours  mettre  sous  les  yeux  des  en- 
fants des  jetons  qu'on  4eur  fait  ranger  de  manière  à  justifier 
les  dénominations.  Les  définitions  devront  toujours  être  don- 
nées d'une  façon  matérielle  ;  \ine  quantité  de  jetons  est  triple 
quand  on  peut  les  mettre  en  trois  rangées  contenant  le  même 
nombre  de  jetons  ;  prétriple  quand  il  manque  un  jeton  à  l'une 
des  trois  rangées,  etc. 

En  faisant  partager  aux  enfants  un  objet  rond,  carré  ou 
rectangulaire  en  deux,  quatre  et  huit  parts,  en  trois,  six  et 
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neuf  parts,  en  cinq  et  dix  parts,  leur  enseigner  le  sens  des 
mots  moitié,  tiers,  quart,  cinquième....  dixième.  Sur  du  pa- 
pier quadrillé  en  centimètres  carrés  faire  tracer  des  carrés 
exacts  de  deux,  cinq  et  dix  c.  m.  q.  d'étendue  et  faire  estimer 
ces  étendues  aux  enfants  par  décomposition  en  fractions  de 
centimètres.  (Voir  les  figures  ci-dessous.) 


On  ne  s'imagine  pas  aisément  combien  de  problêmes  à  leur 
âge  on  peut  donner  à  résoudre  aux  enfants  ;  le  premier  à  pro- 
poser est  :  Vos  parents  vous  envoient  chercher  pour  tant  de 
sous  d'huile  chez  un  épicier,  combien  doit-il  vous  rendre  sur 
une  pièce  de  dix  sous.  On  peut  même  proposer  des  règles  de 
trois  directes  ou  inverses  : 

1.  Deux  frères  ont  tous  les  jours  six  pommes  à  se  partager 
pour  leur  goûter.  Ils  amènent  un  camarade  ;  combien  leur 
père  doit-il  leur  donner  de  pommes  pour  que  les  rations  per- 
sonnelles ne  soient  pas  diminuées.  (Règle  de  trois  directe.) 
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2.  Deux  frères  ont  tous  les  jours  chacun  trois  pommes  à 
leur  goûter.  Ils  amènent  un  camarade  avec  lequel  ils  parta- 
gent. Combien  chacun  en  mangera-t-il  ?  (Règle  de  trois  in- 
verse.) 

Dans  le  courant  de  la  troisième  année  d'école  maternelle 
on  peut  élargir  le  champ  d'opération  en  sortant  des  dix  pre- 
miers nombres.  Au  moyen  d'un  boulier  ou  de  réglettes  for- 
mées par  la  juxtaposition  de   dix  cubes,  on  fait  compter  les 

enfants  par  dizaines,  dix,  vingt,  trente septante,  octante, 

nouante,  cent. 

On  fait  compter  après  par  cinquaines  o  o 
jusqu'à  cinquante,  et  par  paires  jusqu'à  o  o 
vingt.  o   o 

Puis  on  fait  prendre  12  jetons,  blancs  •  •  •  •  o  o 
d'un  côté,  noirs  de  l'autre  et  on  les  dispose  •  •  •  •  o  o 
des  deux  façons  indiquées  ci-contre  •   •      ##00 

pour  prouver  que  12  =  6x2=3x4.  On  fait  de  même 
pour  le  nombre  16  =  8  X  2  =  4*. 

En  donnant  aux  enfants  neuf  dés  sous  forme  de  centimètres 
cubes,  et  neuf  baguettes  formées  chacune  de  dix  de  ces  dés, 
on  leur  fait  former  un  quelconque  des  100  premiers  nombres, 
et  ajouter  successivement  un  même  autre  nombre  inférieur 
à  10,  par  exemple  6.  L'enfant  apprendra  par  expérience  qu'il 
y  a,  selon  les  cas,  2  façons  d'opérer  :  1**  Ajouter  6  au  nombre 
d'unités.  2®  Ajouter  une  réglette  et  enlever  4  dés. 

Apprendre  aux  enfants  à  faire  la  somme  de  nombres  exacts 
de  dizaines,  et  encore  le  produit  d'un  nombre  exact  de  di- 
zaines par  un  des  neuf  premiers  nombres. 

trois  et  quatre  font  sept.  1    deux  fois  quatre  font  huit, 

trente  et  quarante  font  septante.  | .  quarante  ;  octanle. 

Puis  graduant  les  exercices  faire  faire  la  somme  d'un 
nombre  exact  de  dizaines  et  d'un  des  19  premiers  nombres. 
Ainsi  : 

soixante  et  treize  font  septante-trois, 
septante  et  onze  font  octante-un. 
Ces  exercices  de  dernière  année  d'école  enfantine  peuvent 
être  ajournés  au  besoin  à  la  V^  de  l'école  primaire. 
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2.  Les  deux  premières  années  de  Técole  primaire. 

jDe  6  à  8  ans.) 

Nos  entants  savent  maintenant  additionner  mentalement: 
1**  deux  nombres  inférieurs  à  dix  unités  ;  2*  deux  nombres  in- 
férieurs à  10  de  dizaines  ;  3**  un  nombre  entier  de  dizaines 
avec  un  des  dix-neuf  premiers  nombres. 

Il  sera  donc  facile  de  leur  faire  additionner  mentalement 
deux  nombres  inférieurs  à  cent. 

Supposons  qu^on  ait  à  additionner  47  et  35  on  dira  : 

quarante-sept  * 

et  trente-cinq 
font  (septante  et  douze)  =  oclante-deux. 

Il  faudra  rester  longtemps  sur  ces  exercices  d'additions 
mentales  de  nombres  allant  de  10  à  100,  en  ayant  soin  de  gra- 
duer les  difficultés.  Il  me  semble  qu'il  doit  être  facile  d'arri- 
ver ainsi  à  faire  des  additions  par  tranches  de  2  chiffres. 
L'addition  de  deux  nombres  égaux  correspond  à  la  multipli- 
cation par  deux  ;  quand  on  y  est  devenu  très  habile  l'addition 
d'un  nombre  et  de  son  double  correspondra  à  la  multiplica- 
tion par  3;  elle  doublement  du  double  à  la  multiplication  par  4. 

L'enfant  sait  maintenant  trouver  mentalement  tous  les  pro- 
duits inférieurs  à  cent  des  cinq  premiers  nombres.  Il  existe 
un  moyen  très  ingénieux  employé  par  les  peuples  de  TOrient 
pour  trouver  les  produits  entre  eux  des  nombres  compris 
entre  cinq  et  dix.  Vous  voulez  avoir  le  produit,  par  exemple, 
de  six  par  huit.  Aux  deux  mains  vous  levez  un  nombre  de 
doigts  égal  respectivement  au  complément  de  six,  savoir  4  et 
à  celui  de  8,  savoir  2.  Alors  il  ne  reste  plus  qu'à  ajouter,  au 
décuple  du  nombre  de  doigts  baissés  (ici  40),  le  produit  des 
nombres  de  doigts  levés  à  chaque  main  (2x4;=  8)  ce  qui 
donne  48. 

Celte  manière  d'opérer  peut  être  démontrée  par  l'arithmé- 
ti(|ue,  Talgèbre  et  la  géométrie;  mais  ce  n'est  pas  encore  le 
moment  ici,  les  enfants  pour  devenir  vraiment  forts  en  calcul 
mental  doivent  encore  ignorer  les  chiffres  et  ne  sont  pas  encore 
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assez  forts  logiciens;  mais  comme  le  théorème  ne  s'étend  qu'à 
quinze  cas  particuliers  on  peut  le  prouver  par  expérimenta- 
tion pour  chacun  de  ces  quinze  cas.  Ainsi  pour  faire  prouver 
aux  enfants  que  7  X  6  =  30  +  12  =  42,  vous  n'avez  qu'à 
mettre  entre  leurs  mains  des  réglettes  formées  par  la  juxta- 
position de  7  centimètres  cubes  et  avec  6  de  ces  réglettes 
leur  faire  former  successivement  les  figures  suivantes. 


« 


Si  on  prend  deux  nombres  inférieurs  à  cinq  et  leurs  com- 
pléments il  existe  entre  ces  quatre  nombres  et  leurs  produits 
deux  à  deux  des  relations  numériques  assez  intéressantes 
qu'on  peut  faire  remarquer  aux  enfants  par  quinze  schémas 
comme  celui  ci-contre,  pour  leur  faciliter  Tétude  du  livret  en 
attendant  qu'ils  soient  assez  intelligents  pour  rechercher  et 
expliquer  les  causes  de  ces  relations. 


Maintenant  avec  100  jetons  de  nuances  différentes  par 
chaque  dizaine  on  peut  faire  construire  des  parallélogram- 
mes ayant  pour  base  6,  7,  8  ou  9  jetons,  et  faire 
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compter  par  sixaines  jusqu'à  6x  16  ==  90. 
»  »    septaines     »        7x14=:  98. 

»  »    huitaines     »        8x12  =  90. 

»  »    neuvaines    »        9x11  =  99. 

Arrivés  à  la  fin  de  la  première  année  de  Técole  primaire 
les  élèves  sauront  faire  mentalement  tous  les  calculs  où  don- 
nées et  résultats  seront  inférieurs  à  cent  sans  avoir  fait  e/w- 
ploi  de  chiffrées.  La  seconde  année  d'école  primaire  il  faut 
d'abord  revoir  le  même  cercle  avec  l'aide  du  calcul  chiffré  et 
étendre  les  additions  et  multiplications  aux  données  infé- 
rieures à  cent,  c'est-à-dire  jusqu'à  180  pour  les  sommes  et 
jusqu'à  8100  pour  les  multiplications,  ce  qui  implique  la  con- 
naissance de  la  numération  jusqu'à  la  myriade.  Pour  arri- 
ver à  ce  résultat  de  multiplier  mentalement  entre  eux  les 
nombres  inférieurs  à  cent  on  n'a  qu'à  apprendre,  ce  qui  sera 
facile,  une  table  de  Pythagore  agrandie  dont  la  double  entrée 
sera  : 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  20,  30,  40,  50,  60,  70,  80,  90 
de  manière  à  pouvoir  dire  trois  fois  (|uarante?  cent-vingt  ;  ou 
bien  encore  nonante  fois  nouante?  huit  mille  cent.  \jne  fois 
qu'on  s'est  familiarisé  avec  ces  résultats  on  n'a  qu'à  em- 
ployer mentalement  une  méthode  qu'Edouard  Lucas  a  vu  ap- 
pliquer par  écrit  à  la  foire  aux  pains  d'épices  de  Paris.  Il  dit 
que  cette  méthode  est  connue  sous  le  nom  de  Méthode 
Richard,  bien  qu'on  la  trouve  développée  dans  le  Livre  de 
l'Abaque  de  Léonard  de  Pise  (1202). 

4         6 
Soit  46  à  multiplier  par  38.  Je  dis  :  \^ 

3         8 

(Quarante  fois  trente) douze  cents 

(six  fois  trente)  =  cent-oclante )    . 

(plus  huit  fois  quara nte)  =  trois  cent-vingt  ) J 

dix  sept  cents 
six  fois  huit  quarante  huit 

Edouard  Lucas,  page  75  de  son  Arithmétique  amusante, 
applique  la  méthode  à  des  nombres  de  3  et  4  chiffres. 
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Tn  instituteur  doit  se  garder  de  le  suivre,  il  ne  s'agit  pas 
de  faire  des  virtuoses  de  foire,  mais  des  gens  capables  de  se 
rendre  compte,  sans  le  secours  de  papier,  de  l'avantage  ou 
désavantage  d'une  transaction  ne  roulant  que  sur  de  petites 
quantités  de  marchandises  et  d'argent.  Dès  qu'il  s'agit  de 
3  chiffres  il  vaut  mieux  recourir  au  papier,  et  faire  les  cal- 
culs de  la  manière  usuelle. 

Il  y  a  des  instituteurs,  à  ce  qu'il  paraît,  qui  parviennent  à 
faire  réciter  aux  enfants  les  nombres  de  la  table  de  Pytha- 
gore  non  seulement  en  colonnes  verticales  mais  encore  en 
séries  obliques  :  ce  n'est  pas  par  la  mémoire  qu'on  y  arrive; 
il  suffit  au  nombre  de  l'entrée  d'ajouter  selon  leur  ordre  na- 
turel ceux  de  même  parité.  Exemple  :  3  +  5  fait  8  +  7  fait 
15  +  9  fait  24.  Ces  nombres  seront  en  même  temps  les  pro- 
duits dont  les  deux  facteurs  augmentent  chaque  fois  d'une 
unité.  La  table  de  Pythagore  jouit  encore  de  bien  des  pro- 
priétés géométriques  qu'on  a  tort  de  ne  pas  révéler  aux  en- 
fants au  moment  où  on  leur  en  fait  apprendre  les  produits. 
L'enfant  aime  l'action  plutôt  que  la  lecture;  il  saura  mieux  ce 
que,  sous  votre  direction,  il  croira  avoir  trouvé  lui-même, 
que  ce  que  vous  lui  enseignez  d'un  ton  dogmatique;  il  re- 
tiendra mieux  ce  que  vous  lui  aurez  fait  calculer  sou- 
vent avec  jetons  posés  au  fur  et  à  mesure  que  ce  que 
vous  lui  aurez  fait  apprendre  par  cœur.  Les  13  premiers 
nombres  triangulaires  par  sommation  des  nombres  naturels; 
les  10  premiers  carrés  par  sommation  des  10  premiers  nom- 
bres impairs,  etc. 

La  liste  des  nombres  premiers  inférieurs  à 
cent  possède  des  propriétés  mnémoniques 
tellement  marquées  que  je  n'ai  jamais  com- 
pris pourquoi  on  n'en  fait  pas  dresser  la  liste 
aux  enfants,  assez  souvent  pour  la  leur  faire 
retenir.  La  voici  établie  de  façon  à  en  bien 
marquer  les  caractères  mnémoniques. 

11  est  utile  dans  la  phase  où  on  ne  fait  cal- 
culer que   jusqu'à    cent  de   donner  aux  en- 
fants les  caractères  de  divisibilité  des  nom- 
bres compris    dans  ces  limites   et   de    les    leur  démontrer 


11 

13 

17|19 

23 

29 

31 

27 

41 

43 

47 

• 

53 

59 

61 

67 

71 

73 

■K 

79 

83 

89 

■¥■ 

97 
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d'une  façon  concrète.  Supposons  que  nous  voulions  savoir  si 

34  est  divisible  par  7. 

• 

•  ••••••ooo   • 

•  ••••••ooo   • 

•  ••••••ooo   • 

En  construisant  le  nombre  j'aurai  soin  pour  chaque 
dizaine  d'employer  7  jetons  noirs  et  3  blancs,  comme  ci- 
contre,  en  mettant  les  3  jetons  blancs  à  la  droite.  Il  est  facile 
de  montrer  que  les  jetons  blancs  des  dizaines  plus  les  je- 
tons représentant  les  unités  auront  à  la  division  par  7  le 
même  reste  que  tout  Tensemble  des  jetons;  d'où  Ton  con- 
clut : 

Un  nombre  composé  de  dizaines  et  d'unités  est  divisible 
par  7  lorsque  le  triple  du  nombre  des  dizaines  augmenté  de 
celui  des  unités  est  divisible  par  7.  Dans  l'exemple  ci-des- 
sus 9  -|-  4  =  13  dont  le  reste  par  7  est  6;  donc  34  divisé  par 
7  donnera  aussi  pour  reste  6.  On  trouvera  des  moyens  ana- 
logues pour  la  divisibilité  par  2,  4,  8  ;  par  3  et  9;  par  6; 
par  5. 

Un  nombre  est  divisible  par  4  si  à  un  no.mbre  impair  de 
dizaines  se  joint  un  nombre  simplement  pair  d'unités  ;  ou  si 
à  un  nombre  pair  de  dizaines  se  joint  un  nombre  quadru- 
ple d'unités. 

Pour  les  nombres  octuples  les  cas  à  distinguer  sont  plus 
nombreux. 

La  plupart  des  propriétés  élémentaires  des  nombres  peu- 
vent ainsi  être  démontrées  au  moyen  de  jetons,  telles  : 

Tout  nombre  triangulaire  supérieur  à  trois  est  en  même 
temps  un  nombre  parallélogramme. 

Tout  carré  est  quadruple  ou  transoctuple. 

Tout  carré  est  nonuple  ou  transtriple. 

Tout  triangle  est  triple  ou  transtriple. 

Toutes  ces  propositions  peuvent  être  démontrées  au 
moyen  de  jetons  ou  de  papier  quadrillé;  mais,  pour  ces  deux 
dernières  propositions,  il  serait  avantageux  d'avoir  du  papier 
divisé  en  petits  triangles  équilatéraux  (s'il  se  peut,  de  cou- 
leurs alternées,  bleu  et  blanc). 


452  CH,    BERDELLÉ  * 

Un  exercice  très  profitable  pour  le  calcul  mental  serait  de 
prendre  les  nombres  ayant  de  trois  à  six  facteurs,  et  avec  des 
jetons  ou  du  papier  quadrillé  de  trouver  expérimentalement  de 
combien  de  manières  on  peut  les  disposer  en  parallélogram- 
mes ;  ceci  pour  la  première  année  d'école  primaire.  La  se- 
conde on  enseignerait  aux  enfants  la  manière  de  trouver  tous 
les  facteurs  premiers  et  tous  les  diviseurs  de  chacun  de  ces 
nombres,  en  faisant  recommencer  l'opération  avec  les  je- 
tons. Avec  de  petits  cubes  et  les  diviseurs  des  nombres 
trouver  aussi  le  nombre  de  fois  qu'un  nombre  à  plus  de  3 
facteurs  peut  être  disposé  en  parallélipipèdes. 

On  voit  que  tous  nos  exercices  de  calcul  mental  sont  en 
même  temps  aptes  à  donner  aux  enfants  l'idée  de  la  mesure 
de  certains  corps  réguliers;  du  carré  de  Thypoténuse,  et 
de  bien  d'autres  notions  géométriques.  Si  Tétude  de  Tarilh- 
mélique  précède  généralement  celle  de  la  géométrie,  c'est  à 
cause  de  sa  plus  grande  nécessité  pour  le  vulgaire  ;  mais  je 
crois  qu'il  arrivera  un  moment  où  l'étude  de  la  géométrie  la 
plus  élémentaire  précédera  celle  de  Tarithmétique.  Avec  les 
nombres  figurés  on  peut  donner  dès  le  début  des  études  cer- 
taines idées  rejetées  aux  derniers  chapitres: 

Les  progressions  arithmétiques  et  leurs  sommations  peu- 
vent être  expliquées  intuitivement  au  moyen  de  la  suite  des 
nombres  triangulaires,  des  nombres  carrés,  etc.  On  peut 
donner  l'idée  intuitive  d'une  progression  par  quotient  en 
faisant  tracer  sur  du  papier  quadrillé  en  demi-centimètres 
les  carrés  de  1,  2,  4,  8,  etc.,  centimètres  carrés  d'étendue.  Ce 
qui  écarte  des  mathématiques  un  grand  nombre  d'esprits, 
c'est  la  façon  trop  abstraite  de  les  présenter,  et  l'époque  trop 
tardive  à  laquelle  on  fait  commencer  ces  études,  et  l'inhabi- 
leté au  calcul  qui  résulte  de  tout  cela. 

On  peut  faire  trouver  aux  enfants  les  règles  des  quatre 
opérations  fondamentales  en  les  leur  faisant  d'abord  exécu- 
ter matériellement  au  moyen  de  dés,  de  réglettes  et  de  pla- 
teaux représentant  des  unités,  des  dizaines  et  des  centaines  ; 
ou  bien  avec  des  centimes,  des  décimes  et  des  francs,  ou  des 
grammes,  décigrammes  et  centigrammes. 

Le  papier  quadrillé  ne  servira  pas  seulement  à  établir  des 
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représentations  réelles  des  nombres  ;  il  peut  aussi  servir  à 
disposer  les  nombres  chiffrés  dans  des  tableaux,  de  manière 
à  faire  ressortir  un  grand  nombre  de  leurs  propriétés.  Ainsi  en 
prenant  un  carré  formé  de  10  X  10  autres  carrés  on  peut  par 
la  pensée  affecter  à  chaque  carré  un  des  cent  premiers  nom- 
bres. Si  alors  on  inscrit  dans  leurs  cases  respectives  seule- 
ment les  multiples  de  3  on  verra  ceux-ci  disposés  dans  un 
ordre  très  facile  à  saisir  par  la  vue  où,  de  3  en  3,  le  chiffre 
des  dizaines  croîtra  d'une  unité  et  celui  des  unités  dé- 
croîtra d'autant  ;  les  multiples  de  9  occuperont  la  grande  dia- 
gonale ;  etc.,...  et  les  produits  ainsi  disposés  se  retiendront 
sans  grands  efforts  de  mémoire.  Les  conditions  de  la  divisi- 
bilité par  3  sauteront  aussi  aux  yeux  ;  de  manière  que  plus 
tard,  quand  dans  un  cours  d'arithmétique  on  en  sera  à  la 
démonstration  régulière  de  ces  conditions,  on  se  trouvera 
en  pays  de  connaissance. 

Nous  avons  donné  la  façon  dont  nous  avons  pensé  qu'il 
faut  enseigner  le  calcul  jusqu'à  Tâge  de  huit  ans,  sans  énu- 
mérer  tous  les  exercices  que  chaque  maître  pourra  imaginer 
pour  rendre  ces  premières  leçons  plus  fructueuses.  Il  faut 
surtout  y  mêler  beaucoup  d'exercices  d'estimation  à  vue  de 
distances,  de  surfaces  et  de  volumes,  bien  entendu  avec  pos- 
sibilité de  vérifications;  la  première  étude  des  nombres  de- 
vient surtout  intéressante  par  leur  application  à  des  objets 
matériels  ;  et  quand  plus  tard  l'esprit  des  enfants  a  fait  assez 
de  progrès  pour  sentir  les  charmes  des  vérités  mathémati- 
ques indépendamment  de  toute  application,  ils  seront  munis 
d'un  esprit  pratique  qui  ne  pourra  que  leur  être  utile  et  les 
mettre  souvent  sur  la  voie  de  solutions  que  le  calcul  seul  ne 
pourrait  leur  fournir  aussi  rapidement. 

Ch.  Berdellé. 
Rioz  (Haute-Saône). 

L'article  ci-dessus  a  été  inspiré  en  grande  partie  par  le  titre  d'un  livre 
que  je  n'ai  jamais  réussi  à  trouver;  ce  titre  est  Le  calcul  sans  chiffres,  par 
Bekgery,  ancien  professeur  à  l'école  d'application  de  Metz. 

Je  serais  bien  reconnaissant  à  qui  pourrait  me  le  communiquer  seulement 
pour  quelques  jours.  Ch.  B. 


SUR  LA  DÉCOMPOSITION  EN  CARRÉS 

DES   FORMES    QUADRATIQUES 


On  fait  connaître  dans  les  ouvrages  classiques,  deux  et 
quelquefois  trois  méthodes  pour  la  décomposition  des  for- 
mes quadratiques  en  carrés.  L'une  que  Ton  appelle  quelque- 
fois méthode  de  Gauss,  on  ne  sait  pas  pourquoi,  consiste  à 
former  des  carrés  contenant  fun  une,  le  second  deux...  va- 
riables, cette  méthode  a  l'avantage  de  ne  pas  introduire  d'ir- 
rationnelles, mais  elle  est  d'une  application  aussi  rebutante 
que  la  recherche  d'un  plus  grand  commun  diviseur  ou  que 
l'ancienne  intégration  par  parties. 

Une  autre  méthode  est  connue  sous  le  nom  de  méthode  de 
l'équation  en  s,  elle  n'a  qu'un  intérêt  théorique,  quant  à  la 
troisième  qui  réduit  simultanément  deux  formes,  on  peut  lui 
adresser  les  mêmes  critiques. 

Enfin  il  y  a  bien  encore  une  méthode  très  générale  qui 
consiste  à  identifier  les  deux  membres  de  la  formule 

la^j  x^x.  =  2(a,.i:r4  +  a^^x^  -f  ...  +  a^*J» 

Celle-là,  personne,  je  crois,  n'a  songé  à  l'appliquer. 

Hé  bien,  il  existe  une  méthode  très  simple  qui  a  l'avantage 
de  fournir  une  infinité  de  décompositions  sans  introduire 
d'irrationnelles.  Pour  exposer  cette  méthode  nous  représen- 
terons la  forme  2«,y  ^i^j  par  le  tableau  de  ses  coefficients 
ainsi  : 


«Il    «la 


11) 


'81      "2J       ■• 


Sil 


'niL 


FORMES  QUADRATIQUES 
Une  forme  qui  se  réduit  à 
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0     o 


a^ 


est  une  somme  de  carrés  atix\  +  aaxl  -4-  ...  Pour  rame- 
ner une  forme  à  une  somme  de  carrés,  il  suffira  donc  de 
donner  au  tableau  qui  la  représente  la  forme  qui  précède. 

Voyons  la  modification  qu'une  substitution   linéaire  telle 
que 

x\  =  X-  H-  \xj 


introduit  dans  le  tableau  (1)  ;  la..:v\x.  devient 

or  le  tableau  représentatif  de  cette  nouvelle  forme  s'obtient 
simplement  en  ajoutant  aux  éléments  de  la  1"  ligne  et  de  la 
/"  colonne,  ceux  de  la  j^  ligne  et  de  la  ./®  colonne  multipliées 
par  X.  Si  à  cette  remarque  on  ajoute  encore  la  suivante,  qu'en 
échangeant  les  lignes  de  rang  i:  et  y,  on  ne  fait  que  remplacer 
dans  la  forme  x,  par  .ry  et  vice-versà,  on  voit  que  Ton  peut 
effectuer  sur  le  tableau  (1)  les  opérations  qui  n'altèrent  pas 
un  déterminant  à  la  condition  que  ces  opérations  faites  sur 
les  lignes  et  les  colonnes  soient  répétées  sur  les  colonnes  et 
les  lignes,  et,  en  faisant  cela,  on  ne  fait  qu'effectuer  une  subs- 
titution linéaire. 

Je  vais  faire  quelques  applications  des  principes  précédents. 

1**  Je  suppose  que  l'on  demande  la  nature  de  la  surface  re- 
présentée par  l'équation 

X*  -I-  2f  -h  35*  —  \rz  -h  2xz  —  4J^)•  =  1. 

Le  premier  membre  s'écrit  symboliquement 

1  —  2      1 

-  2        2—2 
1—2        3 
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on  remplace  ce  tableau,  successivement  par 


1      0      1 

0  —  6        0 
10       3 


1  0  0 
0  —  6  0 
0       0        1 


et  on  voit  que  par  une  substitution  linéaire  et  homogène  on 
ramène  la  surface  à  la  forme 

^*  —  6j»  -f  2*  =  1  ; 

elle  est  donc  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 
2*  Résoudre  Téquation 

jt«  -f.  2/>:r  -f.  y  =  0  . 

On    décompose  le  premier    membre  en  carrés,  il  s'écrit 
symboliquement 


1 

p 

ou 

1 

0 

p 

R 

0 

q  -/?• 

OU 

X»  +  7  —  />*  =  0 

et  j;  =  X  — /?,  la  résolution  en  découle. 

N.B.  —  Il  est  bon  d'observer  que  les  transformations  que 
nous  faisons  subir  à  une  forme  n'altèrent  pas  son  discri- 
minant. 


H.  Laurent  (Paris). 


UN    SYMBOLE    D'OPERATION 

DANS  LE  CALCUL  DES  DÉRIVÉES 


Soit  u  une  fonction  de  la  variable  .r. 

On  représente  le  rapport  delà  dérivée  première  de  la  fonc- 
tion «  à  la   fonction  elle-même  par  A,   et  le   rapport  de  la 

dérivée  k^  de  £/  à  la  fonction  par  A*. 

1^  Si  Ton  a  un  produit  uv  de  deux  fonctions  de  j^,  on 
établit  immédiatement  la  relation  symbolique 

A  =  A-fA-  11) 

2**  La  formule  se  généralise  aisément  et  on  obtient 

A    =  'Ï"A-  i2) 

3**  La  formule  de  Leibniz,  pour  le  développement  de  la 
dérivée  d'un  ordre  quelconque  d'un  produit  de  deux  fonc- 
tions tt  et  c'  de  ,r ,  conduit  à 


A*  =  I^A  +  Af . 


(3) 


k  devant  être  considéré  comme  un  véritable  exposant  dans 
le  second  membre. 

4**  On  peut  généraliser  la  relation  (3)  et  écrire 

A*    =  rr  aY=  2  p  p!'    p  A^A*^  -  A'  >    ^^) 

Pjt»  P„,  Pfl,  ...  P,^  représentant  les  nombresde  permutations 
simples  de  A* ,  a,  /3.  ...  v  objets,  et  le  signe  2  du  3*  membre 

L'Enseignonicnt  mathém.,  6*  année  ;  1904.  31 
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s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  a .  /3  ,  ...  v  satisfaisant  à  la 
relation 

Application  à  la  dérivée  d'un  déterminant.  —  Soit  A  un 
déterminant  dont  les  éléments  soient  fonctions  de  .r. 

On  démontre  facilement*  que,  si  A  est  représenté  par  son 
terme  principal  {a^  ^  a^  ^  ...  a^  J  ,  la  dérivée  première  de  A 
s'obtient  en  considérant  le  terme  principal  comme  un  produit 
auquel  on  applique  la  règle  de  dérivation  et  en  prenant  les 
différents  termes  de  la  dérivée  de  «^  ,  «,  ,  •••  «^  ,  comme 
termes  principaux  d'une  suite  de  déterminants. 

On  a  alors 

dx  dx 

A  cause  des  règles  de  dérivation  d'une  somme  et  d'un 
produit,  on  conclut  la  formule 

dx^  ""  dx^ 

qui  peut  s'écrire 


^—  -1, 1^1,1  n,» 


a      a      ...a 


et,  en  vertu  de  la  relation  (4), 


On    substitue   aux  symboles^» ,  ^P,  ....  /^»  leurs   valeurs 

respectives,  on  remplace  le  signe  2  par  le  développement 
qu'il  représente,  on  multiplie  parle  produit  âf^  ^a^  ^  ...  a^  ^  et 
on    simplifie.   Le   résultat  donne   une   suite   de  termes  qui 


*  Voir  ma  Note,  Journal  de  Mathém,  spéc.  de  Longchamps  ;  18M,  p.  10S. 


UN  S  YMBOLE  D'OPÉRA  TtON 


459 


doivent  être  considérés  comme  les  termes  principaux  des 
déterminants  dont  la  somme  est  égale  à  la  dérivée  k^  du 
déterminant  primitif  A. 

Exemple  :  Soit  A  :=  (a    a    a    a    i  . 

On  a 

En  faisant  les  opérations  indiquées  précédemment,  on  ob- 
tiendra, en  n'écrivant  que  le  1"  déterminant  de  chaque 
groupe  et  employant  pour  les  dérivées  des  éléments  la  no- 
tation de  Lagrange, 


+  3. 


+  6. 


"... 

"... 

«... 

"... 

"... 

"... 

"... 

"..4 

«... 

"... 

«... 

".,4 

"4.. 

"... 

«4.. 

"4.4 

"... 

9 

«... 

"... 

4r 

"..4 

t 

"... 

1 

"... 

«... 

"..4 

"... 

"... 

"... 

"..4 

"4,. 

"4,. 

"4,. 

"4.4 

"i,. 

1 

"... 

''l,t 

"..4 

1 

"... 

«... 

«... 

1 

«..4 

"i,. 

1 

"... 

"i.. 

«..4 

"4,. 

"4.. 

"4,. 

"4.4 

+ 


+ ... 


E.  Bhand  (Bruxelles). 


SUR  LES  POINTS  DE  DIVERGENCE  D'UNE  SÉRIE 


11  arrive  souvent  qu'une  fonction  soit  continue  en  un  point 
autour  duquel  son  développement  en  série  est  divergent. 

P.  ex.  :  Les  fonctions  L  (1  +  ,r)  et  .  peuvent  être    re- 

présentées par  les  séries  : 

dans  un  cercle  de  rayon  égal  à  Tunité.  La  première  série  est 
convergente  même  sur  le  cercle  mais  non  la  seconde. 

Eh  bien  !  Dans  ce  cas  en  considérant  nos  fonctions  comme 
des  intégrales  d'une  équation  différentielle,  on  peut  les  dé- 
velopper en  séries  de  polynômes  valables  dans  tout  le  plan, 
sauf  les  rayons  suivant  lesquels  ces  intégrales  sont  dis- 
continues. (Mittag-Leffler.) 

1  . 

P.  ex.  La  fonction  :  y  =  est  l'intégrale  de  Téquation 

1   I  <*• 

différenlielle  ^  +  y*  =  0  qui  pour  j:  =  0  se  réduit  à  y  =  1. 

Alors  la  fonction  y  =  .  est  développable  en  série  de  po- 

lynômes dans  lout  le  plan  sauf  le  rayon  .r  =  —  1  ...  —  oo   et 
Ton  obtient  cette  série  en  calculant  par  des  approximations 

successives    Tinlégrale    de   ^-|-r*  =  0    qui   se   réduit   pour 

.r  =  0  à  y  =  1 . 

La  question  est  bien  claire  pour  le  développement  en 
série  de  polynômes;  quant  au  développement  en  série  en- 
tière il  se  présente  une  anomalie  telle  que  celle-ci  : 

Dans  Tégalilé 

-_J_  =  1  _  ^  4.  x«  - ...  +  (-  irx"  + ... , 
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\ 
le  premier  membre  prend  la  valeur  ^  et  le  deuxième  1  ou  0, 

pour  X  =  1 . 

Alors  on  dit  simplement  que  la  série  n'est  pas  uniformé- 
ment convergente.  Cela  ne  suffit  pas. 

Je  vais  expliquer  que  cetlè  anomalie  n'est  qu'une  appa- 
rence, et  que  toujours  les  deux  membres  sont  égaux,  tant 
que  |.r|  ne  surpasse  1 . 

Je  vais  montrer  en  outre  que  Tambiguité  pour  la  série  : 

1  — .  X  +  X*  —  ...  +  (—  l)*x* 
n  =  « 

de  prendre  pour  x  =  1  soit  la  valeur  1  soit  la  valeur  0  n'est 
pas  si  simple  et  que  celte  série  peut  vraiment  prendre  telle 

valeur  que  l'on  voudra,  même  ^  • 

En  effet.  Nous  avons  l'identité 

_  (—  !)»•  +  *  --_ —  =  1  —  a:  -f.  a-»  ...  +  (—  l)*x». 


1  +  jr         '         '  1  -f  .r 


Prenons  J7=l .    La  fonction   u  peut  être   une  fonc- 
tion très  générale  de  n  assujettie  seulement  à  la  condition  : 


lim  -  =  0 

n 


Nous  avons  : 

i-jj  1^1  -.  (-  1)*  +  ^  (^  ~  ^y       J  =  1  -  X  -f  :r»  +  ...  +  I-  irx"  ; 


2— - 

n 


a-   =    1 

n 


Or  si  -  tend  vers  zéro,  (i )         tend  vers  e    *. 

Donc 

S  =  lim  [  1  -  X  +  x«  +  ...  +  (-  irx*J  =  1  j^l  -f  (-  l|"c-«] . 
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Si  n  est  pair  on  a  :         Si  =  -^ 


1 
Si  n  est  impair  on  a  :     St  =:  ~ 


1  — e 


—  » 


Si  lim  tt  =  GC  ,  on  a  Si  =  S«  =  "2  >  ^-^  ^^^  arrive  p.  ex.  si 
u  =  V^  ou  u  =  Ln  . 

Remarque  géométrique.  —  Si  Ton  considère  : 

X  =  Y^^  ;  j  =  1  -  X  -h  ^«  -...  +  (  -  ir  X- 

comme  deux  fonctions  distinctes,  elles  représentent  deux 
courbes  qui  ont  un  arc  commun  compris  entre  ^  =  1  -|-  t  et 
x=  —  1  +  6,  «  étant  une  quantité  si  petite  que  Ton  veut, 
mais  finie. 

C.  Popovici  (Paris). 


LIMITE  ASSIGxNEE  ET  LIMITE   ASSIGNABLE 


Il  semble  que,  pour  certains  mathématiciens,  dire  d'un 
nombre  qu'il  peut  être  supérieur  ou  inférieur  à  toute  limite 
assignée,  c'est  dire  équivalemment  que  ce  nombre  peut  être 
supérieur  ou  inférieur  à  toute  limite  assignable. 

U  y  a  là  une  équivoque  que  Ton  peut  aisément  dissiper 
en  observant  tout  d'abord  que  le  nombre  des  nombres  assi- 
gnés^ variable  tant  qu'on  voudra  mais  toujours /î/i/,  ne  peut 
jamais  épuiser  le  nombre  des  nombres  assignables  qui  est 
infini.   D'où  cette  double  conséquence: 

1**  Il  existe  toujours  un  nombre  fini  supérieur  à  tout  nom- 
bre assigné,  tandis  qu'il  n'existe  pas  de  nombre  fini  supé- 
rieur à  tout  nombre  assignable,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
il  n'y  a  que  Tinfini  qui  soit  supérieur  à  tout  noiahre  assignable. 

2**  Il  existe  toujours  un  nombre  >tow  nul  inférieur  à  tout 
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nombre  assigné^  tandis  qu'il  n'exisle  pas  de  nombre  non 
nul  inférieur  à  tout  nombre  assignable,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  il  ny  a  que  zéro  qui  soit  inférieur  à  tout  nombre 
assignable. 

Diaprés  cela,  s'il  est  vrai  que  la  possibilité,  pour  un  nom- 
bre, d'être  supérieur  ou  inférieur  à  tout  nombre  assignable 
implique  nécessairement  pour  ce  nombre  la  possibilité  d'être 
supérieur  ou  inférieur  à  tout  nombre  assigné,  il  n'est  pas 
vrai  réciproquement,  ou  du  moins  pas  certain  a  priori,  que  la 
seconde  possibilité  implique  nécessairement  la  première. 

Notons  encore  les  conclusions  suivantes  trop  peu  souli- 
gnées peut-être  dans  renseignement  courant. 

Si  Ton  peut  aflirmer  d'un  nombre  variable  x  qu'il  ne  peut 
être  supérieur  à  tout  nombre  assignable  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  qu'il  ne  peut  être  infini,  on  peut  affirmer  aussi 
qu'il  ne  peut  être  supérieur  à  un  certain  nombre  aussi  grand 
qu'on  le  voudra  mais  fini;  car  autrement,  et  puisque  tout 
nombre  assignable  est  fini,  on  ne  pourrait  pas  dire  que  le 
nombre  x  ne  peut  être  supérieur  à  tout  nombre  assignable. 

De  même,  si  Ton  peut  aflirmer  d'un  nombre  variable  x^ 
qu'il  ne  peut  être  inférieur  à  tout  nombre  assignable  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  qu'il  ne  peut  être  nul,  on  peut  affir- 
mer aussi  qu'il  ne  peut  être  inférieure  un  certain  nombre 
aussi  petit  que  l'on  voudra  mais  non  nul;  car  autrement,  et 
puisque  tout  nombre  assignable  est  non  nul,  on  ne  pourrait 
pas  dire  que  le  nombre  x  ne  peut  être  inférieur  à  tout  nom-^ 
bre  assignable. 

Voici  maintenant  quelques  applications  des  observations 
précédenles. 

Le  /i*  terme  d'une  ()rogression  géométrique  croissante 
peut,  tout  en  restant  fini,  devenir  supérieur  à  tout  nombre 
€issigné  mais    non  pas  à  tout    nombre  assignable. 

Le  /i*  terme  d'une  progression  géométrique  décroissante 
peut,  sans  devenir  nul,  être  inférieur  à  tout  nombre  assigné 
mais  non  pas  à  tout  nombre  assignable.  On  sait  d'ailleurs 
que,  pour  /i  =  x  ,  et  pour  ce  cas  seulement,  le  «"  terme 
d'une  progression  géométrique  décrroissante  est,  non  pas 
à  peu  près,    mais  rigoureusement  nul:  la  formule  générale 
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qui  donne  la  somme  des  n  termes  d'une  progression  géo- 
métrique ne  peut  laisser  aucun  doute  à  cet  égard. 

On  peut  très  bien  dire  d'une  branche  d'hyperbole  et  de 
son  asymptote  qu'elles  ^e  rencontrent  à  l'infini^  parce  que  la 
dislance  d'un  poinl  de  la  courbe  à  l'asymptote  peut  devenir 
inférieure  à  tout  nombre  assignable  si  la  distance  de  ce  point 
au  sommet  de  la  courbe  devient  (et  c'est  possible)  supérieure 
à  tout  nombre  assignable. 

On  ne  peut  pas  dire,  en  géométrie  classique,  que  deux 
droites  parallèles  se  rencontrent  à  l'infini.  La  locution,  je  le 
sais  bien,  est  d'un  usage  courant,  mais  cela  ne  signifie  pas 
nécessairement  qu'elle  est  exacte.  On  essaie,  pour  la  justifier, 
de  recourir  à  l'exemple  d'une  perpendiculaire  OA  et  d'une 
oblique  OC  menées  du  même  point  0  à  une  droite  AB.  Il 
est  certain  que  lorsque  la  distance  AC  augmente  de  plus  en 
plus  l'angle  AOC  diffère  de  moins  en  moins  d'un  angle 
droit.  Mais  si  l'on  continue  à  faire  tourner  OC  autour  du 
point  O  de  manière  que  l'angle  AOC  devienne  droit,  il  ne 
s'ensuit  pas  que  OC  rencontre  alors  AB  même  à  l'infini.  On 
est  même  sûr  du  contraire,  puisque  OC  et  AB  étant  alors 
parallèles  sont  par  le  fait  équidistantes,  et  que  l'équidistance 
des  parallèles  ou  n'existe  pas  ou  se  maintient /^ar/oi//,  à  l'in- 
fini comme  ailleurs.  La  distance  AC  peut  donc  bien  devenir, 
sur  la  droite  AB,  supérieure  à  tout  nombre  assigné  mais  non 
pas  supérieure  à  tout  nombre  assignable.  Donc,  l'idée  géo- 
métrique d'une  rencontre  à  l'infini^  parfaitement  exacte  pour 
une  branche  d'hyperbole  et  son  asymptote,  est  radicalement 
fausse  pour  deux  droites  parallèles. 

De  tout  ce  qui  précède  il  résulte  assez  clairement,  ce  me 
semble,  que  l'atomisme  géométrique  de  M.  Bonnel  est  insou- 
tenable, puisque  cette  singulière  théorie  pose  en  principe 
qu*un  nombre  peut,  sans  être  nul,  être  inférieur  à  tout  nom- 
bre assignable. 

On  voit  aussi  avec  quelle  circonspection  il  faut  introduire 
dans  les  raisonnements  mathématiques  les  deux  notions  cor- 
rélatives de  zéro  et  d'infini. 

C.  Vidal  (Paris). 
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Travaux  des  Sections  de  Philosophie  et  d'Histoire  des  Sciences 
au  II"""  Congrès  international  de  Philosophie. 

Organisation  et  séances  générales. 

Ce  Congrès  s'est  tenu  à  Genève  du  4  au  8  septembre  1904,  sous 
la  présidence  d'honneur  de  M.  Ernest  Naville,  Professeur  hono- 
raire de  rUniversité  de  Genève,  Associé  étranger  de  Tlnstitut  de 
France,  et  sous  la  présidence  effective  de  M.  J.-J.  Goukd,  Pro- 
fesseur à  l'Université  de  Genève  :  le  Comité  d'organisation  avait 
pour  Secrétaire  général  M.  le  D*"  Ed.  Claparède,  Directeur  du  La- 
boratoire de  Psychologie  de  l'Université  de  Genève. 

Les  travaux  ont  été  répartis  sur  trois  séances  générales  et  sur 
les  séances  de  sections.  Nous  nous  proposons  de  donner  ici  un 
court  aperçu  de  ceux  qui  intéressent  plus  particulièrement  le  ma- 
thématicien. Nous  devons  donc  nous  borner  à  signaler,  parmi  les 
Rapports  présentés  aux  séances  générales,  celui  de  M.  Emile  Bou- 
TRoux  (Paris),  Membre  de  l'Institut,  sur  Le  rôle  de  l'Histoire  de  la 
Philosophie  dans  Vétude  delà  Philosophie  y  et  ceux  de. MM.  Reinke 
(Kiel)  et  Giard  (Paris),  Membre  de  l'Institut,  sur  Le  néoçitalisme 
et  la  finalité  en  Biologie. 

Parmi  les  décisions  prises  en  séances  générales,  il  y  a  lieu  de 
mentionner  tout  d'abord  \ei>œn  relatif  à  l'enseignement  de  l'Histoire 
des  Sciences,  On  sait  que  le  Congrès  international  de  Sciences  His- 
toriques, tenu  à  Rome  en  avril  1903,  avait  émis  un  vœu  pour  l'orga- 
nisation de  l'enseignement  de  l'Histoire  des  Sciences.  D'après  ce 
vœu  :  I.  —  Dans  l'enseignement  secondaire,  les  programmes  doi- 
vent comprendre  des  notions  historiques  rudimentaires  sur  les 
théories  enseignées  ;  ces  notions  doivent  être  données  par  les 
professeurs  eux-mêmes,  chacun  pour  les  matières  qu'il  enseigne. 
II.  —  Dans  l'enseignement  supérieur,  des  cours  universitaires 
doivent  être  organisés  suivant  quatre  séries  :   1**  Sciences  mathé- 
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matiques  et  astronomiques  ;  2*  Sciences  physiques  et  chimiques; 
3*  Sciences  naturelles;  4°  Médecine.  Ces  cours  (auxquels  il  n'y  a 
Tailleurs  nullement  lieu  de  donner  un  développement  exagéré) 
doivent  avoir  un  caractère  régulier  et  permettre  aux  étudiants  de 
chacune  des  licences  d'acquérir  des  idées  justes  sur  le  développe- 
ment de  la  science  à  laquelle  ils  se  consacrent.  —  Les  vœux  du 
Congrès  de  Rome  ont  été  adoptés  en  séances  plénières  par  le 
Congrès  international  des  Mathématiciens  de  Fieidelberg  (août 
1904'  et  par  le  Congrès  international  de  Philosophie  de  Genève 
(septembre  1904!.  M.  Paul  Tannery  a  fait  remarquer  que  «  la  réso- 
lution précédente  représente  un  minimum  de  ce  que  doivent  ré- 
clamer aujourd'hui  tous  ceux  qui  comprennent  l'importance  de 
l'histoire  des  sciences  pour  le  progrès  des  sciences  elles-mêmes 
et  pour  celui  de  la  culture  intellectuelle  en  général;  qu'après  un 
fonctionnement  des  cours  universitaires  pendant  quelques  années, 
il  sera  possible  de  songer  à  réaliser  un  progrès  ultérieur,  la  réin- 
troduction dans  les  programmes  d'agrégation  de  notions  d'histoire 
des  sciences  ;  cette  introduction  a  déjà  été  essayée  en  France, 
mais  elle  était  prématurée  et  ne  pouvait  aboutir.  » 

Dans  la  même  séance  fut  discutée  et  approuvée  la  déclaration, 
présentée  par  M.  Couturat  (Paris),  de  la  Délégation  pour  Vadop- 
tion  d'une  Langue  auxiliaire  internationale  \  M.  le  Prof.  Steix 
(Berne)  a  été  élu  délégué  du  Congrès.  Puis  il  fut  décidé  que  le 
prochain  congrès  aurait  lieu  à  Heidelberg  en  1908,  sous  la  prési- 
dence de.  M.  WixDELBAXD,  Membre  de  l'Académie  de  Berlin, 
professeur  à  l'Université  de  Heidelberg. 

Ce  sont  les  Sections  de  Philosophie  et  d'Histoire  des  Sciences 
qui  devaient  naturellement  attirer  l'attention  des  mathématiciens; 
toutefois  ceux-ci  ont  également  suivi  avec  beaucoup  d'intérêt  un 
certain  nombre  de  travaux  présentés  dans  d'autres  sections.  Nous 
tenons  à  mentionner,  dans  la  section  de  Philosophie  générale,  la 
Communication  de  M.  Lalande  (Paris)  sur  le  Vocabulaire  philoso- 
phique^ et,  dans  la  section  de  Logique^  le  Discours  d'ouverture* de 
M.  H.Fehr,  swr  la  fusion  progressisme  delà  Logique  et  des  Mathéma- 
tiques^ les  Communications  de  MM.  Couturat  (Parisi  sur  l'utilité 
de  la  Logique  algorithmique^  Itelson  (Berlin)  sur  la  Logique  et  les 
Mathématiques  et  Montessus  de  Ballorr  i Lille)  sur  une  définition 
logique  du  Hasard. 

Section  de  Philosophie  des  Sciences. 

Cette  Section  fut  présidée  par  M.  Henri  Fehr,  professeur  à 
l'Université  de  Genève;  les  séances  ont  été  successivement  prési- 
dées par  MM.  H.  Fehr,  Raoul  Pictet,  L.  Hantmaxn,  J.  Axdrade  et 
Chodat. 

La  plupart  des  Mémoires  se  rattachent  plus  ou   moins  directe- 
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ment  aux  bases  de  la  Mécanique.  Selon  M.  H.Fehr,  «  il  semble,  en 
effet  que,  depuis  quelques  années,  l'attention  de  quelques  savants 
se  soit  de  nouveau  tournée  vers  l'étude  des  fondements  de  la  Méca- 
nique. Cette  étude,  ainsi  que  le  montre  M.  H.  Poincaré  dans  son 
important  livre  Science  et  Hypothèse,  présente  encore  des  diffi- 
cultés inextricables.  Il  y  a  en  Mécanique  des  conventions,  des  hy- 
pothèses, voire  même  des  définitions,  d'une  importance  fonda- 
mentale, sur  lesquelles  les  savants  sont  loin  d*étre  d'accord.  Les 
uns  envisagent  la  Mécanique  comme  une  science  expérimentale 
et  la  rattachent  à  la  Physique,  les  autres  en  font  une  science  dé- 
ductive  qu'ils  classent  dans  le  domaine  des  sciences  mathéma- 
tiques. Ces  deux  tendances  ont  précisément  été  représentées  aux 
Congrès  de  Genève,  notamment  par  MM.  IIartmaxx  cITommasina, 
d'une  part,  et  par  MM.  J.  Andradr  et  René  de  Saussure,  d'autre 
part.  » 

Mémoires  présentés. 

1.  L.  Hartmann,  lieutenant-Colonel  f.e  Vésinet)  :  Définition 
physique  de  la  Force^. —  1/Auteur,  qui  attaque  les  fondements  de 
la  Mécanique  et  dont  l'étude  est  de  nature  à  provoquer  d'utiles 
discussions,  part  de  cette  idée  que  quand  un  corps  se  meut,  il 
renferme  en  lui-même  la  cause  de  son  mouvement;  il  désigne  par 
la  dénomination  iVaction  l'état  physique  spécial,  cause  du  mouve- 
ment des  corps.  Un  corps  qui  se  meut  renferme  une  quantité 
d'action  de  valeur  déterminée  comme  un  corps  chaud  renferme 
une  quantité  de  chaleur.  La  force  de  la  Mécanique  classique  cor- 
respondrait simplement  à  la  vitesse  avec  laquelle  cet  état  phy- 
sique se  modifie  suivant  la  direction  de  l'accélération  totale  ;  elle 
serait  l'analogue  de  la  vitesse  de  refroidissement  des  corps  chauds; 
mais  elle  ne  serait  ni  la  cause  du  mouvement,  ni  la  cause  de  la 
modification  du  mouvement.  En  prenant  pour  point  de  départ  le 
fait  physique  cause  du  mouvement,  M.  Hartmann  envisage  la  Mé- 
canique comme  une  science  expérimentale  formant  une  branche 
de  la  Physique.  Il  examine  ensuite  la  définition  de  l'effet  des 
forces  dans  la  Mécanique  classique  et  dans  la  Mécanique  de  l'îic- 
tion,  et  il  écarte  les  notions  de  force  vive  et  de  travail  comme  ne 
répondant  à  rien  de  réel  dans  la  Nature.  Le  facteur  cinétique  qu'il 
y  a  lieu  de  considérer  dans  la  conservation  de  l'énergie  est  alors, 
non  pas  la  forcé  vive,  mais  la  quantité  d'action,  produit  de  la 
masse  des  corps  par  leur  vitesse,  prise  avec  son  signe. 

2.  René  de  Saussure  (Genèvel  :  Grandeurs  fondamentales  de  la 
Mécanique.  —  l^es  bases  de  la  Mécanique  sont  présentées  à  un 
point  de  vue  différent  du  précédent.  Considérant  le  temps  comme 


>  Le  présent  numéro  de  L'Ens.  math,  commence  par  In  communication  de   M.   le  Colonel 
Hartmann,  reproduite  in  extenso,  (La  RftiiACTioN.v 
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champ  géométrique  à  une  dimension,  et  l'espace  comme  champ 
géométrique  à  trois  dimensions,  M.  R.  de  Saussure  admet  l'exis- 
tence d'un  champ  à  deux  dimensions  ou  champ  binaire  corres- 
pondant à  une  troisième  grandeur  fondamentale,  puis  il  introduit 
la  notion  d^ effort  statique;  de  là,  il  tire  que  le  champ  binaire  est 
le  champ  de  l'effort  considéré  comme  une  notion  objective,  comme 
le  «  flux  de  force  »  des  physiciens.  Puis  admettant  comme  intui- 
tions directes  de  notre  esprit  le  temps,  Teffort  et  Tespace,  il  dé- 
finit les  grandeurs  de  la  Mécanique  à  l'aide  de  ces  trois  grandeurs 
fondamentales. 

3.  J.  Andrade,  Prof,  à  l'Université  de  Besançon  :  La  déo- 
métrie  mécanique,  —  Dans  ce  Mémoire  on  découvre  le  rùle  utile 
que  joue  l'intervention  des  masses  pour  aborder  la  solution  d'un 
problème  difficile  de  Géométrie  pure.  Il  s'agit  du  problème  sui- 
vant, intimement  Hé  à  une  question  plus  générale  proposée  par 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris  :  «  Un  triangle  ABC  plan  ou 
sphérique  se  meut  sur  son  plan  ou  sur  sa  sphère  de  manière  que 
chacun  de  ses  sommets  A,  B,  C  décrive  un  cercle  ;  quand  cela  est-il 
possible? 

4.  Th.  Tommasixa  (Genève)  :  Les  notions  physiques  fondamen- 
tales selon  Spencer.  Essai  critique,  —  Ce  physicien  met  en  évi- 
dence une  erreur  fondamentale  de  la  doctrine  du  grand  philo- 
sophe anglais,  consistant  en  ce  que  celui-ci  établit  dans  sa  théorie 
évolutive  la  transformation  ou  métamorphose  des  forces  méca- 
niques en  forces  mentales  ou  sociales.  M.  Tommasina,  tout  en 
admettant  l'existence  d'une  loi  d'évolution  dans  le  domaine  psy- 
chique, estime  qu'elle  ne  peut  être  transportée  dans  le  domaine 
physique.  Ajoutons  qu'il  accepte  la  définition  physique  de  la  force 
proposée  par  M.  L.  Hartmann. 

5.  Raoul  Pictet,  ancien  prof,  à  l'Université  de  Genève  :  Le 
Potentiel  et  la  Science  actuelle,  —  Ce  savant  définit  le  potentiel 
comme  «  énergie  disponible  d'un  corps  lorsqu'on  le  déplace  par 
rapport  au  milieu  qu'il  occupe  »,  puis  il  ramène  les  diverses 
conceptions  actuelles  du  potentiel  à  deux  formes  :  le  potentiel 
actif  ei  le  potentiel  morphologique, 

6.  Arnold  Rbymond,  privat-Docent  à  l'Université  de  Lausanne  : 
Sur  le  jugement  géométrique.  —  Au  dire  de  Kant  les  jugements 
mathématiques  sont  synthétiques  a  priori^  comme  Ton  peut  s'en 
convaincre  en  étudiant  l'axiome  suivant  :  la  ligne  droite  est  le 
plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre.  Mais  cet  axiome  n'a  pas 
la  valeur  primitive  et  absolue  que  Kant  lui  attribue,  puisqu'il  n'est 
pas  indispensable  à  l'existence  de  la  géométrie  projective.  Les 
jugements  mathématiques  doivent  se  ramener  à  des  jugements  de 
logique  générale.  Un  élément  synthétique  semble,  il  est  vrai, 
subsister  dans  la  notion  du  point;  c'est  tout  ce  que  l'on  peut  re- 
tenir de  la  thèse  kantienne. 
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7.  Pierre  Boutroux,  D**  ès-sciences  (Paris)  :  Sur  la  notion  de 
correspondance  dans  l'Analyse  mathématique.  —  Le  mathémati- 
cien fait  appel  à  maintes  reprises  à  la  notion  de  correspondailce, 
par  exemple 'dans  la  définition  de  la  liniite,  dans  celle  de  la  fonc* 
tion.  Cependant  il  ne  prend  jamais  le  soin  de  le  définir  rigoureu- 
sement. M.  P.  Boutroux  s'est  proposé  de  rechercher  quel  est  le 
contenu  de  cette  notion.  On  est  d'abord  tenté  de  croire  quVlleest 
purement  quantitative  :  il  n'y  a  pas  alors  d'idée  générale  de  cor- 
respondance, mais  seulement  des  correspondances  définies^  que 
Ton  peut  exprimer  numériquement  en  combinant  des  opérations 
connues.  Mais  cette  limitation  de  l'idée  de  correspondance  con- 
duit à  une  conception  trop  restreinte  de  l'Analyse.  On  pourrait 
aussi  regarder  la  correspondance  comme  une  notion  logique  im- 
médiate«se  passant  de  toute  définition  :  c'est  à  ce  titre  qu'elle  fi- 
frure  dans  la  Logique  des  Relations  de  Russell.  Mais,  pour  passer 
de  la  relation  lègique  à  là  correspondance  mathématique,  il  faut 
introduire  des  postulats  qui  sont  de  nature  intuitive.  M.  P.  Bou- 
troux conclut  que  la  correspondance  mathématique  est  un  fait 
intuitif,  de  même  nature  que  la  loi  physique. 

8.  J.  BuLLiOT,  Abbé,  Prof,  à  l'Institut  catholique  de  Paris  :  La  Mé- 
taphysique Aristotélicienne  et  la  Science  moderne.  —  Ce  chercheur 
infatigable  s'attache  à  montrer  les  liens  étroits  qui  existent  entre 
la  philosophie  de  la  nature  chez  Aristote  et  les  notions  fondamen- 
tales de  la  science  moderne.  La  théorie  des  catégories,  qui  domine 
la  philosophie  d' Aristote,  ramène  l'analyse  ontologique  du  monde 
aux  cinq  notions  essentielles  de  substance,  de  quantité,  de  figure, 
de  qualité  et  de  relation.  Selon  M.  J.'  Bulliot,  ces  cinq  notions  pri- 
mitives jouent  un  premier  rôle  dans  la  Science  moderne:  la  subs- 
tance se  retrouve  dans  la  masse;  l'étendue,  traitée  d'illusion  par 
Kant  et  son  Ecole,  fournit  à  la  Science  les  instruments  et  les  sys- 
tèmes de  mesures;  la  qualité  est  partout  sous  forme  d'énergie  ci- 
nétique ou  potentielle;  la  figure  est  l'objet  propre  des  recherches 
morphologiques  ;  la  relation  englobe  tout  ce  qui  n'est  qu'arrange- 
ment de  parties  et  combinaison  d'éléments  inaltérés.  M.  J.  Bulliot, 
conclut  d'abord  qu'il  n'y  a  pas  une  seule  philosophie,  dont  les  ca- 
tégories métaphysiques  soient  faites  au  même  degré  de  notions 
positives  et  dont  la  métaphysique  par  suite  coïncide,  à  ce  point  <le 
vue,  avec  notre  Physique,  et  ensuite  que  l'accord  et  l'alliance  la  plus 
intime,  devraient  régner  entre  la  métaphysique  aristotélicienne  et 
la  science  actuelle. 

9.  G.  MiLHAL'D,  Prof,  à  l'Université  de  Montpellier:  Note  sur 
l'idée  de  Science  [présentée  psiv  M.  Blum).  —  L'Auteur,  dans  ses 
études  d'histoire  des  sciences,  s'est  heurté  à  une  contradiction 
apparente.  D'une  part,  la  pensée  scientifique  d'un  temps  ou  d'un 
peuple;  par  exemple,  la  Science  grecque  et  l'esprit  grec;  au  XVll" 
siècle  la  Science  et   l'intellectualisme   abstrait  de  la  pensée;  au 
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XVIIl"  siècle  la  Science  et  l'attachement  à  la  Nature.  D'autre  part, 
la  Science  semble  continuer  à  travers  les  temps  sa  marche  régu- 
lière et  progressive  ;  par  exemple,  la  Science  moderne  lui  apparaît, 
depuis  la  Renaissance,  comme  la  suite  naturelle  de  la  Science 
grecque.  M.  G.  Milhaud  a  taché  de  faire  disparaître  une  telle  con- 
tradiction, en  montrant  la  richesse  de  Tidée  de  science  qui 
échappe  à  toute  formule  trop  précise  et  qui  intéresse  toutes  les 
ressources  de  Tesprit,  en  même  temps  d'ailleurs  qu'elle  ne  cesse, 
dans  toutes  les  directions,  d'être  caractérisée  surtout  par  un  effort 
vers  l'objectivité  normale  expliquant  le  caractère  permanent  de 
L'œuvre  accomplie. 

10.  Ch.  Appuhn,  Prof,  au  Lycée  d'Orléans  :  La  théorie  de  Vépigé- 
nèse  et  Vindwidualitè  du  corps  dans  Spinoza,  —  Cette  Communi- 
cation appartenant  au  domaine  de  la  Biologie,  nous  devotis  nous 
borner  à  en  signaler  le  titre. 

Section  d'Histoire  des  Sciences. 

Cette  Section  fut  présidée  par  M.  Paul  Tanxery,  bien  connu  par 
ses  travaux  de  recherche  sur  l'Histoire  des  Sciences  ;  les  séances  ont 
été  successivement  présidées  par  MM.  K.  Sudhoff,  Ernest  Lebon, 
Gborg  Kahlbaum,  p.  Tannery. 

Les  Communications  faites  dans  les  Séances  de  cette  Section 
témoignent  de  recherches  approfondies. 

Mémoires  présentés. 

1.  H.  G.  Zeuthen,  Lauréat  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 
Prof,  à  l'Université  de  Copenhague  :  Le  Théorème  de  PythagorCy 
origine  de  la  Géométrie  scientifique,  (Mémoire  présenté  par  M.  P. 
Tannery.)  —  Cet  illustre  mathématicien  distingue  dans  les  pre- 
mières connaissances  géométriques  que  l'on  peut  constater  histo- 
riquement chez  les  différents  peuples,  celles  qui  ont  un  caractère 
intuitif  et  celles  qu'on  doit  considérer  comme  véritablement  scien- 
tiftques.  Celles-ci  exigent  pour  être  acquises  un  enchaînement  lo- 
gique de  propositions  générales  ;  les  premières  peuvent  au  con- 
traire apparaître  dans  la  considération  de  chaque  cas  particulier, 
sans  appel  à  une  formule  générale;  quelques-unes  (par  exemple 
l'inscription  de  l'hexagone  régulier  dans  le  cercle)  peuvent  même 
être  regardées  comme  purement  expérimentales  à  l'origine.  C'est 
le  théorème  de  Pythagore  qui,  pour  M.  Zeuthen,  doit  être  consi- 
déré comme  le  premier  degré  de  la  géométrie  scientifique;  trois 
peuples  différents,  les  Chinois,  les  Hindous,  les  Grecs  (mais  non 
les  Egyptiens)  paraissent  s'être  élevés  d'eux-mêmes,  et  indépen- 
damment les  uns  des  autres,  à  ce  premier  degré.  En  ce  qui  con- 
cerne les  Chaldéens,  on  manque  de  documents  suffisants  pour  se 
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prononcer  dans  lïn  sens  ou  dans  Tautre.  Mais,  tandis  que  pour  les 
Chinois  et  les  Grecs,  les  démonstrations  qui  subsistent  du  théo- 
rème de  Pythagore  appartiennent  à  une  époque  où  la  géométrie 
avait  déjà  reçu  bien  d'autres  développements,  la  littérature  mathé- 
matique des  Hindous  a  conservé  la  tradition  d'un  état  beaucoup 
plus  primitif.  L'analyse  approfondie  dé  cette  littérature,  d'après 
la  nouvelle  traduction  des  Çoulva-soutras  par  M.  Bûrk  [Z.  D.  M.  G, 
t.  55  et  56]  a  montré  notamment  à  M.  Zeuthen  qu'à  l'origine  les 
questions  relatives  aux  aires  ont  été  traitées  arithmétiquement 
plutôt  que  géométriquement.  Ainsi  à  une  date  où  la  transformation 
d'un  rectangle  bc  en  un  carré  équivalent  a*  s'obtient  déjà  géomé- 
triquement, par  une  construction  équivalent  à  la  formule 

le  problème  inverse 

c 

ne  se  résout  encore  qu'arithmétiquement.  On  est  par  là  amené  à 
penser  que  les  équivalences  des  aires  ont  commencé  à  être  recon- 
nues au  moyen  du  dénombrement  des  carrés  égaux  qu'elles  con- 
tiennent (dans  une  division  comme  celle  des  carrelages).  C'est 
dans  cet  ordre  d'idées  que  M.  Zeuthen  reconstruit  la  formation 
successive  des  connaissances  qui  ont  d'abord  fait  reconnaître  in- 
tuitivement la  propriété  du  carré  de  l'hypoténuse  pour  construire 
des  triangles  rectangles  en  nombres  entiers  [comme  3,  4,  5;  5,  12, 
13;  8,  15,  17],  puis  formuler  la  proposition  générale  et  parvenir  à 
la  démonstration  scientifique. 

2.  P.  DuHBM,  Prof,  à  l'Université  de  Bordeaux  :  De  V Accéléra- 
tion  produite  par  une  force  constante.  Notes  pour  servir  à  l* His- 
toire de  la  Dynamique.  (Mémoire  présenté  par  M.  P.  Tannery.!  — 
Ce  long  Mémoire,  qui  est  une  nouvelle  preuve  que  la  Mécanique 
préoccupe  le  monde  savant,  forme  une  Histoire  assez  complète  des 
origines  de  la  Dynamique,  faisant  suite  à  l'étude  que  M.  Duhem  a 
déjà  publiée  :  Les  origines  de  la  Statique,  f/Auteur  s'appuie  sur 
le  travail  bien  connu  de  M.  Wohlwill  qu'il  complète  par  l'indi- 
cation de  nouveaux  textes  et  rectifie  sur  certains  points.  Comme 
il  est  impossible  de  donner  ici  en  détail  l'analyse  d'une  œuvre  aussi 
considérable,  je  me  contente  de  signaler  les  points  suivants.  M. 
Duhem  a  de  nouveau  appelé  l'attention  sur  l'importance  histori- 
que de  l'écrit  Jordani  opusculum  de  ponde  rosit  ate^  imprimé  à 
Venise  en  1565  et  dont  il  désigne  l'auteur  inconnu  sous  le  nom  du 
Précurseur  de  Léonard  de  Vinci,  Il  montre  que  c'est  à  Jules-César 
Scaliger  et  non  à  Benedetti,  comme  on  l'a  cru  jusqu'à  présent, 
qu'appartient  d'avoir  formulé  nettement  le  premier,  contre  Técole 
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péripatéticienne,  le  principe  qu'un  moteur  de  puissance  constante 
détermine  une  vitesse  qui  va  en  s'accélérant.  Benedetti  a  très  pro- 
bablement utilisé  l'écrit  de  Scaliger,  Exercitationes  adversus 
Cardanum.  Les  conclusions  de  M.  Duhem  relatives  au  rèle  de 
Galilée  comme  initiateur  en  Mécanique,  sont  exprimées  sous  la 
forme  tranchante  propre  à  Téminent  savant  et  comme  elle»  sont 
absolument  contraires  aux  opinions  courantes,  quoiqu'en  accord 
au  fond  avec  celles  de  Wohlwill  et  aussi,  croyons-nous,  avec  la 
vérité  historique,  elles  pourront  susciter  des  controverses.  Mais  il 
a  su  les  justifier  amplement  et  prouver  que,  même  après  Mach, 
l'histoire  de  la  Mécanique  restait  à  refaire. 

3.  Carra  de  Vaux,  Baron,  (Paris):  A  propos  des  ^  Merveilles  ^ 
de  la  Mécanique  ancienne.  —  On  appelle  «  Merveilles  »  certains 
appareils  fondés  sur  des  principes  pneumatiques  très  simples, 
mais  auxquels  l'art  du  constructeur  faisait  produire  des  effets  éton- 
nants. Héron  d'Alexandrie  et  Philon  de  Byzance  nous  ont  laissé 
la  description  de  nombreux  appareils  de  ce  genre.  M.  de  Vaux  in- 
dique qu'il  serait  intéressant  d'étudier  l'effet  produit  sur  l'imagi- 
nation populaire  par  ces  appareils  merveilleux.  Ils  ont  laissé  des 
traces  dans  le  folklore  au  moyen-àge.  Certains  contes  des  mille  et 
une  nuits  se  réfèrent  à  ces  objets  d'art,  tel  le  conte  du  cheval  en- 
chanté que  Ton  fait  voler  en  tournant  un  bouton,  non  pas  en  pro- 
nonçant des  incantations  ;  ce  cheval  relève  de  la  Mécanique  comme 
le  pigeon  d'Archytas,  non  de  la  sorcellerie.  Un  traité  de  folklore 
arabe,  Y  Abrégé  des  Merveilles^  traduit  par  M.  de  Vaux,  fait  de  fré- 
quentes allusions  à  des  merveilles  mécaniques  :  idoles  automates, 
lampes,  oiseaux  sifïleurs,  bassins  à  niveau  constant,  appareils  pour 
la  distribution  de  l'eau,  etc.  Au  commencement  l'objet  d'art  le  plus 
fruste  fut  une  merveille;  l'histoire  des  métaux  est  intimement  liée 
à  celle  des  religions  chez  les  Tartares  :  le  forgeron  est  prêtre.  Dans 
les  récits  légendaires  de  V Abrégé  des  Merveilles,  le  roi  Kalkan, 
grand  amateur  d'art  et  de  mécanique,  est  dit  «  plus  savant  que  les 
prêtres  eux-mêmes  ».  Il  y  a  donc  intérêt  à  ne  pas  oublier,  quand 
on  traite  de  la  théologie  primitive,  les  sciences  physiques  et  mé- 
caniques. M.  de  Vaux  fait  remarquer  ensuite  qu'il  est  étonnant  que 
ces  appareils  dits  «  Merveilles  »,  qui,  sans  aucun  doute,  ont  été  réa- 
lisés en  grand  nombre  dans  l'antiquité,  fassent  à  peu  près  com- 
plètement défaut  dans  nos  Musées.  A  peine  pourrait-on  citer  l'A- 
pollon de  Naxos  à  Berlin.  Il  pense  que  certains  de  ces  appareils 
pourraient  exister  dans  nos  collections  sans  que  leur  caractère 
mécanique  ait  été  remarqué,  soit  parce  que  les  tubes  donnant  lieu 
à  l'effet  pneumatique  se  seraient  dessoudés,  soit  parce  qu'ils  se- 
raient restés  dissimulés,  une  condition  du  succès  de  ces  appareils 
étant  justement  que  les  parties  mécaniques  y  soient  cachées.  Tou- 
jours est-il  que  les  conservateurs  de  Musées  n'ont  pas  eu  jusqu'à 
présent  l'attention  attirée    de   ce  côté.   M.  de  Vaux  cite  comme 
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preuve  un  exemple  personnel  et  termine  en  demandant  que  la  Sec- 
tion appelle  sur  ces  recherches  de  Mécanique  Tattention  des  con* 
servateurs  des  Musées. 

4.  Hbxry  Berr,  Prof,  au  Lycée  Henri  IV,  (Paris)  :  Gassendi^ 
historien  des  Sciences.  —  L'Auteur  pose  en  principe  que  le  XYII* 
siècle  ne  sera  pas  entièrement  expliqué  tant  que  Gassendi  n'aura 
pas  été  étudié  comme  il  le  mérite.  Gassendi  est  souvent  cité,  mais 
il  est  peu  connu.  On  a  été  découragé  par  la  masse  de  ses  in-folios 
latins  :  il  suffit  cependant  de  les  avoir  feuilletés  pour  éprouver  de 
la  sympathie  à  son  égard.  Son  influence  directe,  soji  action  diffuse 
demanderaient  à  être  précisées.  On  a  coutume  de  Topposer  à  Des- 
cartes comme  représentant  le  scepticisme  en  face  du  dogmatisme, 
Tempirisme  en  face  du  rationalisme  et  de  Taudace  déductive  :  il  y  a 
là,  sans  doute,  jine  large  part  de  vérité,  mais  on  peut  établir  entre 
eux  une  autre  opposition,  au  moins  aussi  légitime,  d'une  impor- 
tance considérable  et  qui  vaudrait  la  peine  d'être  approfondie. 
Descartes,  s'il  a  été  moins  ignorant  du  passé  qu'il  affecte  parfois 
de  l'être,  n'a  pas  eu  véritablement  le  sens  historique:  non  seule- 
ment Gassendi  s'est  intéressé  à  l'histoire,  —  il  a  été  historien  des 
sciences,  de  la  philosophie  et  de  l'érudition,  et  érudît  lui-même, 
—  mais  il  a  compris  toute  la  portée  des  études  historiques.  M. 
Berr  ne  peut  qu'effleurer  même  une  partie  de  cet  ample  sujet.  11 
passe  en  revue  les  principaux  ouvrages  où  Gassendi  a  contribué  à 
l'histoire  des  sciences  astronomiques,  physiques,  chimiques;  il 
insiste  en  terminant  sur  l'esprit  dans  lequel  son  auteur  s'est  livré  à 
ce  travail.  11  prouve  par  quelques  citations  que  Gassendi  voyait 
dans  l'histoire  des  idées  l'étude  des  progrès  accomplis  par  le 
génie  humain,  étude  indispensable  pour  assurer  les  progrès  ulté- 
rieurs. 

5.  Ernest  Lbbon,  Lauréat  de  l'Académie  Française,  Prof,  agrégé 
de  mathématiques  au  Lycée  Charlemagne,  (Paris)  :  Pour  l'Histoire 
des  Hypothèses  sur  la  Nature  des  Taches  du  Soleil.  —  Ce  travail 
est  le  résultat  de  recherches  consciencieuses  dans  un  gi*and  nom- 
bre d'Ecrits,  publiés  à  partir  de  1611  sur  les  Taches  du  Soleil. 
L'Auteur  est  arrivé  à  préciser  des  questions  de  dates  et  de  priorité 
pour  l'Hypothèse  des  Scories,  celle  des  Rochers  et  celle  des  Vol- 
cans ;  il  s'est  appuyé  sur  des  Ecrits  imprimés  et  sur  deux  Manus- 
crits, l'un  dû  à  Cassini  II,  Vautre  dicté  par  J.-N.  Delisle  au  Collège 
Royal.  iM.  E.  Lebon  a  fait  don  de  ce  dernier  Manuscrit  à  la  Biblio- 
thèque de  l'Observatoire  de  Paris.) 

6.  J.  BuLLioT,  Abbé,  Prof,  à  l'Institut  catholique  de  Paris:  La 
théorie  Aristotélicienne  de  l'être  et  la  Science  moderne.  —  La 
théorie  d'Aristote  se  réfère  à  toutes  les  théories  antérieures  de  Par- 
ménide,  de  Démocrite,  d'Anaxagore  et  de  Platon.  Le  fondateur  du 
Lycée  les  utilise  pour  en  tirer  une  théorie  large  et  souple  où  les 
faits  les  plus  modernes  trouvent  en  quelque  sorte  un  cadre  préparé 

L'Enseigaemeot  mathôm.  6*  aDoée  ;  1904  31 
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d'avance  et  leur  place  naturelle.  Selon  M.  J.  Bulliot,  la  matière  pre- 
mière d'Aristote,  vXrj^  ressemble  étrangement  à  la  masse  des  mo- 
dernes, matière  appauvrie  et  incomplète,  indifférente  à  toutes  les 
déterminations  spécifiques;  elle  est  complétée  par  un  principe  dy- 
namique et  substantiel,  que  nous  pouvons  appeler  le  facteur  ou 
mieux  encore  le  potentiel  physico-chimique,  Jora/A^ç,  M^^SP?  ;  l'élé- 
ment matériel  restant  séparable,  quoique  jamais  entièrement  privé 
de  l'élément  dynamique,  la  matière  aristotélicienne  acquiert  de  ce 
chef  une  souplesse  que  ne  connut  jamais  l'étendue  pure  de  Des- 
cartes; elle  peut  changer  suivant  une  loi  définie  de  potentiel  phy- 
sico-chimique ou  d'essence,  ova(a,  comme  la  cire  ou  l'airain  chan- 
gent de  figure,  sous  l'action  des  agents  extérieurs;  elle  peut  ainsi 
concilier  les  deux  points  de  vue  opposés  qui  introduisent  en  chi- 
mie tant  de  contradictions  inaperçues,  celui  de  la  permanence  ab- 
solue des  éléments  et  celui  de  l'apparition  de  fonctions  nouvelles 
dans  le  nouveau  composé,  à  chaque  combinaison  ;  grâce  à  cette 
idée  de  potentiel  ou  de  virtuel,  la  matière  transformée  conserve 
cependant,  après  transformation,  des  virtualités  définies  des  élé- 
ments ;  ces  changements  de  potentiels  spécifiques,  qui  constituent 
proprement  la  transformation  et  l'évolution  de  la  matière,  s'éten- 
dent suivant  une  loi  d'équivalence  en  quelque  sorte  quantitative 
jusqu'au  monde  de  la  vie.  M.  J.  Bulliot  ajoute  que,  pour  Aris- 
tote,  le  potentiel  biologique  est  un  équivalent  du  potentiel  phy- 
sico-chimique, mais  il  a  en  outre  une  puissance  morphologique 
que  le  premier  n'avait  pas;  qu'Aristote  compare  sans  cesse  le  vi- 
vant à  une  œuvre  d'art,  formée  par  la  toute-puissante  nature  et 
d'une  façon  immédiate  par  les  agents  générateurs  ;  que  sa  loi 
d'équivalence  est  établie  au  point  de  vue  de  la  substance  dynami- 
que et  non,  comme  à  présent,  des  énergies  proprement  dites. 

7.  Hartwig  Dere^bourg,  Membre  de  l'Institut  (Paris)  :  Note  sur 
la  traduction  arabe  de  Dioscoride,  —  Ce  savant  appelle  l'attention 
des  hellénisants  sur  deux  Manuscrits  arabes,  cotés  CXXV  et 
CCXXXIII,  de  la  Bibliothèque  Nationale  de  Madrid*.  Ces  deux  Ma- 
nuscrits contiennent,  le  premier  une  traduction  intégrale  du  77^^ 
vXtjç  kctQêP^ç  «  Sur  la  matière  médicale  »  de  Dioscoride,  faite  par 
Etienne,  fils  de  Basile,  qui  vivait  vers  850,  révisée  par  lionain  ibn 
Ishàk  qui  mourut  en  873  ;  le  second  dix  feuillets  provenant  d'un 
commentaire  anonyme  très  bref  sur  la  Matière  médicale  de  Dios- 
coride. Il  semble  que  celui-ci  soit  un  exemplaire,  malheureusement 
incomplet,  de  TOuvrage  qu'Aboû  Dàwoûd  Solaimân  ibn  Hassan, 
connu  sous  le  nom  d'Ibn  Djoldjol,  composa  à  Cordoue  en  982  sous 
le  titre  de  «  Interprétation  des  noms  des  médicaments  simples  qui 
se  trouvent  dans  l'Ouvrage  de  Dioscoride  ».  La  nomenclature  bota- 


*  Consulter  aussi  le  travail  suivant  de  M.  Hartwio  Dkrbnbocro.  —  I^ote*  critiqÊtts  sur 
les  Manuscrits  arabes  de  la  Bibliothèque  Nationale  de  Madrid  (Paris,  1904;  p.  19  et  30-31). 
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nique  souvent  incertaine  et  le  texte  mal  établi  de  Fauteur  grec 
pourront  dans  une  certaine  mesure  être  fixés  par  la  comparaison 
des  deux  Manuscrits.  On  a  aiïirmé  à  M.  H.  Derenbourg  qu'une  nou- 
velle édition  est  en  préparation  :  il  pense  qu'elle  aurait  tort  de  né- 
gliger des  éléments  d'information  aussi  anciens  et  aussi  précieux. 

8.  Karl  SuDHOFFjDûsseldorf)  Président  de  la  Société  allemande 
d'Histoire  de  la  Médecine  et  des  Sciences  naturelles  :  Les  jugements 
actuels  sur  Paracelse.  —  Il  s'agit  du  médecin  et  philosophe  Théo- 
phraste  de  Hohenheim,  dit  Paracelse,  né  à  Einsiedeln  [Suisse)  en 
1493,  et  dont  les  nombreux  travaux  ont  été  examinés  à  nouveau 
dans  ces  dernières  années.  M.  Sudhoff  passe  en  revue  les  études 
récentes  sur  Paracelse  et  montre  que  les  jugements  sur  ce  mé- 
decin du  XV*  siècle  sont  de  plus  en  plus  favorables  à  ses  théories. 

9.  Paul  Tannery,  Directeur  de  Manufactures  des  Tabacs  (Pan- 
tin) :  Les  Cyranides,  —  Dans  l'intention  d'appeler  l'attention  sur 
l'importance  de  la  collection  des  Lapidaires  de  l'antiquité  et  du 
moyen-âge  dont  M.  F.  de  Mély  a  entrepris  la  publication.  M.  Paul 
Tannery,  après  en  avoir  fait  l'éloge  qu'elle  mérite,  a  parlé  en  par- 
ticulier d'un  curieux  opuscule  de  matière  médico-magique,  qui 
porte  le  titre  de  CyranideSy  et  il  a  fait  connaître  les  conclusions 
auxquelles  il  est  arrivé  relativement  à  l'origine  de  cet  opuscule  et 
à  la  constitution  du  texte  actuel.  11  n'y  a  pas  lieu  de  reproduire  ici 
ces  conclusions  qui  paraissent  devoir  trancher  une  question  dé- 
battue depuis  longtemps  entre  philologues  et  érudits.  Elles  se- 
ront au  reste  justifiées  en  détail  dans  un  Article  à  l'impression 
pour  la  Reçue  des  Etudes  Grecques. 

10.  F.  Mentré,  Prof,  d'histoire  des  sciences  à  l'Ecole  des  Ro- 
ches :  La  simultanéité  des  Décous^ertes,  —  L'Auteur  montre  que  la 
simultanéité  des  découvertes  est  un  phénomène  général  et  fré- 
quent dans  l'histoire  des  sciences.  Il  cite,  parmi  les  documents 
qu'il  a  réunis,  plus  de  cinquante  découvertes  simultanées  et  indé- 
pendantes dans  les  divers  ordres  de  sciences,  dont  quelques-unes 
sont  très  frappantes  et  d'un  synchronisme  rigoureux  :  ainsi  Dar- 
win et  Wallace  lurent  le  même  jour  (1*^  juillet  1858)  à  la  Société 
linnéenne  de  Londres  leurs  Mémoires  sur  la  Sélection  naturelle. 
Comment  expliquer  une  semblable  rencontre  de  deux  ou  plusieurs 
savants?  Etant  donné  le  nombre  des  cas,  cette  rencontre,  dit  M. 
Mentré,  ne  peut  être  l'effet  ni  du  hasard  ni  de  l'entente:  elle  ré- 
sulte d'un  déterminisme;  les  découvertes  forment  une  série  irré- 
versible et,  d'autre  part,  elles  sont  conditionnées  par  les  circons- 
tances extérieures  et  le  milieu  social.  Cette  Note  n'est  que  Tan- 
nonce  d'un  travail  ultérieur  plus  approfondi. 

Je  ne  voudrais  pas  terminer  ce  Compte  Rendu  sans  me  faire 
l'écho  des  louanges  que  tous  les  Congressistes  ont  adressées  au 
Comité  des  fêtes  pour  l'excursion  du  mont  Salève  et  la  belle  pro- 
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menade  sur  le  lac  Léman  ;  à  M.  Ed.  Claparbde  qui  les  a,  le  premier 
jour,  réunis  en  soirée  chez  lui  afin  de  les  mettre  en  contact  ;  à  M. 
et  M"*  Agénor  Boissier  qui  les  reçurent  avec  magnificence  dans 
leur  beau  domaine  à  Chougny.  Je  tiens  également  à  présenter  ici 
mes  plus  vifs  remerciements  à  M.  H.  Fbhr  pour  la  complaisance 
avec  laquelle  il  m'a  communiqué  les  renseignements  dont  j'ai  eu 
besoin  pour  rédiger  la  première  partie  de  ce  Rapport. 

Ernest  Lebon  (Parisj. 

Le  3*  Congrès  international  des  Mathématiciens  ;  Heidelberg,  1904. 
Les  expositions  de  bibliographie  et  de  modèles  et  instruments. 

Dans  notre  dernier  numéro  nous  avons  donné  un  aperçu  des 
travaux  du  Congrès  et  tout  particulièrement  de  ceux  qui  présen- 
tent quelque  intérêt  au  point  de  vue  de  l'enseignement. 

Nous  avons  d'abord  à  réparer  une  omission  (p.  390)  à  la  liste 
des  travaux  de  la  section  d'Histoire  des  mathématiques  ;  il  s'agit 
de  la  communication  suivante  : 

M.  V.  Braunmijhl  (Munich)  :  Contribution  à  l'Histoire  des  équa- 
tions différentielles. 

11  nous  reste  à  présenter  une  courte  description  des  Ejcposî- 
lions  de  Bibliographie  et  de  Modèles  et  Instruments,  dont  l'orgra- 
nisation  avait  été  confiée,  pour  l'une,  à  MM.  Gutzmer  et  Krazer, 
et  pour  l'autre,  à  MM.  Distbli,  v.  Dyck  et  Mehmkb. 

La  séance  d'ouverture  du  Congrès  (9  août)  et  les  expositions  de- 
vant avoir  lieu  dans  la  même  salle,  celles-ci  n'ont  pu  avoir  lieu 
que  pendant  la  seconde  moitié  du  Congrès  ;  d'autre  part  la  durée 
journalière  de  l'ouverture  était  très  courte.  Les  congressistes  rete- 
nus aux  séances  de  sections  n'ont  donc  pas  pu  visiter  les  exposi- 
tions d'une  manière  aussi  complète  qu'ils  l'auraient  désiré.  Mais, 
comme  nous  l'avons  dit,  la  faute  n'en  incombe  nullement  aux  deux 
commissions  d'organisation.  Celles-ci  méritent  au  contraire  tous 
les  éloges  pour  le  bel  ensemble  d'ouvrages  et  d'objets  qu'elles  sont 
parvenues  à  réunir  et  pour  le  soin  avec  lequel  elles  les  ont  grou- 
pés et  exposés.  On  pourrait  croire  qu'il  devait  être  facile  de  réu- 
nir tous  ces  matériaux;  mais,  malgré  l'invitation  qui  leur  avait 
été  adressée  d'exposer  sans  frais  aucuns,  beaucoup  d'éditeurs  et 
de  fabricants,  dans  plusieurs  pays,  n'ont  pas  cru  devoir  profiler 
d'une  des  rares  occasions  qui  leur  étaient  offertes  de  mettre  leurs 
articles  sous  les  yeux  de  professeurs  appartenant  aux  divers  pays 
où  se  cultivent  les  mathématiques. 

Les  deux  expositions  étaient  limitées  principalement  aux  dix 
dernières  années;  elles  ont  été  ouvertes  le  jeudi  11  août,  à  4  heures. 

Exposition  de  bibliographie.  —  C'est  M.  le  Prof.  A.  Gutzmer  qui 

a  été  chargé  de  présenter  cette  exposition  aux  congressistes.  Son 
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allocution  d'ouverture  en  donne  un  tableau  très  fidèle:  nos  lec- 
teurs nous  sauront  gré  d'en  reproduire  les  principaux  passages. 

M.  Gutzmer  rappelle  d'abord  que,  tandis  que  Ton  compte  déjà 
plusieurs  expositions  de  modèles  et  instruments,  organisées  avec 
succès,  c'est  pour  la  première  fois  qu'il  se  fait  une  exposition 
consacrée  uniquement  à  la  littérature  mathématique.  La  commis- 
sion espérait  pouvoir  réunir  à  peu  près  tout  ce  qui  a  été  publié 
depuis  dix  ans.  «  Mais  on  constatera,  dit-il,  que  nous  sommes  loin 
du  but  que  nous  nous  étions  proposé.  Car,  si  Ton  jette  un  coup 
d'oeil  sur  l'ensemble  des  publications  du  monde  entier  et  sur  les 
publications  mathématiques,  on  trouve  des  chiffres  considérables. 
Ainsi,  seulement  en  Allemagne,  sur  les  24,792  ouvrages  publiés 
en  1900,  1390  appartiennent  aux  sciences  mathématiques  et  natu- 
relles, soit  le  5,6  %.  D'après  les  chiffres  établis  par  M.  Félix 
AIcLLER,  le  Jahrhuch  iïher  die  Fortschritte  der  Mathematik  analyse 
chaque  année  environ  2000  mémoires,  bien  que  la  totalité  des  pu- 
blications soit  loin  d'être  atteinte.  En  raison  du  temps  limité  dont 
je  dispose,  je  me  borne  à  ces  chiffres  ;  cependant  je  tiens  à  saisir 
l'occasion  de  ce  Congrès  international,  pour  attirer  l'attention  des 
mathématiciens  sur  l'absence  presque  complète  des  moyens  per- 
mettant d'établir  la  statistique  des  publications  mathématiques,  et 
sur  la  nécessité  d'une  entente  internationale  en  vue  d'adopter  une 
classification  uniforme  des  ouvrages  et  des  périodiques,  d'une 
manière  analogue  à  ce  qui  s'est  fait  à  la  Conférence  internationale 
du  catalogue  bibliographique.  Ce  n'est  qu'à  l'aide  d'une  statistique 
suffisamment  complète  qu'il  est  possible  de  donner  un  aperçu 
exact  de  l'activité  littéraire  des  divers  peuples.  Toutefois  il  ne  faut 
pas  exagérer  la  valeur  d'une  telle  statistique,  car,  précisément 
pour  les  mathématiques,  on  ne  peut  pas  juger  de  la  valeur  scien- 
tifique d'un  peuple  en  se  basant  uniquement  sur  le  nombre  de  ses 
publications;  ici  il  s'agit  avant  tout  de  peser  et  non  de  compter.  » 

«  Nous  avons,  dès  le  début,  limité  l'exposition  aux  publications 
scientifiques.  Mais,  même  dans  ce  domaine,  il  nous  a  été  impos- 
sible de  présenter  quelque  chose  de  complet,  ne  serait-ce  que  d'une 
manière  très  approchée.  Bien  des  auteurs,  par  suite  d'une  trop 
grande  modestie,  n'ont  pu  se  décider  à  exposer  leurs  travaux,  tan- 
dis que,  d'autre  part,  il  ne  nous  a  guère  été  possible  d'atteindre  la 
totalité  des  auteurs  et  des  éditeurs.  De  plus  quelques  envois  qui 
avaient  été  annoncés  ne  nous  sont  pas  encore  parvenus.  On  consta- 
tera donc  bien  des  lacunes,  et  bien  des  attentes  seront  déçues.  » 

«  Dans  l'impossibilité  de  mentionner  ici  chaque  exposant,  je 
dois  me  borner  à  citer  quelques  noms.  11  y  a  lieu  de  signaler  en 
première  ligne  la  brillante  exposition  des  maisons  Teubner  à  Leip- 
zig et  Gauthier-Villars  à  Paris.  Elles  occupent  à  peu  près  la  moitié 
de  l'exposition,  l'autre  moitié  étant  occupée  par  d'autres  maisons 
allemandes  (Vieweg  u.  Sohn,  Gôschen,  Engelmann,  Mayer  u.  Mfil- 
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1er,  etc.)  et  par  les  exposants  étrangers.  Pour  ce  qui  est  de 
ces  derniers  il  y  a  lieu  de  mentionner  Texposition  des  œuvres 
d*Huygens,  celle  des  éditeurs  italiens,  notamment  celle  de  la 
maison  Hoepli,  à  Milan.  On  trouvera  encore  quelques  maisons 
françaises  éditant  également  des  ouvrages  mathématiques.  A  ceux 
que  nous  venons  de  nommer,  comme  à  tous  les  exposants,  nous 
exprimons  nos  vifs  remerciements  d'avoir  répondu  à  notre  ap- 
pel.» .... 

«  Je  termine  en  insistant  sur  ce  qu'il  s'agit  ici  d'un  premier  essai 
qui,  souhaitons-le,  sera  suivi  d'autres  expositions  analogues  dont 
le  succès  ira  en  croissant.  » 

«  Sans  empiéter  sur  l'initiative  des  Congrès  futurs,  je  me  per- 
mets de  donner  quelques  indications  qui  méritent  peut-être  d'être 
prises  en  considération.  Je  recommanderai  tout  d'abord  qu'on 
s'impose  des  limites  plus  étroites  que  celles  que  nous  avons  adop- 
tées. Ainsi  j'estime  qu'il  serait  intéressant  que  le  pays  chargé  du 
Congrès  exposât  ses  publications  mathématiques  d'une  manière 
aussi  complète  que  possible.  Dans  son  propre  pays  il  est  facile 
d'atteindre  les  intéressés  et  d'obtenir  leur  appui.  » 

«  En  se  plaçant  à  un  autre  point  de  vue,  on  pourrait  se  proposer 
de  réunir  tous  les  manuels  et  traités  d'une  catégorie  déterminée. 
FI  serait  intéressant,  par  exemple,  de  faire  une  collection  complète 
des  Text'books  anglais  et  américains  destinés  à  l'enseignement 
supérieur  ou  à  quelques  branches  seulement.  D'autres  propositions 
de  cette  nature  ont  été  faites  par  M.  EnestrOm.  »  

«  Bien  que  cette  exposition  de  bibliographie  soit  très  incom- 
plète, elle  montre  cependant  d'une  façon  très  nette  l'augmentation 
considérable  de  la  littérature  mathématique  scientifique  depuis 
ces  dernières  années,  et  Vimportance  croissante  des  sciences  ma- 
thématiques dans  tous  les  domaines  de  l'actis^ité  humaine,  » 

En  effet,  cette  exposition  a  confirmé  les  belles  paroles  que 
M.  le  Prof.  Weber  a  consacrées,  dans  son  discours  d'ouverture 
du  Congrès,  à  l'activité  remarquable  qui  règne  actuellement 
dans  tous  les  domaines  des  sciences  mathématiques.  Mais  on 
éprouve  déjà  cette  impression  en  parcourant  les  catalogues  gra- 
cieusement offerts  aux  congressistes  et  qui  ont  été  édités  à  l'occa- 
sion du  Congrès  par  les  maisons  Gauthibr-Villaks*  (Paris)  et 
Teubner*  (Leipzig).  Le  catalogue  offert  par  la  Maison  Teubner 
constitue  même  un  souvenir  durable  grâce  aux  Ephèmérides  des 
mathématiciens  établies  par  M.  Félix  MOller. 


^  III*  Congrès  international  des  Mathi^maticiens.  Hcidelberg,  1904.  —  Ouvrais  présentés 
par  la  Libiiairik  Gauthikm-Villars  à  l'Exposition  de  la  Littérature  mathématique  de«i 
dix  dernières  années. 

'  VerzeichtUs  des  Verlags  von  B.-G.  Tkubnbr  in  Leipzig,  aufdem  Oebiete  der  Mathematik 
der  technischen  und  Naturwissenschaftcn.  Mit  einom  Gedenktagebuch  fOr  Mathcmatiker  und 
oincm  Riidnis  des  BegrUnders  der  Firina  B.-G.  Teubner.  XLVIII-a?)  p. 
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Voici  maintenant  la  Liste  des  principaux  Exposants,  groupés 
par  pays  : 

Allemagne  :  Engelmann,  Leipzig.  —  Gœschen,  Leipzig.  —  Mayer 
u.  Mûller,  Berlin.  —  Mart.  Schilling,  Halle.  —  B.-G.  Teubner, 
Leipzig.  —  Vieweg  u.  Sohn,  Braunschweig. 

Autriche  :  Gerold,  Vienne.  —  Holder,  Vienne. 

France  :  Colin,  Paris.  —  Delagrave,  Paris.  —  Gauthier-Villars, 

Paris.  —  Nony,  Paris.  —  MM.  Carvallo;  Estanave:  Ricarl. 

Italie  :  Giiisti,  Livourne.  —  Hœpli,  Milan.  —  Pellèrano,  Naples, 
Spoerri,  Pise.  —  Zanichelli,  Pise. 

Autres  pays;  éditeurs  et  exposants  divers  :  Georg  et  Co.,  Genève. 
—  Host  u.  S.,  Copenhague.  —  Hoste,  Gand.  —  Société  hollan- 
daise des  sciences,  Haarlem.  —  Société  des  sciences  de  (christia- 
nia. —  R.  Irish  Academy,  Dublin.  — MM.  Dickstein  ;  EnestrOin  ; 
Z.  de  Galdeano;  Macfarlane;  Pucyna;  Teixeira;  Toleda;  Torroja; 
Vassilief. 

Exposition  de  modèles  et  instruments.  —  L'Enseignement  mathé- 
matique^ a  été  Tun  des  premiers  à  préconiser  l'organisation  d'une 
exposition  de  modèles  et  instruments  à  l'occasion  du  troisième 
Congrès  international  des  mathématiciens.  Le  projet  a  pu  <Ure 
réalisé  et  il  a  obtenu  un  plein  succès  grâce  aux  efforts  réunis  (hi 
comité  d'organisation  et  des  exposants  eux-mêmes. 

L'exposition  a  été  ouverte  par  M.  le  Prof.  Disteli  qui  a  rappelé 
que  la  dernière  exposition  de  ce  genre  avait  eu  lieu  à  Munich,  en 
1892,  à  l'occasion  d'une  réunion  de  l'Association  Alleman(h»  des 
mathématiciens.  Elle  comprenait  une  vingtaine  de  grandes  tables. 
Les  objets  exposés  ont  été  présentés  par  les  exposants  eux-mêmes 
ou  par  leurs  représentants.  Ces  conférences  et  démonstrations  ont 
offert  un  intérêt  tout  particulier  non  seulement  par  leurs  objets, 
mais  aussi  par  leur  mode  d'exposition,  grâce  aux  nouveaux  appa- 
reils de  projection  de  la  maison  Zeiss  à  léna  :  Vépidiascope  et 
Vépiscope.  Ces  appareils,  tout  à  fait  remarquables  par  la  netteté  de 
l'image  et  le  grossissement  que  l'on  peut  obtenir,  sont  appelés  à 
rendre  de  grand»  services  dans  les  divers  degrés  de  l'enseigne- 
ment. 

Parmi  les  conférences  consacrées  aux  objets  exposés  nous  cite- 
rons celles  MM.  Wiener  et  Schilling  sur  leurs  divers  modèles  «le 
courbes  et  de  surfaces,  et  celle  de  M.  Rux(;e  sur  la  machine  à  val^ 
ciller  de  Leibniz,  Cette  machine  figurait  à  l'exposition.  Exacte  au 
point  de  vue  théorique,  elle  laisse  simplement  à  désirer  au  point 
de  vue  de  l'exécution  ;  mais  elle  possède  les  propriétés  et  les  avan- 
tages des  machines  modernes. 


>  Voir  le  n*  du  15  mars,  1802,  4«  année,  p.  12Ô-136. 
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Liste  des  principaux  exposants  : 

Bonibicki  et  Lamm,  Berlin  :  machine  à  calculer. 

Brûckner,  Prof,  à  Bautzen  :  polyèdres  discontinus  et  non  c-on- 
vexes  ayant  leurs  faces  égales  et  les  angles  solides  égaux  ^ 

Château  père  et  fils,  Paris  :  machines  à  tracer  les  courbes  (cam- 
pylographe,  compas  Schwarzbard ;  etc.);  machine  pour  la  résolu- 
tion d'équations  algébriques. 

Coradi,  Zurich  :  différentiateur  ;  intégraphe  ;  parabologra- 
phe,  etc. 

Ecole  technique  supérieure  de  Karlsruhe  :  modèles  pour  rensei- 
gnement de  la  géométrie  descriptive  ;  perspecteur. 

Estanave,  D*"  es  sciences,  Paris  :  hyperbolographe. 

Finsterwalder,  Prof,  à  Munich  ;  quatre  modèles  déformables  de 
surfaces 'maxima;  modèles  pour  Tétude  de  problèmes  pratiques 
relatifs  à  la  division  de  la  sphère  ;  modèle  pour  la  théorie  des  gla- 
ciers. 

Greenhill,  Prof,  à  Woohvich  :  gyroscope;  roue  suspendue; 
hyperboloïde  déformable  de  Darboux. 

Grimme,  Natalis  et  Co.,  Braunschweig  :  machine  à  calculer. 

Institut  mécanique  Leuner,  Dresde  :  appareil  universel  Topler. 

Leist,  Charlottenbourg  :  modèle  permettant  de  donner  la  repré- 
sentation de  figures  dans  Tespace. 

Kempe,  Prof,  à  Rotterdam  :  mécanisme  articulé  pour  la  division 
des  angles. 

Runge,  Prof,  à  Hannovre  :  machine  à  calculer  de  Leibniz. 

Mart.  Schilling,  éditeur  à  Halle  :  collection  de  surfaces  en  fil  et 
en  plâtre  pour  renseignement  de  la  géométrie  descriptive,  la  théo- 
rie des  surfaces,  la  cinématique  et  la  physique  mathématique. 

Schmidt,  Vienne  :  cyclographe,  ellipsographe. 

Steflitschek,  Vienne  :  appareil  pour  relever  les  profils  d'objets, 
les  sections  planes,  etc. 

Université  de  Gœttingue  :  toupie  de  Maxwell;  toupie  hydro- 
dynamique; modèles  cinématiques  ;  Théorème  de  Taylor;  etc. 

Université  d'Iéna  :  modèle  relatif  à  la  géométrie  non-euclidienne 
(division  de  Tespace).  • 

Voigt,  Prof,  à  Gœttingue  :  modèles  pour  renseignement  de  la 
cristallographie. 

Wiener,  Prof,  à  Darmstadt  :  collection  de  modèles  pour  rensei- 
gnement de  la  géométrie  descriptive;  collection  de  l'école  techni- 
que supérieure  de  Darmstadt. 

Zeiss,  Institut  optique  à  léna  :  épidiascope  ;  épiscope  ;  stéréos- 
cope; stéréomètre;  lunettes  d'approche;  jumelles;  modèles  démon- 
tables pour  l'enseignement  ;  etc. 


*  Voir  clan»  le  précédent  n»,  notre  compte  rendu  du  Congres,  p.  399-400. 
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Le  tableau  ci-dessus  donne  une  idée  sufiisamment  nette  de  l'en- 
semble très  intéressant  de  modèles  et  instruments  qui  avaient  été 
soumis  aux  mathématiciens  réunis  à  Heidelberg.  Chacun  recon- 
naît la  valeur  pédagogique  d'un  emploi  judicieux  de  modèles  dans 
renseignement  des  mathématiques  pures  et  appliquées.  11  faut 
donc  espérer  qu'ils  pénétreront  de  plus  en  plus  dans  les  salles  de 
cours  des  établissements  &ecai»daires  et  supérieurs. 

H.  Fehr. 

Notre  enquête  sur  la  méthode  de  travail  des  mathématiciens. 

Le  questionnaire  *  de  notre  enquête  sur  la  méthode  de  travail 
des  mathématiciens  a  été  signalé  et  distribué  dans  les  Congrès 
internationaux  de  Heidelberg  et  de  S*-Louis;  il  a  en  outre  été 
adressé  a  un  certain  nombre  de  savants  des  divers  pays.  Dans 
l'impossibilité  matérielle  d'atteindre  tous  les  mathématiciens, 
nous  prions  tous  ceux  qui  n'auraient  pas  reçu  le  questionnaire  et 
qui  seraient  cependant  disposés  à  nous  accorder  leur  concours,  de 
bien  vouloir  s'adresser  à  l'un  des  rédacteurs  ou  à  l'un  des  éditeurs. 

En  raison  même  des  services  que  doit  rendre  notre  enquête,  il 
est  désirable  que  la  collaboration  des  mathématiciens  soit  aussi 
complète  que  possible.  11  ne  saurait  y  avoir  d'abstention  due  à  une 
sorte  de  modestie  exagérée,  d'autant  plus  que,  conformément  à  la 
dernière  question  du  formulaire,  nous  ne  ferons  usage  du  nom 
d'un  collaborateur  que  sur  l'autorisation  expresse  de  celui-ci. 

Notre  enquête  a  du  reste  trouvé  un  accueil  très  favorable  dans 
les  divers  pays,  à  en  juger  d'après  les  réponses  qui  nous  sont  par- 
venues jusqu'à  ce  jour,  et  il  est  certain,  dès  maintenant,  qu'elle 
fournira  un  ensemble  de  renseignements  et  de  conseils  d'une  haute 
utilité  pour  les  jeunes  mathématiciens.  Dès  que  les  réponses  se- 
ront en  nombre  suffisant,  nous  pourrons  chercher  à  en  dégager 
quelques  directions  générales  et  commencer  la  publication  des 
résultats.  La  Rédaction. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  F.  Amodeo,  a  reçu  la  libéra  docenza  pour  l'Histoire  des  ma- 
thématiques à  l'Université  de  Naples. 

M.  H.  Battermann,  professeur  à  l'Université  de  Berlin,  est 
nommé  directeur  de  l'Observatoire  et  professeur  ordinaire  k  l'Uni- 
versité de  Kœnigsberg,  en  Prusse. 

M.  J.  W.  Bradshaw  est  nommé  instructor  in  mathematics  kVMm' 
versité  de  Michigan. 

M.  Cartan  est  nommé  professeur  de  Calcul  différentiel  et  inté- 
gral à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy. 


^  Un  exemplaire  a  été  encarté  dans  notre  numéro  du  15  septembre  dernier. 
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M.  A.  B.  CoBLE  est  nommé  instructor  in  matkematics  à  TUniver- 
sité  John  Hopkins  (Baltimore). 

M.  CoTTON  est  nommé  professeur  de  Mécanique  rationnelle  et 
appliquée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 

M.  K.  Cranz,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Stutt- 
gart est  nommé  professeur  ordinaire  à  TAcadémie  technique  mili- 
taire de  Berlin-Charlottenburg. 

M.  Drach  est  nommé  professeur  de  Mécanique  rationnelle  et 
appliquée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers. 

M.  O.  EGCERT,privat-docent  à  l'Université  de  Berlin,  est  nommé 
professeur  de  Géodésie  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Danzig. 

M.  Gast  est  admis  comme  privat-docent  de  Géodésie  à  l'Ecole 
technique  supérieure  de  Darmstadt. 

M.  H.  Grassmann,  professeur  extraordinaire  à' l'Université  de 
Halle,  est  nommé  professeur  ordinaire  à  l'Université  de  Giessen. 

M.  F.  GuARDucci,  à  Florence,  est  nommé  professeur  ordinaire  de 
Géodésie  à  l'Université  de  Bologne. 

M.  G.  H.  Hallett  est  promu  professeur  extraordinaire  à  l'Uni- 
versité de  Pensylvanie. 

M.  L.  Heffter,  à  Bonn,  est  nommé  professeur  ordinaire  à  TFleole 
technique  supérieure  d'Aix-la-Chapelle. 

M.  C.  A.  HoLDEN  est  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Uni- 
versité de  Pensylvanie. 

M.  L.  C.  Karpinsky  est  nommé  instructor  in  mathematics  à  l'Uni- 
versité de  Michigan. 

M.  G.  Laxdsberc;,  de  l'Université  de  Heidelberg,  est  nommé  pro- 
fesseur à  rUniversité  de  Breslau. 

M.  Lecornu  est  nommé  professeur  de  Mécanique  à  l'Ecole  poly- 
technique de  Paris  en  remplacement  de  M.  Sarrau,  décédé. 

M.  D.  N.  Lehmeb,  est  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Uni- 
versité de  Californie. 

M.  E.  B.  liYTLE  est  nommé  instructor  in  mathematics  à  l'Univer- 
sité d'illinois,  à  Ithaca. 

M.  H.  M.  Macdonald  est  nommé  professeur  à  l'Université  d'Aber- 
deen  (Ecosse). 

M.  James  Me.  Mahox  est  nommé  professeur  ordinaire  à  l'Univer- 
sité Cornell  (Ithaca). 

M.  Rob.  E.  MoRiTz,  de  l'Université  de  Nebraska,  est  nommé 
professeur  de  mathématiques  à  l'Université  de  Washington. 

M.  C.  L.  F.  MooRE  est  nommé  instructor  in  mathematics  à  l'Ins- 
titut technique  de  Massachusetts. 

M.  S.  Newcomb  est  nommé  Membre  correspondant  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Berlin. 

M.  K.  Œrtel,  de  l'Observatoire  de  Munich,  est  nommé  profes- 
seur d'Astronomie  à  l'Université  de  Munich. 

M.  H.  PoiNCARÉ,  membre  de  l'Institut,  est  nommé  professeur 
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d'Astronomie  générale  à  TEcole  polytechnique  de  Paris  en  rem- 
placement de  M.  Callandreau,  décédé. 

M.  R.  Prantl,  de  TEcole  technique  supérieure  de  Hanovre,  est 
nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Gottingue. 

M.  Raffy  est  nommé  professeur  d'application  de  l'Analyse  à  la 
Géométrie  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

M.  Mich.  Rajna  est  nommé  professeur  d'Astronomie  à  l'Univer- 
sité et  directeur  de  l'Observatoire  de  Bologne. 

M.  A.  Ranum  est  nommé  instruclor  in  maihemaiivskW\\\\^x%\\,é 
de  Wisconsin. 

M.  H.  L.  RiETz  est  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Univer- 
sité d'IUinois. 

M.  RoHN,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Dresde, 
est  nommé  professeur  ordinaire  de  Géométrie  descriptive  à  l'Uni- 
versité de  Leipzig,  avec  entrée  en  fonction  le  l*""  avril  1905. 

M.  C.  RuNGE,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Ha- 
novre, a  été  appelé  à  l'Université  de  Gœttingue. 

M.  K.  ScHREBER,  privat-docent,  est  nommé  professeur  à  TUni- 
versité  de  Greifswald. 

M.  J.  Sommer  est  nommé  professeur  de  mathématiques  il  l'I^oole 
technique  supérieure  de  Danzig. 

M.  P.  Stackel,  de  l'Université  de  Kiel,  a  reçu  un  appel  à  l'Ecole 
technique  supérieure  d'Aix-la-Uhapelle,  pour  y  remplacer  M.  le 
Prof.  V.  Mangoldt,  nommé  à  Danzig. 

M.  J.  H.  Tanner  est  nommé  professeur  ordinaire  ii  l'Université 
Cornell  (Ithaca). 

M.  Jules  Tannery  est  nommé  professeur  de  Calcul  dillërentiel 
et  intégral  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

M.  F".  C.  TouTON  est  nommé  instnictor  in  mathematics  k  l'Uni- 
versité d'IUinois,  à  Ithaca. 

M.  Wellstein,  de  l'Université  de  Giessen,  est  nommé  professeur 
extraordinaire  de  mathématiques  appliquées  à  l'Université  de 
Strasbourg. 

M.  A.  VV.  WuiTNEvest  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Uni- 
versité de  Californie. 

Autriche. 

Admission  à  rUnii»ersité,  —  Le  14  juillet  1904,  le  ministre  de 
l'Instruction  publique  et  des  Cultes  a  émis  un  décret  concernant 
l'admission  à  l'Université  d'élèves  poui'\'us  du  diplùme  de  matu- 
rité d'une  école  réale.  Pour  être  admis  au  même  titre  que  ceux  qui 
sortent  des  gymnases,  les  élèves  des  écoles  réaies  auront  à  subir 
un  examen  complémentaire  portant  sur  le  latin,  le  grec  et  la  phi- 
losophie. Cet  examen  aura  lieu  deux  fois  par  an,  en  mars  et  en 
octobre,  devant  une  commission  comprenant  l'inspecteur,  un  re- 
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présentant  de  l'Université  et  trois  examinateurs.  La  préparation 
peut  se  faire  par  renseignement  privé  ou  par  les  cours  facultatifs 
qui  seront  attachés  à  quelques  établissements  secondaires. 

Nécrologie. 

R.  W.  H.  T.  HuDsoN.  —  Un  jeune  mathématicien  anglais,  M. 
R.  W.  H.  T.  Hudson,  qui  semblait  avoir  devant  lui  un  brillant  ave- 
nir scientifique,  est  décédé  accidentellement,  dans  les  montagnes 
du  Pays  de  Galles,  le  20  septembre  dernier. 

M.  Hudson  appartenait  à  une  famille  de  mathématiciens.  Il  était 
fils  du  professeur  bien  connu  H.  W.  Hudson,  qui  enseignait  der- 
nièrement encore  les  mathématiques  au  King's  Collège  à  Londres  ; 
il  s'était  distingué  par  de  rares  succès  scolaires  et  obtint  la  pre- 
mière place  aux  examens  pour  l'obtention  des  «  Mathematical  ho- 
nours  »  à  Cambridge.  Ses  sœurs  passèrent  aussi  en  bon  rang  des 
examens  analogues. 

M.  Hudson  était  professeur  extraordinaire  à  l'University  Collège 
de  Liverpool  et  publia  différents  travaux,  notamment  sur  les  équa- 
tions différentielles.  A  la  récente  réunion,  à  Cambridge,  de  la 
British  Association^  il  remplit  les  fonctions  de  secrétaire  de  la 
Section  des  Sciences  mathématiques  et  physiques. 

Son  goût  pour  les  mathématiques  s'alliait,  comme  cela  se  ren- 
contre souvent,  à  celui  de  la  musique.  Pianiste  d'un  grand  talent, 
il  s'était  fait  remarquer  par  son  exécution  et  son  interprétation 
véritablement  artistiques  des  grandes  œuvres  classiques. 

G.  H.  Bryan  (Bangorj. 

F.  G.  Radelfinger.  —  Le  15  aoiU  est  mort,  à  Tâge  de  31  ans, 
M.  F.  G.  Radelfinger,  professeur  à  l'Université  de  Washington. 

M.  F.  EisENLOHR,  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de 
Heidelberg,  est  mort  le  21  juillet  dernier,  à  Tâge  de  73  ans. 

H.  Edler  von  Ott. —  Le  23  août  dernier  est  décédé  subitement, 
à  Brûnn  (Autriche),  M.  K.  Edler  von  Ott,  conseiller  d'Etat  et  pro- 
fesseur extraordinaire  de  Mécanique  technique  à  l'Ecole  technique 
supérieure  allemande  de  Prague;  il  était  âgé  de  69  ans.  On  lui  doit, 
entre  autres,  les  ouvrages  suivants  :  Représentation  graphique 
des  fonctions  (1865)  ;  Géométrie  moderne  (1868)  ;  Eléments  du 
Calcul  Graphique  et  de  la  Statique  Graphique  (1870;4*édit.  1885)  ; 
Théorie  et  usage  de  la  règle  à  calcul  (1873)  ;  Conférences  de  Mé- 
canique technique  (1880-1893). 

J.  Macé  de  Lépinay.  —  On  annonce  également  la  mort  récente 
et  inattendue  d'un  savant  très  distingué,  M.  Macé  de  Lépinay, 
professeur  de  Physique  à  la  F'aculté  des  Sciences  de  Marseille. 
Ses  travaux  appartiennent  principalement  au  domaine  de  l'Optique. 
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FRANCE 

LA  RÉFORME  DES  PROGRAMMES  D'ADMISSION 
AUX  GRANDES  ÉCOLES 

I.  —  Rapport  '  de  M.  Appell 

Membre  de  Tlnstitut,  Doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

«  Les  grandes  écoles  qui  prennent,  comme  base  de  leurs  pro- 
grammes d'examen,  le  programme  de  mathématiques  spéciales 
ont  actuellement  des  exigences  discordantes  :  c'est  ainsi  que  cer- 
taines questions  figurant  au  programme  de  l'Ecole  polytechnique 
ne  figurent  pas  au  programme  de  l'Ecole  centrale  et  inversement. 
Ces  divergences  n'ont  pas  grand  inconvénient  pour  les  élèves  des 
lycées  de  Paris  où  se  trouvent  des  classes  préparant  directement 
aux  diverses  Ecoles  ;  mais,  dans  les  lycées  des  départements,  il  y 
a  souvent  quelques  élèves  seulement  se  préparant  à  une  Ecole  dé- 
terminée :  on  ne  peut  alors  faire  un  enseignement  particulier 
pour  chaque  groupe  d'élèves  et  les  moins  nombreux  sont  néces- 
sairement sacrifiés.  Il  arrive,  en  outre,  que  beaucoup  de  jeunes 
gens  se  préparent  à  deux  ou  même  a  plusieurs  Ecoles  à  la  fois  : 
avec  des  programmes  trop  divergents,  leur  travail  devient  très 
difficile. 

Il  y  a  donc  unuintérét  évident  à  ce  que  les  Ecoles  prenant  comme 
base  la  classe  de  mathématiques  spéciales  aient  le  même  pro- 
gramme, ou,  du  moins,  qu'il  existe  un  programme  d'enseignement 
unique^  formant  en  quelque  sorte  le  programme  maximum  dans 
lequel  chaque  Ecole  prendrait  ses  programmes  d'admission,  sans 
y  introduire  aucune  question  nouvelle  de  spéciales  et  sans  en  al- 
térer l'esprit  général.  C'est  ce  programme  d'enseignement  que  la 
Sous-Commission  a  établi  ;  mais  elle  a  admis  qu'une  Ecole  pour- 
rait joindre,  à  son  programme  d'examens,  des  matières  prises  dans 
les  programmes  d'enseignement  des  classes  des  lycées  autres  que 
celle  de  mathématiques  spéciales. 


^  Rapport  approuvé  par  la  Commission  interministériolle,  dite  dex  Gmndes  Ecoles,  dans 
M  séance  du  7  juillet  190i. 
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«  L'existence  d'un  programme  d'enseignement  de  ce  genre,  se 
justifie,  en  outre,  par  une  considération  du  plus  haut  intérêt  so- 
cial. Dans  les  concours  pour  les  diverses  écoles,  s'il  y  a  beaucoup 
d'appelés,  il  y  a  peu  d'élus  :  les  candidats  qui  n'ont  pas  réussi, 
après  deux  ou  même  trois  années  de  préparation,  sont  obligés  de 
chercher  des  carrières  dans  l'industrie,  soit  directement,  soit  en 
passant  par  l'enseignement  supérieur.  Pour  que  les  années  prépa- 
ratoires passées  au  lycée  ne  soient  pas  perdues,  il  faut  que  l'en- 
seignement des  lycées,  au  lieu  de  porter  sur  une  partie  seulement 
des  connaissances  fondamentales  qu'on  suppose  devoir  être  com- 
plétées plus  tard  dans  les  Ecoles,  forme  un  ensemble  ayant  une 
portée  éducative  et  scientifique. 

«  C'est  dans  cet  esprit  que  la  Sous-Commission  de  Mathémati- 
ques spéciales  a  poursuivi  ses  travaux  et  rédigé  les  programmes 
qu'elle  soumet  à  l'approbation  de  la  Commission. 

«  Tout  d'abord,  elle  en  a  écarté  les  questions  présentant  un  ca- 
ractère technique,  tout  en  s'efTorçant  de  donner  aux  élèves  l'ins- 
trument scientifique  indispensable  aux  applications  :  elle  en  a 
écarté  également  tous  les  développements  trop  rigoureux  et  sys- 
tématiques touchant  aux  principes,  qui  ne  peuvent  être  entière- 
ment compris  que  par  des  esprits  mûrs  ayant  une  certaine  prati- 
que de  la  science  ;  enfin  elle  en  a  fait  disparaître  à  peu  près 
complètement  les  théories  de  l'enseignement  mathématique  supé- 
rieur, comme  la  théorie  des  courbes  algébriques  qui  se  présente 
sous  son  véritable  jour  alors  seulement  qu'on  peut  faire  ressortir 
les  liaisons  profondes  de  cette  théorie  avec  celle  des  formes  algé- 
briques et  des  transcendantes  abéliennes. 

«  Les  principaux  changements  effectués  dans  le  programme  de 
mathématiques  portent  sur  les  deux  points  suivants  :  simplifica- 
tion de  la  géométrie  analytique,  développement  de  l'analyse  ma- 
thématique. En  géométrie  analytique,  la  Commission  a  cherché  à 
faire  disparaître  autant  que  possible  l'emploi  des  formules  géné- 
rales relatives  aux  courbes  et  aux  surfaces  du  second  ordre  rap- 
portées à  des  axes  quelconques  ;  elle  a  réduit  à  très  peu  de  chose 
les  notions  sur  les  courbes  algébriques.  En  analyse,  elle  a  ajouté 
les  chapitres  qui  sont  d'un  usage  courant  en  géométrie  infinitési- 
male, en  mécanique  et  en  physique,  comme  les  séries  entières, 
les  quadratures  dans  les  cas  les  plus  simples,  les  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  immédiatement  intégrables,  les  équa- 
tions différentielles  linéaires  du  second  ordre  à  coefficients  cons- 
tants. En  un  mot,  la  Sous-Commission  a  cherché  à  développer 
l'enseignement  dans  le  sens  même  dans  lequel  l'immense  majorité 
des  élèves  de  spéciales  seront  appelés  à  se  diriger,  dans  les  car- 
rières qu'ils  pourront  rechercher. 

«  Mais  il  faut  bien  avouer  que  l'œuvre  de  la  Commission  reste- 
rait stérile  sans  le  concours  des  hommes  qui  seront  chargés  de 
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donner  la  vie  aux  programmes,  de  les  enseigner  ou  d'en  contrôler 
l'enseignement,  c'est-à-dire  sans  le  concours  des  professeurs  et 
surtout  des  examinateurs. 

«  Aussi  la  Commission  a-t-elle  jugé  indispensable  d'accompa- 
gner le  programme  de  quelques  commentaires  et  de  le  compléter 
par  des  vœux  ayant  pour  but  de  préciser  Tesprit  qu'elle  désire  voir 
introduire  dans  l'enseignement  et  dans  les  examens. 

«  Enseignement.  —  Les  professeurs  resteront  maîtres  de  l'ordre 
dans  lequel  ils  enseigneront  les  diverses  questions  du  programme. 
11  leur  est  recommandé  de  ne  pas  charger  les  cours,  défaire  grand 
usage  de  livres,  de  ne  pas  abuser  des  théories  générales,  de  n'ex- 
poser aucune  théorie  sans  en  faire  de  nombreuses  applications 
poussées  jusqu'au  bout,  de  commencer  habituellement  par  les  cas 
les  plus  simples,  les  plus  faciles  a  comprendre,  pour  s'élever  en- 
suite aux  théorèmes  généraux.  Parmi  les  applications  d'une  théorie 
mathématique,  il  conviendra  de  préférer  celles  qui  se  présentent 
en  physique,  celles  que  les  jeunes  gens  rencontreront  plus  tard 
dans  le  cours  de  leurs  études  soit  théoriques  soit  pratiques  :  c'est 
ainsi  que,  dans  la  construction  des  courbes,  il  conviendra  de  choi- 
sir comme  exemples  des  courbes  qui  se  présentent  en  physique 
et  en  mécanique,  comme  les  courbes  de  Van  der  Waals,  la  cy- 
cloïde,  la  chaînette,  etc.,  que,  dans  la  théorie  des  enveloppes,  il 
conviendra  de  prendre  comme  exemple  des  enveloppes  qui 
se  rencontrent  dans  la  théorie  des  engrenages  cylindriques  et 
ainsi  de  suite.  Les  élèves  devront  être  interrogés  en  classe,  exer- 
cés aux  calculs  numériques,  habitués  à  raisonner  directement  sur 
les  cas  particuliers  et  non  à  appliquer  des  formules.  En  résumé, 
on  devra  développer  leur  jugement  et  leur  initiative,  non  leur  mé- 
moire. 

«  Nous  allons  maintenant  passer  en  revue  le  programme  pour 
préciser  ceiiains  points. 

«  Algèbre  et  analyse.  —  Le  professeur  devra  éviter  de  s'éten- 
dre sur  les  nombres  incommensurables  ;  il  lui  suflira  d'en  donner 
des  exemples  précis  en  montrant  comment  on  peut  définir  V2  par 
la  notion  de  coupure.  Par  exemple,  pour  définir  y  2,  on  divise  les 
nombres  commensurables  en  deux  classes,  ceux  dont  le  carré  est 
inférieur  à  2,  et  ceux  dont  le  carré  est  supérieur  à  2  ;  la  coupure 
entre  ces  deux  classes  définit  V2..Quant  aux  opérations  sur  les  in- 
commensurables, le  professeur  pourra  admettre  qu'elles  sont  sou- 
mises aux  mêmes  règles  que  les  opérations  élémentaires  de  l'arith- 
métique. Le  professeur  devra  s'abstenir  de  toute  théorie  générale 
sur  la  notion  de  limite  et  se  contenter  de  faire  comprendre  cette 
notion  sur  les  exemples  mêmes  que  fournit  le  programme. 

«  Dans  la  résolution  des  équations  du  premier  degré,  on  devra 
habituer  les  élèves  à  raisonner  directement  sur  des  équations  nu- 
mériques, à  les  résoudre  et  à  les  discuter  sans  employer  les  déter- 
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minants  ;  ceux-ci  devFont  servir  ensuite  à  donner  à  la  théorie  sa 
forme  la  meilleure. 

«  Pour  les  séries,  on  se  bornera  à  celles  dont  la  convergence  ou 
la  divergence  peuvent  s'établir  par  Tapplication  directe  des  règles 
indiquées  au  programme  ;  on  en  fera  de  nombreuses  applications 
numériques,  et  Ton  donnera  aux  élèves  l'idée  du  plus  ou  moins 
de  rapidité  de  la  convergence,  en  leur  faisant  calculer  une  limite  de 
Terreur  commise  quand  on  prend  un  nombre  déterminé  de  ter- 
mes. 

«  Dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle,  on  s'abs- 
tiendra de  toute  complication  pour  la  notion  de  continuité  ;  on 
n'envisagera  que  des  fonctions  continues  ayant  une  dérivée.  On 
emploiera,  partout  où  il  sera  possible,  les  représentations  graphi- 
ques :  signification  géométrique  de  la  dérivée,  du  signe  de  la  dé- 
rivée seconde,  du  théorème  des  accroissements  finis,  du  théorème 
de  Rolle  ;  relations  qui  existent  entre  les  courbes  représentatives 
d'une  fonction  et  de  ses  dérivées  première  et  seconde.  Enfin  la 
notion  de  la  fonction  primitive  d'une  fonction  f{x)  sera  obtenue 
en  remarquant  que  Taire  d'un  segment  de  la  courbe  y  =  f{x]  est 
une  fonction  ayant  pour  dérivée  /"(j^). 

«  Une  innovation  importante  est  l'introduction  des  séries  entiè- 
res qui  sont  d'un  usage  constant  dans  les  applications  et  qui  for- 
ment, en  même  temps,  la  base  de  la  théorie  moderne  des  fonc- 
tions. L'importance  de  ces  sériés  résulte  de  ce  que,  dans  l'inter- 
valle de  convergence,  on  peut  les  multiplier,  les  diviser,  les 
dériver,  les  intégrer  comme  des  polynômes.  Il  est  d'ailleurs  ex- 
pressément recommandé  de  ne  pas  se  préoccuper  des  difficultés 
qui  se  présentent  aux  limites  de  Tintei-valle  de  convergence.  Pour 
exercer  les  élèves  au  maniement  de  ces  séries,  on  en  fera  des 
applications  nombreuses,  principalement  à  l'intégration  d'équa- 
tions différentielles  linéaires  par  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés. C'est  ainsi  que  le  développement  des  fonctions 

s'obtient  facilement  si  Ton  remarque  que  ces  fonctions  sont  res- 
pectivement caractérisées  par  les  équations 

r  =  /  .  (l.-|-x)/  =  mr 

avec  la  condition  y  =  1  pour  .r  =  0. 

«  Pour  la  formule  de  Taylor  on  se  bornera  à  la  seule  forme  du 
reste  indiquée  au  programme,  et  on  laissera  complètement  décote 
les  méthodes  que  Ton  employait  pour  obtenir  les  développements 
de  L  ;  1  -|-  x)^  arctg  .r,  (1  -j-  xf\  en  prenant  comme  point  de  départ 
l'expression  analytique  du  reste. 

«  Dans  la  théorie  des  équations  algébriques,  on  n'a  laissé  sub- 
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sister  que  les  théorèraes  les  plus  essentiels.  On  a  indiqué  rélimi- 
nation  parles  fonctions  symétriques:  mais  il  ne  devra  être  sou- 
levé aucune  difficulté  pour  le  cas  des  racines  infinies,  et  on  devra 
s'abstenir  de  donner  la  valeur  de  la  racine  commune  par  la  mé- 
thode des  fonctions  symétriques,  la  véritable  méthode  pratique 
étant  remploi  du  plus  prrand  commun  diviseur.  Pour  les  équa- 
tions à  coeflicients  réels,  de  nombreuses  applications  numériques 
et  graphiques  doivent  être  faites,  surtout  à  des  équations  du 
troisième  degré. 

«  Différentielles  et  intégrales,  —  Les  élèves  étant  habitués  â  la 
notion  de  dérivée,  on  définira  la  différentielle  première  d'une 
fonction  d'une  variable  et  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de 
plusieurs  variables,  en  insistant  sur  ce  fait  que  la  forme 

r^dx^r^dy  + ... 

se  conserve  par  un  changement  de  variables. 

«  Les  notions  d'intégrale  définie  et  de  valeur  moyenne  d'une 
fonction  seront  rattachées  aux  représentations  graphiques  :  on 
regardera  l'aire  comme  une  notion  première. 

«  En  demandant  Tintégration  des  différentielles  rationnelles  et 
de  celles  qui  s'y  ramènent,  on  a  entendu  demander  l'intégration 
des  différentielles  rationnelles  en  .r  et  \^aj^  -f-  ^j-  ^-  c  .  ou  en  sin  .r  et 
cos  X.  On  devra  surtout  traiter  des  exemples  numériques  de  ces 
quadratures.  Indépendamment  des  méthodes  générales,  les  élèves 
devront  être  exercés  au  calcul  direct  d'intégrales  numériques  des 
formes  usuelles  : 

/•  dx  ,  (ix 

J  aj^  -\- ha- -\- c    '     J    Vtf-r'  -j-Ar-f'c 

.     ^^^j        i* jl^ 

/    V  <IJ*  -|-  IfX  -\-c  dx  J  ac   »x  -{-  h  sin  a  -|-  c 

I  cos*"  X  t<iii'  -r  dx  un  vl  p  niliiTs). 

«  On  trouvera  dans  la  rectification  des  courbes,  le  calcul  des 
volumes,  des  aires  planes  et  courbes,  des  moments  d'inertie,  des 
centres  de  gravité,  de  nombreux  exemples  d'intégrales  simples 
dans  lesquels  les  calculs  pourront  et  devront  être  faits  complè- 
tement jusqu'à  la  fin. 

«  De  même  les  équations  différentielles  du  premier  ordre  don- 
neront lieu  à  de  nombreuses  applications  numériques  accom- 
pagnées crintcrprétations  gét)  m  étriqués.  KnHn,  l'intégration  des 
équations  différentielles  linéaires  du  deuxième  ordre  fi  coefficients 
constants  sera  appliquées  des  exemples  tirés  de  la  mécanique  et 
de  la  physique. 

L'Enficignemont  niath^m.,  6"  année;  1904.  33 
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«  Applications  numériques.  —  Les  applications  numériques  ont 
été  réunies  dans  un  paragraphe  spécial.  Dans  cette  partie  du 
cours,  on  donnera  surtout  Tidée  des  méthodes  pratiques  pour  la 
séparation  et  la  détermination  approchée  des  racines;  une  équa- 
tion de  la  forme 

pourra   être   résolue   approximativement  par   Tintersection    des 
courbes 

V  =  f(x)  ,     r  =  f  ix)  . 

«  On  prendra  comme  exemples  des  équations  qui  se  rencon- 
trent dans  les  applications  comme 

tanfç  or  —  ^jr  =:  0  ,     or  —  esin  x  •=.  ni  ,..., 

«  L'extension  de  la  méthode  de  Newton  à  la  résolution  de  deux 
équations  simultanées  ne  devra  pas  donner  lieu  à  des  dévelop- 
pement théoriques,  mais  seulement  à  quelques  applications  nu- 
mériques ;  connaissant  les  valeurs  approchées  a  et  b  des  coor- 
données d'un  point  de  rencontre  des  courbes 

r{x,Y)  =  0  ,     fix.y)  =  0  » 
on  appellera 

.r  =  n  4-  '*   .      »•  =  /y  -|-  ^ 

leurs  valeurs  exactes  et  on  calculera  approximativement  h  et  Ar, 
par  les  deux  équations  linéaires 

f{a,b)  -h  A/"^-hXrj  =  0. 

f  («  .  ^)  +  h' a  +  h\  =  ^  • 

«  Les  méthodes  d'approximation  ne  devraient  pas  être  deman- 
dées à  l'examen  oral,  où  le  temps  manque  pour  faire  effectivement 
les  calculs  numériques;  elles  devraient  former  le  sujet  d'une  au 
moins  des  compositions  écrites,  où  les  candidats  seraient  appelés 
à  les  appliquer  à  des  exemples. 

«  Géométrie  analytique.  —  On  a  cherché  à  simplifier  le  pro- 
gramme en  ce  qui  touche  la  construction  des  courbes,  de  façon  à 
se  rapprocher  des  conditions  qui  se  présentent  le  plus  fréquem- 
ment dans  les  applications  ;  pour  cela  on  a  divisé  la  question  en 
trois  parties  ; 

«  A)  Etude  des  courbes  définies  par  une  équation  qui  peut  être 
résolue  explicitement  par  rapport  à  y  ;  ce  cas  est  très  fréquent 
dans  la  pratique. 

«  B)  Etude  des  courbes  telles  que  les  coordonnées  d'un  de  leurs 
points  soient  exprimées  en  fonctions  d'un  paramètre;  ce  cas  se 
présente  constamment  en  cinématique. 
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«  C]  Courbes  définies  par  une  équation  implicite  et,  en  particu- 
lier, courbes  algébriques.  Cette  dernière  partie  a  été,  comme  nous 
Tavons  déjà  dit,  très  réduite.  On  a  entendu  supprimer  toutes  les 
théories  générales  sur  les  courbes  algébriques  ;  on  a  notamment 
voulu  supprimer  toutes  les  théories  relatives  à  l'étude  d'une 
courbe  algébrique  dans  le  voisinage  d'un  point  multiple  à  dis- 
tance finie  ou  infinie,  toutes  les  formules  générales  relatives  aux 
asymptotes,  les  questions  relatives  à  la  hessienne,  à  la  recherche 
des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point,  aux  appli- 
cations plus  ou  moins  déguisées  des  formules  de  Plûcker.  On  de- 
vra se  borner  à  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  simple  à 
distance  finie  ou  infinie,  à  l'équation  des  tangentes  en  un  point 
simple  ou  double  situé  à  l'origine.  La  recherche  des  asymptotes 
et  le  tracé  de  la  courbe  devront  être  donnés  seulement  sur  des 
exemples  numériques  de  courbes  du  deuxième  et  du  troisième 
degré.  De  cette  façon  disparaissent  des  théories  qui  avaient  donné 
lieu  à  de  nombreux  et  vastes  développements. 

«  Une  autre  simplification  est  relative  à  l'étude  des  courbes  et 
des  surfaces  de  second  ordre.  Pour  l'étude  de  ces  courbes  et  sur- 
faces sur  les  équations  réduites,  on  devra,  dans  le  cours,  se  bor- 
ner aux  propriétés  essentielles  indiquées  au  programme  et  laisser 
de  côté  les  questions  qui  chargent  la  mémoire  des  élèves,  comme 
la  construction  des  axes  d'une  conique  à  centre  dont  on  connait 
deux  diamètres  conjugués,  la  recherche  des  diamètres  conjugués 
égaux  dans  l'ellipsoïde,  etc. 

«  On  a  également  cherché  à  supprimer  tout  abus  dans  les  pro- 
blèmes relatifs  aux  coniques  et  quadriques  représentées  par  l'équa- 
tion littérale  la  plus  générale.  C'estainsi  que  l'indication  relative  à 
l'emploi  de  la  méthode  de  décomposition  en  carrés  à  des  coniques 
ou  quadriques  définies  par  des  équations  niimèriqueSy  a  pour  but 
d'empêcher  le  calcul  des  coefficients  de  la  décomposition  en  fonc- 
tion des  coefficients  littéraux  de  l'équation  générale.  De  même  on 
a  donné,  comme  but  unique  de  la  recherche  des  directions  prin- 
cipales d'une  quadrique,  la  possibilité  de  faire  disparaître  les  ter- 
mes rectangles  de  l'équation  de  la  surface,  par  un  changement  de 
l'orientation  des  axes  rectangulaires.  Cette  recherche  ne  doit  don- 
ner lieu,  pour  les  quadriques  représentées  par  l'équation  générale, 
à  aucune  question  sur  les  plans  principaux,  les  axes  de  symétrie, 
les  plans  cycliques,  les  conditions  de  révolution.  Une  fois  les  rec- 
tangles disparus  par  le  changement  d'orientation  des  axes,  on 
devra  chercher  à  simplifier  l'équation  par  la  translation  des  axes  ; 
la  mention  expresse,  qui  en  est  faite  dans  le  programme,  a  pour 
but  d'empêcher  les  développements  sur  les  invariants  des  for- 
mes quadratiques  en  général  et,  plus  particulièrement,  de  sup- 
primer l'emploi  de  certains  invariants  relatifs  à  des  formes 
spéciales. 
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«  r/introduction  des  éléments  à  Tinfini  et  des  éléments  imagi- 
naires dans  le  programme  a  eu  pour  but  de  préciser  les  points 
que  les  professeurs  devront  enseigner  et  d'éviter  les  développe- 
ments excessifs  qui  ont  été  quelquefois  donnés  à  ces  considéra- 
tions. On  n'a  pas  voulu  exclure  de  renseignement  un  outil  com- 
mode, dont  Tusage  est  maintenant  devenu  familier;  mais  il  est 
nécessaire  qu'on  n'en  abuse  pas  :  c'est  dans  le  sens  du  réel  que  la 
géométrie  analytique  doit  être  développée.  Ces  théories  ne  de- 
vront pas  donner  lieu  à  d'autres  applications  que  celles  qui  sont 
indiquées  dans  le  texte. 

«  Géométrie  deacriptwe .  —  Le  programme  actuel  a  été  peu  mo- 
difié, on  y  a  ajouté,  à  titre  de  revision,  des  applications  de  géo- 
métrie projective  empruntées  au  programme  de  mathématiques 
A  ;  il  importe,  en  effet,  que  la  géométrie  descriptive  ne  soit  pas  ré- 
duite au  procédé  de  représentation  que  l'on  doit  à  Monge  ;  à 
l'étranger  on  la  conçoit  d'une  façon  beaucoup  plus  large.  Les  ap- 
plications de  l'homographie  devront  être  faites  d'après  l'enseigne- 
ment donné  dans  le  cours  de  géométrie  analytique;  elles  ne  de- 
vront pas  donner  lieu  à  des  développements  nouveaux. 

«  Dans  les  questions  d'intersections  de  surfaces,  on  devra  s'en 
tenir  aux  indications  du  programme  et  ne  pas  introduire,  dans 
des  problèmes  graphiques,  des  développements  théoriques  qui  ne 
se  trouveraient  pas  dans  le  programme  de  géométrie  analytique. 

«  Mécanique,  —  En  mécanique,  il  ne  sera  soulevé  aucune  diffi- 
culté sur  les  principes,  comme  l'indique  le  programme.  Dans 
cette  partie  du  cours,  les  élèves  acquerront  les  notions  de  ciné- 
matique et  de  dynamique  indispensables  à  l'enseignement  de  la 
physique  dont  l'importance  industrielle  grandit  chaque  jour; 
c'est  pour  cette  raison  qu'on  a  introduit  les  notions  de  champ 
de  forces,  de  lignes  de  forces  qui  sont  d'un  usage  constant 
dans  la  théorie  de  l'attraction  et  dans  les  théories  électriques  ou 
magnétiques. 

«  Dans  l'étude  des  mouvements  produits  par  des  forces  centra- 
les, on  se  bornera  aux  deux  lois  indiquées  au  programme;  on  sera 
conduit  naturellement  à  démontrer  le  théorème  des  aires. 

«  Kn  statique,  on  a  introduit  le  frottement  pour  se  rapprocher 
de  la  réalité  et  donner  aux  débutants  le  moyen  de  résoudre  des 
problèmes  réels. 

«  Enfin,  pour  appliquer  les  règles  de  la  statique  à  des  exemples 
pratiques,  on  a  demandé  l'équilibre  de  quelques  machines  sim- 
ples qu'il  faudrait  montrer  aux  élèves  et  faire  fonctionner  devant 
eux.  On  a  cherché  à  les  pénétrer  de  cette  notion  fondamentale 
qu'on  ne  peut  pas  créer  de  travail,  en  leur  demandant  de  vérifier 
sur  chaque  machine  simple,  que  si  cette  machine  est  en  équilibre 
sans  frottement  et  si  on  vient  à  la  déplacer  infiniment  peu,  letra- 


NOTES  ET  DOCUMENTS  'i93 

vail  élémentaire  de  la  puissance  est  égal  et  de  signe  contraire  à 
celui  de  la  résistance. 

«  Dans  cette  partie  du  programme,  comme  dans  les  autres,  on 
devra  poser  aux  élèves  des  problèmes  précis,  avec  des  données 
numériques  de  façon  k  habituer  les  débutants  aux  divers  systè- 
mes d'unités.  On  y  trouvera  de  nombreuses  occasions  de  faire  des 
applications  du  système  métrique,  de  résoudre  des  problèmes  fa- 
miliers d'équilibre  et  de  mouvement.  On  devra  éviter  Tabus  de 
l'appareil  analytique,  des  axes  de  coordonnées,  et  exercer  les  élè- 
ves à  raisonner  directement  sur  chaque  question. 

«  Physique.  —  L'enseignement  devra  être  aussi  expérimental 
que  possible. 

«  La  question  de  la  pesanteur  et  du  pendule  devra  être  traitée 
dans  un  esprit  différent  de  celui  des  autres  parties  du  programme. 
Ce  chapitre  fondamental  de  la  physique  newtonienne  sera  exposé 
complètement  —  aussi  complètement  qu'il  eût  été  possible  de  le 
faire  du  temps  de  Newton  —  sans  y  laisser  de  lacunes,  sans  user 
de  ces  indications  générales  qui  ailleurs  remplacent  quelquefois 
les  idées  précises.  Le  but  est  double.  D'une  part,  la  théorie  de  la 
chute  d'un  corps  se  confondant,  comme  Ton  sait,  avec  les  origi- 
nes de  la  mécanique,  le  professeur  fera  comprendre  les  principes 
de  la  mécanique  rationnelle  en  même  temps  qu'il  enseignera  les 
propriétés  de  la  pesanteur.  D'autre  part,  la  mesure  de  g  four- 
nira un  exemple  d'une  détermination  physique  complète,  d'une 
recherche  qui  aboutit,  grâce  à  l'emploi  combiné  de  l'analyse  et  du 
calcul  numérique. 

«  Après  avoir  exposé  les  lois  de  la  chute  des  corps,  et  notam- 
ment la  première  —  légalité  de  l'accélération  dans  le  vide  pour 
tous  les  corps)  —  le  professeur  fera  remarquer  que  cette  loi  est 
nécessaire  à  la  définition  de  la  masse,  que,  sans  cette  loi,  les  mas- 
ses, au  lieu  d'être  des  grandeurs  physiques  susceptibles  d'addi- 
tion, ne  seraient  que  des  coefïicients  numériques,  desimpies  quo- 
tients. C'est  par  là  également  que  se  fait  la  soudure  entre  la  dyna- 
mique et  la  statique,  le  poids  pouvant  se  comparer  statiquenient 
à  d'autres  forces. 

«  Il  faut  remarquer,  en  effet,  que  le  soin  d'expliquer  les  prin- 
cipes expérimentaux  de  la  mécanique  rationnelle  est  laissé,  dans 
le  programme  de  mathématiques  spéciales,  au  professeur  de  phy- 
sique, car  le  programme  de  mécanique  spécifie  que  l'on  admettra 
que  la  force  est  géométriquement  égale  au  produit  de  la  masse 
par  l'accélération,  et  le  passage  de  la  définition  dynamique  de  la 
force  à  la  définition  statique  n'y  est  pas  explicitement  indiqué. 

«  La  mesure  de  g  peut  se  faire  non  seulement  au  moyen  du 
pendule  à  réversion,  mais  aussi  avec  divers  pendules  à  un  seul 
couteau,  pourvu  que  leur  forme  permette  le  calcul  du  moment 
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d'inertie.  Tels  sont  les  pendules  de  Borda  composés  d'un  fil  por- 
tant une  sphère  pesante  ou  bien  des  pendules  formés  de  masses 
cylindriques  ou  sphériques,  ou  encore  un  pendule  formé  d'un  cer- 
ceau oscillant  sur  une  lame  de  canif.  Ces  diverses  formes  de  pen- 
dule, simplement  construites,  donnent  cependant  ^  avec  une  ap- 
proximation voisine  d'un  millième.  Le  professeur  pourra  donc 
exécuter  une  détermination  en  classe,  et  les  élèves  en  faire  d'au- 
tres en  manipulations.  Il  devront  en  donner  le  détail,  avec  calculs 
numériques,  sous  forme  de  rédaction  écrite. 

«  En  corrigeant  les  travaux  écrits,  le  professeur  rendra  grand 
service  aux  élèves  s'il  attire  leur  attention  sur  la  question  de  l'ap- 
proximation obtenue.  Actuellement  nos  élèves  ne  se  doutent  pas 
de  ce  que  c'est  qu'une  approximation.  Ils  croient  bien  faire  en  cal- 
culant, dans  un  problème,  des  nombres  avec  un  très  grand  nom- 
bre de  chiffres.  Ils  paraissent  ignorer  qu'un  nombre  de  huit  chif- 
fres implique  une  précision  d'un  centmillionième.  Ils  ne  savent  pas 
ce  que  c'est  qu'une  erreur  relative;  ils  ne  connaissent  pas  ce 
théorème  que  l'erreur  relative  d'un  produit  est  égale  à  la  somme 
des  erreurs  relatives  des  facteurs.  Us  ne  se  permettraient  pas  non 
plus  de  multiplier  par  1  —  «,  au  lieu  de  diviser  par  1  -f-  ^  ou,  en 
général  de  remplacer  (1  +  f )  *"  par  1  +  ^^-  I^<^  professeur  de  phy- 
sique rendra  encore  service  aux  élèvesen  ne  négligeant  aucune  oc- 
casion de  leur  expliquer  les  méthodes  d'approximation  sur  les 
exemples  que  fournissent  les  interrogations  et  les  manipulations. 

«  Chimie,  —  Le  programme  de  chimie  a  été  peu  modifié  ;  on 
y  trouvera  des  notes  indiquant  dans  quel  esprit  l'enseignement 
doit  être  fait.  » 

Nous  publierons,  en  janvier  1905,  comme  suite  à  ce  Rapport,  le 
texte  complet  du  nouveau  Programme  de  la  Classe  de  rnathèmor 
tiques  spéciales,  (Réd.) 

Cours  universitaires. 

Semestre  d'hiver  1904-1905. 
(Suite). 

Berlin;  Universitât  [Beginn  16.  Okt.).  Lehmanx-Filhbs  :  Anal. 
Géométrie,  4.  Bestimmungvon  Doppelsternbahnen,  1. —  Schwarz: 
DifFerentialrechn.,  4.  Uebg.  2.  KU.  Funktionen,  4.  Kap.  der  Th. 
der  analyt.  Funktionen,  2.  Math.  CoUoquien.  Seminar  2.  —  Fro- 
DENius:  Algebra,  4.  Seminar,  2.  —  Schottky  :  Funktionentheo- 
rie,  4.  Analyt.  Mechanik,  4.  Sem.  2.  —  Knoblauch  :  Best.  Inté- 
grale, 4.  Th.  d.  krummen  FlSchen,  4.  Th.  der  Raumkurven,  1. — 
Hettner  :  Finf.  in  die  Determinantenth.,  2.  —  Landau:  ïntegral- 
rech.,  4.  Uebg.  dazu,  1.  Th.  der  Fllichen  2  ter  Ordnung,  2.  Men- 
genlehre,  l.  —  Schur  :  Alg.  Théorie  der  quadrat.  Formen,  2. 
Zahlen théorie.  4.  —  F'Orster  :  Théorie   u.  Kritik  der   Zeitmcs- 
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sung,  2.  Geschichte  der  Alten  Astronomie,  2.  —  Ueberblick  û. 
die  Methoden  u.  Ergebnisse  der  Astronomie.* —  Sf  ruve  :  Sphâr. 
Astronomie,  3. —  Bauschinger  :  Bahnbestimmungder  Kometen  u. 
Planeten,  3.  Uebg.  dazu,  1.  —  Helmert  :  Die  kûrzeste  Linie  in 
IhrerAnwendungaufgeodâtischeMessiingen,  1;  ûberBestiramung 
der  Figur  der  Krde,  1.  —  Aschkinass:  Elemente  der  hivh.  Mathe- 
matik  mit  bes.  Berûcksichtigung  ihrer  Anwdg.  i.  d.  Naturw.,  2. 
Pendant  le  semestre  d'été  1904,  TUniversité  a  compté,  pour  les 
sciences  mathématiques,  physiques  et  naturelles,  1087  étudiants, 
dont  910  appartenant  à  l'Empire  allemand,  151  aux  autres  Etats 
européens,  19  à  l'Amérique,  G  à  l'Asie  et  1  à  l'Océanie. 

Berlin;  Techn.  Hochschule.  Abtcilung  f.  allgem.  Wissenschaften. 

—  DziOBEK  :  Hoh.  Math,  mit  Uebg.  —  Haentzschel  :  Elem.  der 
Diff.  u.  Integralrechn.  und  der  analyt.  Géométrie.  Elem.  der 
Mechanik.  —  Hauck  :  Darst.  Géométrie  (ï). —  Hertzer  :  Darst. 
Géométrie  (I).  —  Hettner  :  Hoh.  Math,  mit  Uebg.  Théorie  der 
Raumkurven  und  Flâchen.  —  Jolles:  Darst.  Geom.  (1).  Gra- 
phische  Statik. —  Lampe:  Hoh.  Mechanik  mit  Uebg.  Bestimmte 
Intégrale  und  DifFerentialgleichgn.  —  Steinitz  :  Polentialth. 
Funktionenth.   (I).  Nicdere  Analysis  in  Algebra.   Synth.    Geom. 

—  Cranz  :  Graph.  Statik.  —  Hessenberg  :  Darst.  Geom.  (11).  — 
Jahnke  :  Die  Vektoren  u.  ihre  Anwendgn.  auf  Problème  der  Me- 
chanik u.  math.  Physik.  Repet.  ûber  anal.  Geom.,  DifF.  u.  Int.- 
rechn.  und  uber  Diff. gleichgn.  —  R.  MCller  :  Diff.  u.  Int.-rechn. 

Lausanne  ;  Université,  (voir  p.  418  ;  suite).  —  C.  Jaccottet,  priv.- 
doc.  :  Théorie  des  substitutions,  2. 

Mûnchen  ;  Universitât.  —  G.  Bauer  :  Math.  Seminar,  2.  —  Lin- 
DERMANN  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  4.  Diff.  gleichgn.,  4. 
Versicherungsmath.  Sem.  1  Y,.  —  Voss  :  Algebra,  4.  Théorie  der 
Flâchen,  4.  Sém.  ûber  Diff.  gleichgn. —  Pringsheim  :  Diff.  rech- 
nung,  5.  Funktionentheorie,  4.  —  Dœhlemann  :  Darst.  Géométrie 
I,  .5.  Uebgn.,  3.  Kurventheorie,  3.  Die  Imaginairen  in  der  Géo- 
métrie (I).  —  V.  Weber:  Determinanten  u.  lineare  Transformatio- 
nen,  4.  Encyklopâdie  der  Elem.  Géométrie,  3.  Géométrie  der 
Geraden  und  der  Kugel. 

Mûnchen  ;  Techn.  Hochschule.  ^  v.  Braunmlhl  :  Hoh.  Mathem.  (Ij 
mitUeb.  Algebraische  Analysis.  Mathematisch-historisches  Semi- 
nar. —  V.  Dyck:  Hôh.  Mathem.  (U!)  mit  Ueb.  Einl.  in  die  Th.  d. 
Differentialgleichgn.  —  Finsterwalder  :  Grundziige  d.  hrth.  Ma- 
them. (fur  Architekten  u.  Chemiker).  —  Burmester  :  Darst.  Geom. 
1  mit  Ueb.  —  Schmidt  :  Vermessungskunde.  Hoh.  GeodSsie.  Kar- 
tierungsûbgn. —  FOppl  :  Techn.  Mechanik.  —  Anding  :  Elem.  der 
Astronomie.  —  Bischoff  :  Ausgleichungsrechn.;  Mech.  u.  graph. 
Rechnen.  —  Kuïta:  Proj.  Geom.  insynth.  Behandlung(!)  mit  Uebg. 
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Strassburg;  Universitât  (17.  Okt.  ;  18.  Msrz).  —  Reye  :  Geom. 
derLage,  3.  Analyt.  Méchanik,  2.  Math.  Seminar,  2.  —  Becker  : 
Sphâr.  u.  prakt.  Astronomie,  2.  Th.  der  Ausgleichung.  d.  Beo- 
bachtungsfehler,  2.  Sem.,  2.  Ueb.  auf  d.  Sternwarte.  —  Webkr  : 
DifF.  u.  Integralr.,  4.  Algebra,  3.  Oberseminar. —  Simox  :  Ges- 
chichte  d.  Mathematik  des  Altertums,  2.  Wislicenus  :  Ueb.  iin 
Zahleurechnen  in  seiner  Anvvendungbei  naturwissenschaftlichen 
Aufgaben,  1.  —  Disteli  :  Anal.  Geom.  d.  Ebene,  3.  Ueb.  dazu  1. 
Darst.  Geom.  (I,  2i.  Ueb.,  4.  Einl.  in  die  Schraubentheorie,  1.  — 
Epsteix  :  Einf.  in  die  Zahlentheorie,  3. —  Wirtz:  Einf.  in  die 
Théorie  der  Mondbewegnng. 

Wien;  Universitât.  —  v.  Eschekich:  Funktionentheorie,  5.  Pro- 
seminar,  1.  Seminar,  2.  —  Mertens  :  Algebra.  5.  Seminar,  2.  Pro- 
seminar,  1.  —  VVirtinger  :  Fllemcnte  der  Differential-und  ïnte- 
gralrechnung,  5.  Seminar,  2.  Proseniinar,  1. —  Kohn  :  Einleituiig 
in  die  synthetische  Géométrie,  4.  Différent ialgeometrie  i  II  Teil,  2  . 

—  Tauber  :  Versicherungsmathematik,  4.  —  Blaschke  :  Einfûh- 
rung  in  die  mathematischeStatistik  ^I.  Teil,  3  . —  Carda:  Partielle 
Differentialgleichungen,  1.  Ordnung,  2.  —  Plemelj  :  Einfûhnmg 
in  die  Théorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  2.  —  Grûx- 
AVALD  :  Einleitung  in  die  Liniengeometrie,  2.  —  Weiss  :  Bahn- 
bestimmung  von  Planeten  und  Kometen,  4.  —  Heppercer  :  Sphâ- 
rische  Astronomie,  4.  —  Photometrie,  1.  —  Schram  :  Kalendarîo- 
graphie,  1.  —  Herz:  Spezielle  und  allgemeine  StOrungen,  2.  — 
Jager  :  Mechanik,  3.  Theoret.  Physik  (lllj.  Elektrizitat,  3 st.  — 
KoHL  :  Grundziige  der  Théorie  der  Fllastizitât.  und  der  elastîs- 
chen  Schwingungen,  1. 

Pendant  le  semestre  d'été  1904  l'Université  a  compté  0,611  étu- 
diants dont  1,265  auditeurs. 

Wien  ;  Technische  Hochschule.  Mathematische  Fâcher.  —  Allé  : 
Mathematik  (1).  —  Zsigmondy  :  Mathematik  (I).  —  Czlber  :  Mathe- 
matik (U,  5).  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  3.  Grundlehren  der 
hôh.  Math.,  2.  —  Tauber  :  Versicherungsmathematik  il,  4;  H,  4). — 
Blaschke  :  Einfuhrung  in  die  math.  Statistik,  3.  —  Mî'ller  Emil: 
Darstellende  Géométrie  und  konstruktives  Zeichnen,  4  +  6st.  — 
ScHMiD  ;  dasselbe,  4  -f-  6  st.  Projektive  Géométrie,  2.  —  Finger  : 
Elemente  der  reinen  Mechanik  jn  Verbindung  mit  graphischer 
Statik,  5.  Enzyklopâdie  der  Mechanik,  4.  Analytische  Mechanik,  2. 

—  Zsigmondy  :  Reine  Mechanik,  5.  —  Tetmajer  :  Technische  Me- 
chanik (1,  4).  —  Hermanek  :  Hydromechanik,  3.  —  Pollack:  Ele- 
mente der  niederen  Geodâsie,  4  st.  —  Schell  :  Praktische  Géo- 
métrie, 47j  st.  Situationszeichnen,  47t  st.  Photogrammetrie, 
1  7j  st.  —  Tinter  :  Méthode  der  kleinsten  Quadrate,  1  7j  st. 
Hohere  Geodâsie,  4.  Sphftrische  Astronomie,  4. 
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W.-H.  Besa?(t  and  A. -S.  Hamsay.  -  A  Treatiie  on  Hydromechanics. 
Part  I.  Hydrostaiics .  Sixlh  Edition.  —  Un  volume  relié,  in-8",  264  p.; 
George  Bell  and  sons,  Londres,  1904. 

Ce  livre  est  bien  connu:  il  est  déjà  à  s.i  sixième  édition  et  cela  suffit  pour 
faire  ressortir  tout  son  succès,  même  dans  un  pays  où  abondent,  sur  cette 
partie  de  la  mécanique  générale,  des  livres  excellents,  parmi  lesquels  il 
faut  signaler  celui  de  M.  Grecnhill  sur  l'Hydrostatique  et  de  M.  Basset  sur 
l'Hydrodynamique. 

Le  petit  volume  qui  vient  de  paraître  contient  la  première  partie  de  l'Hy- 
dromécanique,  c'est-à-dire,  sous  une  forme  claire  et  assez  élémentaire,  les 
théories  les  plus  importantes  de  l'Hydrostatique.  Une  chose,  qui  n'est  pas 
très  commune  dans  les  livres  anglais,  frappera  surtout  nos  lecteurs;  ce  livre, 
pour  les  notations  et  pour  le  développement  des  théories,  se  rapproche  beau- 
coup de  ceux  du  continent;  mais  il  a  le  grand  prix  et  la  grande  supériorité 
des  exercices.  Ils  sont  (environ  420)  distribués  à  la  fin  de  chaque  chapitre 
et  ils  exigent,  parfois,  des  calculs  numériques;  et  je  ne  mets  pas  en  compte 
tous  ceux  qui  sont  résolus  dans  le  texte,  pour  offrir  une  illustration  des 
théories  qu'on  vient  d'exposer.  Je  ne  crois  pas  devoir  faire  une  analyse  mi- 
nutieuse de  tout  le  livre;  mais  il  faut  signaler  le  Ch.  5  sur  la  stabilité  des 
corps  flottants,  suivant  la  méthode  de  Thomson  et  Tait;  ceux  (8,  9)  sur  la 
théorie  des  surfaces  flexibles  en  équilibre  sous  la  pression  d'un  fluide  et 
sur  l'équilibre  d'une  lame  élastique;  et  enfîn,  les  derniers  (10,  11),  sur  les 
notions  de  la  Capillarité  et  les  figures  d'équilibre  d'une  masse  fluide  animée 
d'un  mouvement  de  rotation. 

Bien  que  ce  traité  ne  soit  pas  aussi  complet  que  celui  de  M.  Greenhill.car 
on  n'y  trouve  ni  la  théorie  de  quelques  instruments  des  plus  connus,  ni  la 
corrélation  de  la  théorie  des  gaz  avec  la  Thermodynamique,  ni  encore  des 
courtes  indications  historiques,  il  ne  manquera  pas  d'être  bien  utile  aux 
élèves.  Ajoutons  enfin  que  l'édition  de  G.  Bell  est  des  plus  élégantes. 

H.  Marcolongo. 

£m.  Borel.  — Cours  de  MathématiqaeSi  rédigé  conformément  aux  nouveaux 
programmes  (31  mai  1902).  (Quatre  volumes  in- 18  jésus,  reliés  toile).  — 
Arithmétique  (Classe  de  quatrième  B),  2  fr.  —  Arithmétique  et  notions 
d'Algèbre  (Cl.  de  troisième  A),  2  fr.  50.  —  Algèbre  (l"""  cycle),  2  fr.  50.  — 
Algèbre  (2"»«  cycle),  3  fr.  —  Librairie  Armand  Colin,  Paris. 

Les  programmes  de  l'enseignement  secondaire  français  ont  subi,  ces 
dernières  années,  d'importantes  transformations  en  vue  d'une  meilleure 
adaptation  aux  besoins  actuels  de  la  vie  économique.  Ces  transformations 
ont  eu  pour  premier  efl*et  la  publication  de  quelques  manuels  qui  diffèrent 
sous  bien  des  rapports  de  ceux  qui  étaient  en  usage  dans  les  établissements 
secondaires.  Pour  ce  qui  concerne  spécialement  les  mathématiques,  plu- 
sieurs de  ces  manuels  ont  été  écrits  par  des  savants  de  premier  ordre  ;  ils 
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offrent  donc  loiite  la  garantie  désirable  au  point  de  vue  scientiiique  et  per- 
mettent en  même  temps  de  voir  quelles  sont  les  tendances  nouvelles  qu'il 
est  désirable  d'introduire  dans  l'enseignement  secondaire. 

C'est  à  cette  catégorie  de  manuels  qu'appartiennent  ceux  que  M.  Em.Borel. 
maître  de  conférences  à  l'Ecole  normale  supérieure,  consacre  aux  premières 
notions  d'Arithmétique  et  d'Algèbre.  Comme  on  pouvait  s'y  attendre,  l'ex- 
posé est  conforme  aux  habitudes  de  clarté  que  l'on  reconnaît  à  l'auteur;  il 
est  également  irréprochable  au  point  de  vue  méthodique.  M.  Borel  a  su  se 
mettre  au  niveau  de  ses  jeunes  lecteurs  ;  dans  chaque  chapitre  l'exposé  est 
bien  ordonné  et  comprend  de  nombreux  exercices  très  élémentaires  et  bien 
gradués.  Quant  à  l'ordre  même  des  chapitres,  l'auteur  avait,  dans  une  cer- 
taine mesure,  à  se  conformer  aux  programmes  officiels. 

On  sait  que  les  récentes  réformes  ont  créé  pour  l'enseignement  secon- 
daire français  quatre  types  : 

A.  Latin-Grec.  —  B.  Latin-Langues  vivantes.  —  C.  Latin-Sciences.  —  D. 
Sciences-Langues  vivantes.  Les  Mathématiques  jouent  naturellement  un  rôle 
plus  important  dans  les  sections  C  et  D  que  dans  les  sections  A  et  B. 

Les  manuels  rédigés  par  M.  Borel  s'adressent  précisément  à  ces  diverses 
sections. 

Ij' Arithmétique  e»l  destinée  à  la  classe  de  quatrième  B;  elle  part  de  la 
numération  décimale  pour  conduire  l'élève  à  la  racine  carrée  d'un  nombre 
entier  ou  décimal. 

L'Arithmétique  suivie  de  Notions  d'Algèbre  s'adresse  aux  élèves  de  troi- 
sième A.  Elle  contient,  sous  une  forme  plus  réduite,  les  matières  du  volume 
ci-dessus,  et,  pour  l'Algèbre,  les  premières  notions  :  emploi  des  nombres 
positifs  et  négatifs,  les  quatre  opérations  effectuées  sur  ces  nombres;  appli- 
cations, mouvement  uniforme  ;  la  notion  de  coordonnées. 

Lé' Algèbre  (l**"  cycle)  a  été  rédigée  conformément  aux  classes  de  troisième* 
A  et  B,  et  de  quatrième  B.  Les  trois  premiers  chapitres  comprennent  avec 
plus  de  développements,  les  premières  notions  qui  terminent  le  manuel  pré- 
cédent. Yieiinent  ensuite  :  Eléments  du  calcul  algébrique  ;  équations,  pro- 
blèmes et  inégalités  du  premier  degré  ;  variation  du  binôme  du  premier 
degré;  Equations  et  problèmes  du  second  degré:  Représentation  graphique 

des  variations  de  j:',  — |-,  etc.;  Progressions  et  logarithmes,  intérêts  composés. 

L  Algèbre  (2n»«  cycle)  a  été  rédigée  pour  les  classes  de  seconde  et  de  pre- 
mière (sections  C  et  D).  Elle  contient,  dans  ses  grandes  lignes,  le  pro- 
gramme traité  dans  le  l®""  cycle.  Mais,  s'adressant  à  des  élèves  pfus  Agés» 
elle  présente  plus  de  développement  pour  certaines  théories  abstraites  rela- 
tives notamment  aux  systèmes  d'équations  du  premier  degré  et  au  trinôme 
du  second  degré.  On  y  trouve  en  outre  quelques  Notions  sur  les  dérivées. 

Au  moment  où  dans  divers  pays  on  examine  un  remaniement  des  pro- 
grammes de  mathématiques  pour  y  introduire,  entr'autres,  la  notion  de  dé- 
rivée, les  manuels  de  M.  Borel  méritent  d'être  signalés  à  tous  ceux  qui 
enseignent  les  Mathématiques  élémentaires.  H.  Feiir. 

G.  HoLZMÎJLLER.  —  Eillffthraiig  in  die  Raumlehre.  (Introduction  à  la  géo- 
métrie de  l'espace.)  —  1  vol.  in-S»,  X-123  pages;  prix:  Mk.  1,60;  B.  G. 
Teubner,  Leipzig  et  Berlin,  1904. 

Cet  ouvrage  a  pour  but,  dit  l'auteur  dans  son  Introduction,  de  rendre 
aussi  attrayant  que  possible  l'enseignement  préparatoire  des  mathématiques 
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et  surtout  de  la  géométrie.  Il  est  basé  sur  la  constatation  souvent  faite  que 
l'esprit  de  l'enfant  est  plus  accessible  à  l'élude  d'un  objet  concret,  même 
assez  compliqué,  qu'on  peut  lui  mettre  entre  les  mains,  lui  faire  tonoher  et 
construire,  qu'à  celle  des  vérités  abstraites,  relativement  simples  pour  des 
esprits  plus  mûrs,  tels  que  les  axiomes  et  les  théorèmes  élémentaires  de  la 
géométrie.  <<  Eveiller  et  retenir  l'intérêt  de  l'écolier,  dit  l'auteur,  voilà  le 
but,  et  il  sera  «  sûrement  atteint  si  l'on  examine  avec  lui  un  objet  fini  et  que 
cette  étude  le  a  conduise  à  confectionner  lui-même  cet  objet,  u  Cela  impli- 
que un  travail  manuel  important,  constructions  en  carton  ou  en  bois  ;  mais 
loin  d'être  un  défaut,  cette  méthode  a  l'avantage  de  donner  satisfaction  au 
besoin  de  mouvement  de  l'enfant,  tout  en  lui  montrant  l'importance  de  l'exac- 
titude dans  le  dessin  des  figures  géométriques. 

Dans  les  deux  premiers  chapitres  de  son  ouvrage,  l'auteur  indique  les 
quelques  considérations  et  définitions  générales  qui  sont  nécessaires  pour 
comprendre  les  termes  employés  dans  la  suite  ;  il  aborde  ensuite  le  cube 
qui  lui  permet  de  définir  les  éléments  géométriques  et  leurs  positions  rela- 
tives, l'une  des  faces  du  cube  étudiée  à  part  lui  sert  d'introduction  à  la  géo- 
métrie du  plan  et  à  ses  constructions  élémentaires  ;  l'élève  peut  alors  dessi- 
ner le  développement  du  cube  et  par  suite  l'exécuter  en  carton.  Par  des 
procédés  ingénieux  tout  une  série  de  théorèmes,  en  particulier  celui  de 
Pythagore,  viennent  se  grouper  autour  de  ces  constructions  et  sont  démon- 
trés, cela  va  sans  dire,  constructivemenl. 

Le  carré  et  le  cube  sont  une  occasion  de  rappeler  les  mesures  de  surfaces 
et  de  volumes  et  donnent  par  suite  lieu  à  toute  une  série  de  problèmes  sur 
les  changements  d'unités. 

Du  cube  on  peut  déduire  une  quantité  de  corps  :  prismes,  pyramides, 
tétraèdre,  octaèdre;  on  les  construit  facilement,  tandis  que  le  passage  à 
l'icosaèdre  et  au  dodécaèdre  pentagonal  est  un  peu  plus  difiîcile. 

L'auteur  aborde  ensuite  les  notions  de  symétrie  dans  le  plan  et  dans 
l'espace  qui  pourront  être  utiles  dans  le  dessin  d'ornements  divers,  puis  il 
examine  les  propriétés  simples  de  la  sphère,  du  cercle,  du  cylindre  et  du 
cône. 

Enfin,  un  dernier  chapitre  donne  des  indications  sur  l'exécution  de  mo- 
dèles plus  compliqués  :  prismes  et  pyramides  réguliers,  dodécaèdre  rhom- 
boïdal.  solides  réguliers  ét'ilés,  etc. 

L'ouvrage  de  M.  Holzmûller  constitue  un  excellent  guide  pour  les  maîtres 
chargés  d'un  enseignement  élémentaire  de  la  géométrie  et  nous  sommes  per- 
suadés que  ceux-ci  trouveront  grand  profit  à  suivre  les  principes  qui  y  sont 
contenus.  S.  May  'Lausanne). 

Max  Pernt.  —  Tafeln  sur  Absteckimg  von  Kreis  and  Uebergangsbôgen 

dnrch  Polarkoordinaten.  —  Un  vol.  cart.  XVI  -|-  129  p.  ;  prix  :  K.  4  = 

3  M.  60;  Hartlebcn,  Vienne  190'i. 

On  reproche  à  la  méthode  de  détermination  des  courbes  de  raccordement 
par  l'angle  à  la  périphérie  son  peu  d'exactitude  due  à  la  propagation  des 
erreurs  dans  le   piquetage. 

Cela  tient  probablement  à  ce  que  les  rares  tables  existantes  ne  sont  pas 
calculées  avec  une  approximation  suffisante.  C'est  cette  lacune  que  l'ouvrage 
de  M.  Pernt  vient  combler  en  ofl^ranl,  en  plus  d'une  disposition  rationnelle, 
-  une  grande  facilité  de  déplacement  pendant  les  opérations. 

En  effet  la  méthode  des  coordonnées  polaires  est   la  seule   applicable   en 
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terrain  accidenté,   dans   une  gorge  étroite,   ou   une  agglomération,  comme 

c'est  le  cas  pour  une  roule  ou  un  chemin  de  fer  secondaire. 

Outre    les  courbes  circulaires,    ces   tables  contiennent  les  éléments  de» 

courbes  de  raccordement  eu  parabole  supérieure  pourvoies  normales  et  ceci 

pour  5  positions  de  l'instrument  prises  sur  Tabcisse  de  l'arc  parabolique. 

X» 
Les  ordonnées  j  zz:  -x-rr  ♦  où  C  représente  un  coefficient  dépendant  de  la 

vitesse,  de  l'écartement  et  do  l'inclinaison  transversale  de  la  vole  et  de  l'ac- 
célération g,  sont  calculées  pour  les  valeurs  usuelles  de  C  12000,  6000. 
4500.  3000,  1500,  750  &  20  R. 

Enfin  de  petites  tables  permettent  le  cas  échéant  la  détermination  de  cef$ 
mêmes  courbes  au  moyen  de  coordonnées  rectangulaires.  Un  «'.arlon  parche- 
miné est  placé  à  la  fin  du  recueil  pour  les  calculs  d'interpolation. 

Maurice  Delessert  (Genèvel. 

V ,  GoMKs  Teixeira.  —  Obras  sobre  Mathematica  pubiicadas  por  Ordem 

do  Governo   Portugués.    Volume    Primeiro.    Un    vol.    gr.    in-8o,   402  p.  ; 

Coimbra,  Imprensa  da  Universidade,  1904. 

Ce  volume  forme  le  tome  premier  des  Œuvres  de  M.  F.  Gomes  Teixeira, 
publiées  par  l'auteur  lui-même,  sur  l'invitation  et  sous  les  auspices  du  Gou- 
vernement portugais.  Il  contient  des  mémoires  et  notes  dispersées  dans  di- 
vers périodiques  et  appartenant  les  uns  à  l'Analyse,  les  autres  à  la  Géométrie 
analytique.  On  y  retrouve  notamment  les  beaux  travaux  que  M.  Teixeira  a 
consacrés  au  développement  d'une  fonction  en  série  :  Théorie  générale  des 
méthodes  de  développement  (Mémoire  couronné  par  rAcadémie  de  Madrid, 
1897)  ;  série  ordonnée  suivant  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de  la 
variable  (1896);  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  d'une  fonction  donnée 
(1900);  sur  le  développement  des  fonctions  implicites  (1881  et  1889)  ;  sur  le  dé- 
veloppement des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  en  série 
trigonométrique  (1903)  Parmi  les  autres  Mémoires  se  rattachant  à  l'Analyse, 
nous  signalerons  celui  qui  est  consacré  à  l'étude  de  la  convergence  des  for- 
mules d'interpolation  de  Lagrangc,  Gauss,  etc.  Dans  le  domaine  de  la  Géo- 
métrie, nous  devons  mentionner  ses  intéressantes  recherches  sur  les  courbes 
parallèles  à  l'ellipse  (Mémoires  couronnés  et  autres  mémoires  publiés  par 
l'Académie  royale  de  Belgique,  1898)  et  ses  Xotes  sur  la  courbe  équipoten- 
tielle,  sur  les  ovales  de  Oescartes  et  sur  le  limaçon  de  Pascal. 

Les  nombreux  amis  et  les  élèves  du  savant  mathématicien  de  Porto  sau- 
ront gré  au  Gouvernement  p  )rtugais  d'avoir  pris  l'initiative  de  cette  publi- 
cation. H.  Fehr. 
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nues croissantes  et  sur  certaines  fonctions  continues.  —  M.  F'RÉcuBir  :  Sur 
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